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摘要: 研究了函数依赖集在属性子集上投影的理论问题．在此基础上开发了算法，成功地利用消元法解
决了函数依赖集在属性子集上投影的计算问题，对于数据库模式设计有一定的参考价值．
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0 引言

将现实世界中非规范化的源关系模式转化为一

组科学的、规范化的关系数据库模式［1］ 是关系数据
库模式设计的核心内容． 已经有较多计算机科学家
对该问题进行了大量的研究，也获得许多研究成果，

为关系数据库模式的规范化奠定了理论基础，其中

最著名的有关系数据库中的分解法［2］ 和综合法［3］，

并得到了广泛的推广与应用，特别是在关系数据库

设计规范化方面发挥了非常重要的作用． 然而这 2
个算法对于函数依赖集在属性子集上投影的计算问

题至今还没有得到较好的解决，在对关系模式上的

关系进行插入、删除、修改操作时发现难以完全保证
数据的一致性，使得源关系模式在规范化的过程中，

不能达到真正的联接不失真和保持函数依赖．
在传统的理论基础上计算函数依赖集 F在属性

子集上的投影就需要计算 F 的闭包，而计算 F 的闭
包属于 NP完全问题，比如从 F = { X→ A1，…，X→
An} 出发，至少可以推导出 2n个不同的函数依赖，这

就与 F的大小和属性个数成指数增长． 如果通过计
算属性闭包方法去导出 F 在属性子集上投影的算
法，假设属性子集 X上m个属性，则计算函数依赖集
F在属性子集 X上的投影，也面临着需要进行 2m 次

属性子集闭包的计算，因此这个问题还有待进一步

的研究．

本文利用消元法来解决对函数依赖集在属性子

集上投影［4］ 的计算问题，提出了几个定理并给出了

具体算法，对其正确性也进行了有力的证明，是切实

可行的方法和理论，对于数据库模式设计有一定的

参考价值．

1 基础知识

定义 1 设 F是属性集 U上的一组函数依赖，

X U，X+
F = { A∣ X#A能由 F根据 Armstrong公

理所能导出的所有属性组成的集合} ，X+
F称为属性

集 X关于函数依赖集 F的属性闭包．

根据定义 1，可以得到求属性集 X 关于函数依
赖集 F的闭包的算法．

算法 1 计算属性集 X 关于函数依赖集 F 的
闭包．
( a) 输入: X和 F，其中 F为属性集合 U上的函

数依赖集，X U;
( b) 输出: X关于 F的闭包 X+

F ;

( c) 过程:

( ⅰ) ( 初始化) X ( 0) : = { X} ，i: = 0;

( ⅱ) ( 赋初值) X ( i +1) : = X( i) ，i: = i + 1;

( ⅲ) ( 计算)D#Y∈ F，如果 D X( i) ，则

X ( i) : = X ( i) ∪ { Y} ;
( ⅳ) ( 判断) 如果 X ( i) ≠ X ( i －1) ，则转( ⅱ) ;



( ⅴ) ( 输出) 输出 X ( i) ，结果即为 X+
F ．

定义 2 设关系模式 R( U，F) ，Z  U，则函数
依赖集 F在属性子集 Z上的投影记为

∏Z ( F) = { X #Y $X #Y %F +∧XYZ } ．
定义 3 给定函数依赖集 F，若满足
( ⅰ) F中任一函数依赖的右部仅含一个属性;
( ⅱ) F中不存在这样的函数依赖，X #A %F，
使得 F与 F － { X #A} 不等价;
( ⅲ) F 中不存在这样的函数依赖，X #A %F，

Z %X，使得( F － { X #A} ) ∪{ ( X － Z) #A}┐&F，
则称 F为函数依赖极小覆盖集．

2 X +的驱动序列及其性质

定义 4 给定关系模式 R( U，F) ，F为函数依赖
极小覆盖集，XU，计算 X +

F 所引用的 F 中函数依

赖，按照引用的先后次序组成的序列［5］{ X1→A1，

X2→A2，…，Xk→Ak } ，称为 X +
F 的驱动序列

［6］( drive

use sequence) ，记为 dus ( X +
F ) ，在不引起混淆情况

下，简记为 dus( X + ) ．
定理 1 给定关系模式 R( U，F) ，F为函数依赖

极小覆盖集，XU，dus ( X +
F ) = { X1→ A1，X2→

A2，…，Xk→Ak} ，则必有

( ⅰ) dus( X +
F ) F;

( ⅱ) X1X;

( ⅲ) XiXA1A2…Ai － 1，i = 2，3，…，k;

( ⅳ) Ai≠Aj，i，j = 1，2，3，…，k且 i≠j;

( ⅴ) Ai’X，i = 1，2，3，…，k．

该定理正确性证明可以直接从算法 1 和定义 4
导出．
推论 1 给定关系模式 R( U，F) ，F为函数依赖

极小覆盖集［7］，XU，X +
F － X (，则必存在 Y #

B %F，有 YX．
定理 2 给定关系模式 R( U，F) ，F为函数依赖

极小覆盖集，ZU，Y #B %F 有 Y － Z (，则必
有∏Z ( F) =．
证 ( 反证法) 若∏Z ( F) (，则存在 XAZ，

A ’X，X #A %F +，即 A %X +
F ，X

+
F － X (，根据推论

1 在 F中存在函数依赖 Y#B %F，YX且 B ’X，推
出 YZ，矛盾于已知条件．证毕．
定理 3 给定关系模式 R( U，F) ，F为函数依赖

极小覆盖集，ZU，若存在 X #A %F，且 XAZ，则

必有∏Z ( F) ≡{ X #A}∪∏Z ( F － { X #A} ) ．

证 由于 X #A %F，F － { X #A} )F，显然有
∏Z ( { X #A} ) ∏Z ( F ) ，∏Z ( F － { X #A} ) 

∏Z ( F) ，得出∏Z ( { X #A} ) ∪∏Z ( F － { X #A} ) 
∏Z ( F) ，因为∏Z ( { X #A} ) = { X #A} ，其中 XA

Z，所以{ X #A}∪∏Z ( F － { X #A} ) ∏Z ( F) ．

下面证明∏Z ( F) ( { X #A} ∪∏Z ( F － { X#

A} ) ) +，Y #B %∏Z ( F) ，有 YBZ．若{ Y #B} =
{ X#A} 或( Y#B) %∏Z ( F － { X #A} ) 有( Y #B) %

( { X # A } ∪ ∏Z ( F － { X # A } ) ) +，否则有
{ Y#B}≠{ X #A} 且( Y#B) ’∏Z ( F － { X #A} ) ，

说明 X #A %dus( Y +
F ) ，有 Y#X %F +，YA#B %F + ．

在计算 Y #X 和 YA #B 的驱动序列中没有使用
X #A，从而有 Y#X %( F － { X #A} ) +，

YA#B %( F － { X #A} ) + ．

由于 YXZ，有 Y#X %∏Z ( F － { X #A} ) ．
由于 YABZ，有 YA #B %∏Z ( F － { X #A} ) ，

{ Y#X，X #A，YA#B}{ X #A}∪∏Z ( F － { X #
A} ) ．
因为 Y#B %( { Y#X，X #A，YA#B} ) +，

所以 Y#B %( { X #A}∪∏Z ( F － { X #A} ) ) + ．

因此，有∏Z ( F ) ≡ { X #A} ∪∏Z ( F － { X #
A} ) ．证毕．

3 消元法计算∏Z( F)

定理 4 给定关系模式 R( U，F) ，F为函数依赖
极小覆盖集，N#B %dus( X +

F ) ，A %( N － X) ，则
必存在

M#A %dus( X +
F ) ．

证 根据计算 X +
F 有驱动序列，不妨令dus( X

+
F ) =

{ X1→A1，X2→A2，…，Xn→An } F，根据定理 1 有如
下结果:

X1X; ( 1)
XiXA1A2…Ai － 1，i = 2，3，…，n; ( 2)
Ai’X，i = 1，2，3，…，n． ( 3)
由( 1) 式和( 2) 式可推出
X1X2…XiXA1A2…Ai － 1，i = 2，3，…，n; ( 4)

由( 3) 式和( 4) 式可推出

883 江西师范大学学报( 自然科学版) 2013 年



X1X2…Xi － XA1A2…Ai － 1，i = 2，3，…，n． ( 5)

因此，N#B %dus( X +
F ) ，不妨令 N = Xj，B =

Aj，根据( 5) 式有 X1X2…Xj － XA1A2…Aj － 1 ．

因为 Xj X1X2…Xj，所以 Xj － X X1X2…
Xj － X A1 A2… Aj － 1，N － X A1 A2… Aj － 1 ． 因此，

A %( N － X) 有 A %A1A2…Aj － 1 ． 即存在 k，1≤k≤
j － 1，满足 Ak = A，对应地有 M = Xk，满足 Xk→Ak%

dus( X +
F ) ，即 M→A %dus( X +

F ) ．证毕．

定理 5 给定关系模式 R( U，F) ，F为函数依赖
极小覆盖集，ZU，若存在 X#A %F，且 X － Z 中存

在仅在左部出现的属性，即 U0l ( F) ∩( X － Z) (，

则有

∏Z ( F － { X#A} ) ≡∏Z ( F) ．

证 因为( F － { X#A} ) F，所以有
∏Z ( F － { X#A } ) ∏Z ( F) ． ( 6)

K#M %∏Z ( F) ，有 KMZ 和 dus ( K +
F ) 

F，令 D = dus( X +
F ) = { X1→A1，X2→A2，…，Xn→An} ，

有 K#M %∏Z ( D) ，X1K．

因为 XiKA1 A2…Ai － 1，i = 2，3，…，n，Ai’K，
i = 1，2，3，…，n，所以

Xi － KA1A2…Ai － 1，i = 2，3，…，n．

因为 Ai’U0l ( F) ，i = 1，2，3，…，n，所以

U0l ( F) ∩( Xi － K) =，i = 1，2，3，…，n．

因为 KZ，所以( X － Z) ( X － K) ．

已知 U0l ( F) ∩ ( X － Z) (，所以 U0l ( F) ∩
( X － K) (，有 Xi(X，i = 1，2，3，…，n，说明 X→
A ’D，即 DF － { X→A} ，得到

∏Z ( D) ∏Z ( F － { X→A} ) ，

K→M %∏Z ( F － { X→A} ) ，

∏Z ( F) ∏Z ( F － { X→A} )
{

．

( 7)

根据( 6) 式和( 7) 式有
∏Z ( F) ≡∏Z ( F － { X#A} ) ．

证毕．
定理 6 给定关系模式 R( U，F) ，F为函数依赖

极小覆盖集，ZU，若存在 X #A %F，XZ，A ’Z，
执行操作:

( ⅰ) D: = F;
( ⅱ)Y#B %F，若 A %Y，则

D: = D∪( ( ( Y － A) ∪X) #B) ，

则有

∏Z ( D － { X#A} ) ≡∏Z ( F) ．
证 D是在 F基础上添加部分函数依赖而成，

所以有

FD． ( 8)

若在 D中存在不属于 F的函数依赖［8］，则有

( ( Y － A) ∪X) #B %D且( ( Y － A) ∪X) #B ’F

且满足 Y#B %F，X#A %F，A %Y．

因为 X #A %F，所以有( ( Y － A) ∪X) #A %

F +，( ( Y － A) ∪X) #( A∪( Y － A) ∪X) %F + ．

由于 Y( A∪( Y － A) ∪X) ，Y #B %F，即有

( ( Y － A) ∪X) #B %F +，因此

DF + ． ( 9)

根据( 8) 式和( 9 ) 式有 D≡F，即 ∏Z ( D) ≡
∏Z ( F) ，D － { X #A} D，有∏Z ( D － { X #A} ) 
∏Z ( D) ，得到

∏Z ( D － { X#A} ) ∏Z ( F) ． ( 10)

下面要证∏Z ( F) ∏Z ( D － { X #A} ) ．为了描
述方便，假设∏Z ( F) 中每一个函数依赖右部均为单

属性［9］．

M#B %∏Z ( F) ，令 S = dus ( M +
F ) = { X1→

Y1，X2→Y2，…，Xn→Yn}FD，有
( ⅰ) Yn = B 且 Yn%Z，X1MZ;

( ⅱ) XiMY1Y2…Yi，i = 2，3，…，n;

( ⅲ) Yk(Yc，k，c = 1，2，3，…，n k (c;

得到 M#B %∏Z ( S) ．
若 X #A ’S，显然有 SD － { X #A} ，从而导

出 M#B %∏Z ( D － { X#A} ) ; 若 X#A %S，不妨令
( Xj#Yj ) = ( X #A) ，j≤n，由于 A ’Z，有 A (Yn，即

( X#A) ( ( Xn→Yn ) ，即 j ＜ n． 对 S 进行如下 3 步
操作:

( ⅰ) S1 : = S;

( ⅱ)Xi→Yi%S，若 A %Xi，则

S1 : = ( S1 － { Xi→Yi } ) ∪ ( ( ( Xi － A) ∪X ) →
Yi ) ;

( ⅲ) S1 : = ( S1 － { Xj→Yj} ) ∪( Xj→) ．

经过上述 3 步操作后所得的 S1具有 S1( ( D －

{ X#A} ) ∪( Xj→) ) ，

且 S1符合下面的与 S的对应关系:

令 S1 = { X1 '→Y1 '，X2 '→Y2 '，…，Xn'→Yn'} ，
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则有

Xi' =
Xi，A ’Xi，

( Xi － A) ∪X，A %Xi
{ ，

Yi ' =
Yi，Xi'(X，

，Xi' = X{ ，
i = 1，2，…，n．

Xi'→Yi '%S1且 Xi'→Yi '’S的函数依赖:

( ⅰ) 若 Yi ' =，即 Xi' = X显然 Xi'→%S
+ ;

( ⅱ) 若 Yi '(*，则有 Xi→Yi%S，A %Xi，X→A %S，
有

Xi' = ( ( Xi － A ) ∪X ) ，Yi ' = Yi，( ( Xi － A ) ∪
X) →( A∪( Xi － A) ) %S +，( X∪( Xi － A) ) →Xi%S

+，

得( X∪( Xi － A) ) →Yi%S
+，即也有 Xi'→Yi '%S

+ ．因

此，S1S + ．
下面用归纳法证明 S1中函数依赖序列满足

( ⅰ) X1 'M;

( ⅱ) Xi'MY1 'Y2 '…Yi － 1 '，i = 2，3，…，n．

由于 X1中不含有 A，所以 X1 ' = X1，有 X1 'M

Z．由于 X2MY1，若 X2 '(X2，则有 X2 ' = ( X2 － A) ∪
X．由于 XM和( X2 － A) MY1，从而有( X2 － A) ∪
XMY1，即 X2 'MY1 ; 若 X2 ' = X2，显然 X2 'MY1 ．

若 X1 (X，此时有 Y1 ' = Y1，有 X2 'MY1 '; 若
X1 = X，有 Y1 = A，( X2 ' － A) ( MY1 － A) ． 由于 X→
A %F，且 F 为函数依赖极小覆盖集，从而有 A ’X，

同时 A ’( X2 － A) ，所以 A ’( ( X2 － A) ∪X) ，即 A ’
X2 '，得 X2 ' － A = X2 '． 由于 Y1’M，A ’M，有 MY1 －
A =M( Y1 － A) ，此时 X1 ' = X1 = X，Y1 ' = = Y1 － A，

也有 X2 'MY1 '．
设当 i = k 时，X'kMY1 'Y2 '…Y'k － 1成立．

当 i = k + 1 时，根据 S中函数依赖性质［10］有
Xk + 1MY1Y2…Yk成立．

若 X'k + 1 = Xk + 1，显然有 X'k + 1MY1Y2…Yk ; 若

X'k + 1(Xk + 1，则有 X'k + 1 = ( Xk + 1 － A) ∪X． 由于 X

M，( Xk + 1 － A) MY1Y2…Yk，有( Xk + 1 － A) ∪XMY1

Y2…Yk，也有

X'k + 1MY1Y2…Yk．

若存在 Yj = A，1≤j≤k，这说明 Xj = X，有 Y'1 =
Y1，Y'2 = Y2，…，Y' j － 1 = Yj － 1，Y' j = ，Y' j + 1 = Yj + 1，

Y'k = Yk，( X'k + 1 － A)  ( MY1 Y2…Yk － A) ． 同理 A ’
X'k + 1，即 X'k + 1 － A = X'k + 1，Yc(Ylc，l = 1，2，…，k，c (

l，Yi’M，i = 1，2，…，n．所以仅有 Yj = A，即
MY1Y2…Yk － A = MY1 Y2…Yj － 1 ( Yj － A) Yj + 1…

Yk，

且 Y' j = Yj － A =，得到 X'k + 1M Y'1Y'2…Y'k ;
若 Yj(A，j = 1，2，…，k，说明 Y' j = Yj，j = 1，2，…，k，
显然

X'k + 1MY'1Y'2…Y'k ．
由于 Yn = B (A，即 Y'n = B，因此
M→B %∏Z ( S1 ) ．

由于 S1( D － { X→A} ) ∪{ X→} ，同时 X→
是平凡函数依赖( 右部为空集) ．添加 X→到 S1

中的目的只是在证明过程中，使得 S 与 S1中函数依

赖存在一一对应关系，描述比较规范，现在完全可以

从 S1中删除掉，有

∏Z ( S1 ) ∏Z ( D － { X→A} ) ，有
M→B %∏Z ( D － { X→A} ) ，

由此得到

∏Z ( F) ∏Z ( D － { X→A} ) ． ( 11)
根据( 3) 式和( 11) 式，有
∏Z ( F) ≡∏Z ( D － { X→A} ) ．
证毕．
算法 2 消元法计算函数依赖集 F 在属性子集

Z上投影算法．
( a) 输入: 关系模式 R( U，F) ，U 为属性集，F 为

函数依赖极小覆盖集，ZU;
( b) 输出:∏Z ( F) 函数依赖集;
( c) 过程:
( ⅰ) ( 初始化) D: =;
( ⅱ) ( 选取) X→A %F，若 XAZ，则

D: = D∪{ X→A} ; F: = F － { X→A} ;
( ⅲ) ( 计算仅在左部属性) E: = Uol ( F) ;

( ⅳ) ( 消去函数依赖) X→A %F，若( X － Z) ∩
E (，则 F: = F － { X→A} ;
( ⅴ) ( 设结束标志) kend: = 0;
( ⅵ) ( 消去左部属性) X→A %F，若 XZ∧

A ’Z，则 F: = F － { X→A} ; kend: = 1;

N→B %F，若 A %N，则 F: = F∪( ( N －

A) ∪X) →B) ;
( ⅶ) ( 结束吗) 若 kend = 1，则转( ⅱ) ，否则输
出 D并结束．
证 算法 2 的第 2 步的正确性将由定理 3 得到
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保证; 算法 2 的第 4 步的正确性将由定理 5 得到保
证; 算法 2 的第 6 步的正确性将由定理 6 得到保证;
算法 2 的正常结束将由定理 2 得到保证． 因此本算
法是正确的．

4 结束语

假设 F共有 m个函数依赖，算法 2 的第 2、3、4
步各需扫描 m次，算法 2 的第 6 步需扫描 m2次，即

算法 2 的一趟执行为( 3m + m2 ) 次，最多有 m 趟，因
此，最坏的情况下本算法要执行的最大次数为 m·
( 3m +m2 ) ，即时间复杂度为 O( m3 ) ．
本算法成功地解决了函数依赖集在属性子集上

投影的计算问题，对于关系数据库模型设计有一定

的应用价值．
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A New Method of Projection of Function Dependencies onto Attributes
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2． College of Computer and Information Engineering，Jiangxi Normal University，Nangchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: An extensive research was made about the projection of FDs onto attributes． Some feasible methods and
theory are advanced to solve the problem，and thereupon a practical algorithm is presented，which will exert a con-
siderable influence on the programming of database design．
Key words: functional dependencies; the subset of attributes; projection; elimination-method
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