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摘要:给出了 ZP-内射维数以及 ZP-平坦维数的定义，揭示了左 ZP-内射维数 l． zp． ID( Ｒ) = 0 及右 ZP-平坦
维数 r． zp． FD( Ｒ) = 0 的环，即它们为非奇异环，并给出等价描述． 讨论了环 Ｒ 的左 ZP-内射维数 l． zp．
ID( Ｒ) ≤n以及环 Ｒ的右 ZP-平坦维数 r． zp． FD( Ｒ) ≤n的等价刻画，证明了环 Ｒ上的模类 ZPI若满足单同
态的上核封闭且 l． zp． ID( Ｒ) ＜ !，则 l． zp． ID( Ｒ) = r． zp． FD( Ｒ) = l． zp-id( ＲＲ) ，并证明 ZP-内射左 Ｒ-模的
商模是 ZP-内射模当且仅当模类 ZPI满足单同态的上核封闭且 l． zp． ID( Ｒ) ≤1．
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0 引言

内射模及平坦模是模范畴中主要的模类，这 2
类模的很多结论在群论与代数几何中有着重要的作

用．投射模是内射模的对偶概念，平坦模是对投射模
的自然推广，同时通过构造特征模，平坦模与内射模

有着密切的联系．许多代数工作者对内射模与平坦
模的性质及推广作了深入的研究［1-3］． 与此同时，
( 同调) 维数一直是研究环与模范畴的焦点．维数的
理论和方法影响到代数学和其他数学学科． 对内射
模和平坦模推广后的新的模类，可以定义新的维数

来刻画环的性质，如文献［4］给出 FP-投射维数的定
义，并利用此维数研究了 Noether 环和 Coherent 环，
也得到了 FP-投射维数与其他维数之间的关系． 关
于维数的讨论可参见文献［5-9］．本文首先针对ZP-
内射模与 ZP-平坦模，定义了环和模的 ZP-内射维数
及 ZP-平坦维数，并对其进行等价刻画，揭示维数
l． zp． ID( Ｒ) 与维数 r． zp． FD( Ｒ) 之间的关系．通过对
这些维数的系统讨论，给出非奇异环的许多性质

刻画．
在本文中，所有的环都是带有单位元 1 的结合

环，所有的模都是酉模．令 A为左 Ｒ-模 M的 1 个子
集．x∈ A，记 lＲ ( A) = { r∈Ｒ: rx = 0} 为 A在Ｒ中
的左零化子．若 B是 Ｒ的 1个子集，B在M中的右零

化子用 rM ( B) 表示． 特别地，对于 a ∈ Ｒ，l( a) 及
r( a) 分别表示 a的左零化子和右零化子．m∈M，
若 l( m) 是ＲＲ的本质理想，则称 m是奇异元． M中所
有奇异元的集合用 Z( ＲM) 表示

［10］． 特别地，Ｒ 的左
( 右) 奇异理想用Z( ＲＲ) ( Z( ＲＲ ) ) 表示．它们是Ｒ的
双边理想．若 Z( ＲＲ ) = Ｒ，则称环 Ｒ为右奇异环;若
Z( ＲＲ ) = 0，则称环 Ｒ为右非奇异环．若模 A是模 B
的多余子模，记为 A B．左 Ｒ-模M的特征模M+ 定

义为 M+ = HomZ ( M，Q /Z) ．

1 ZP-内射维数及 ZP-平坦维数

定义1 a∈ Z( ＲＲ) ，若 Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M) = 0，

则称M为 ZP-内射左 Ｒ-模［11］．若TorＲ1 ( N，Ｒ /Ｒa) =
0，则称 NＲ 为 ZP-平坦右 Ｒ-模．
相似地，可定义 ZP-内射右 Ｒ-模和 ZP-平坦左

Ｒ-模．
注 1 由文献［11］可知，ZP-内射左 Ｒ-模是 P-

内射左Ｒ-模的真推广． P-平坦右Ｒ-模是 ZP-平坦右
Ｒ-模，反之不一定成立．如令 Ｒ 为整环而不是域，则
Z( ＲＲ) = Z( ＲＲ ) = 0．取非零非单位的元 a∈ Ｒ，则
Ｒ /aＲ是 ZP-平坦右 Ｒ-模但不是 P-平坦右 Ｒ-模．
定义 2 ＲM 的左 ZP- 内射维数是指使得

Extn+1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M) = 0成立的最小非负整数 n，记为
l． zp-id( M) = n，其中 a ∈ Z( ＲＲ) ． 若这样的 n 不存



在，则称 ZP-内射维数为∞，记为 l． zp-id( M) = !．定
义 l． zp． ID( Ｒ) = sup{ l． zp-id( M) : M 是任意左 Ｒ-
模} ，称之为环 Ｒ 的左 ZP-内射维数． 类似地，a ∈
Z( ＲＲ ) ，利用 aＲ可以得到右 Ｒ-模的 ZP-内射维数以
及环 Ｒ的右 ZP-内射维数的定义．
定义 3 NＲ 的右 ZP- 平坦维数是指使得

TorＲn+1 ( N，Ｒ /Ｒa) = 0 成立的最小非负整数 n，记为
r． zp-fdＲN = n，其中 a∈Z( ＲＲ) ．若这样的 n不存在，
则称 N的右 ZP-平坦维数为∞，记为 r． zp-fd( N) =
!．定义 r． zp． FD( Ｒ) = sup{ r． zp-fd( N) : N是任意右
Ｒ-模} ，它为环 Ｒ的右 ZP-平坦维数．
类似地，a∈ Z( ＲＲ ) ，利用 aＲ 可以得到左 Ｒ-

模的 ZP-平坦维数和环Ｒ的左 ZP-平坦维数的定义．
自然地，左Ｒ-模M是 ZP-内射左Ｒ-模当且仅当

l． zp-id( M) = 0．同理，右Ｒ-模N是 ZP-平坦右Ｒ-模
当且仅当 r． zp-fd( N) = 0．
接下来，分别将 ZP-内射左 Ｒ-模类和 ZP-平坦

右 Ｒ-模类记为 ZPI及 ZPF．
在研究商环以及半本原环方面，非奇异环有着

重要作用．许多重要的环都是非奇异环，如半单环、
半遗传环［12］、reduced rings 等． 接下来揭示此维数
低维环的性质以及对非奇异环的等价刻画．
定理 1 以下条件对环 Ｒ等价:
( i) Ｒ是左非奇异环;
( ii) l． zp． ID( Ｒ) = 0;
( iii) r． zp． FD( Ｒ) = 0;
( iv) 任意右 Ｒ-模是 ZP-平坦模;
( v) 任意左 Ｒ-模是 ZP-内射模;
( vi) a∈ Z( ＲＲ) ，Z( ＲＲ)  Ｒ且任意左单 Ｒ-

模是 ZP-内射模;
( vii) a∈ Z( ＲＲ) ，Z( ＲＲ)  Ｒ且 Ｒa是 ZP-内

射模;

( viii) a∈ Z( ＲＲ) ，任意 Ｒa是ＲＲ的纯子模;
( ix) ZP-内射左 Ｒ-模的商模是 ZP-内射模．
证 ( i) ( vi) ( vii) ( viii) 由文献［11］

中定理 1． 9 可得．
( i) ( ii) ( v) ，( iii) ( iv) 显然．
( v) ( iv) a∈Z( ＲＲ) 及任意右Ｒ-模N，由

( v) 知N+是ZP-内射左Ｒ-模．由Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，N+ ) 
TorＲ1 ( N，Ｒ /Ｒa) + 知 N是 ZP-平坦右 Ｒ-模．
( iv) ( viii) 由( iv) 知，a∈ Z( ＲＲ) ，Ｒ /Ｒa

是平坦模．
( viii) ( ix) a∈Z( ＲＲ) ，由( viii) 知存在纯

正合列 0→ Ｒa→ Ｒ→ Ｒ /Ｒa→ 0．对任意右 Ｒ-模 C，
TorＲ1 ( C，Ｒ /Ｒa) = 0． 故 Ｒ /Ｒa 是平坦左 Ｒ-模． 所以

0→ Ｒa→Ｒ→Ｒ /Ｒa→0分裂．故Ｒa是投射左Ｒ-模．
令M为任意ZP-内射左Ｒ-模，则Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M) = 0．
由左 Ｒ-模正合列 0→ K→ M→ M/K→ 0 知正合列
Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M) → Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M/K) → Ext2Ｒ ( Ｒ /Ｒa，
K) 成立．由 Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M) = Ext2Ｒ ( Ｒ /Ｒa，K) = 0知
Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M/K) = 0，故 M/K是 ZP-内射左 Ｒ-模．
( ix) ( i) 令 L为任意左 Ｒ-模，则存在内射

模 E使得 0 → L→ E→ E /L→ 0 成立．由 E是内射
左 Ｒ-模，则 a ∈ Z( ＲＲ) 有 Ext2Ｒ ( Ｒ /Ｒa，L) 
Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，E /L) ．由( ix) 知Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，E /L) = 0，
故 Ext2Ｒ ( Ｒ /Ｒa，L) = 0．由 0→ Ｒa→ Ｒ→ Ｒ /Ｒa→ 0
知 Ext1Ｒ ( Ｒa，L) Ext2Ｒ ( Ｒ /Ｒa，L) ．故Ext1Ｒ ( Ｒa，L) =
0，则左 Ｒ-模的正合列 0→ l( a) → Ｒ→ Ｒa→ 0是分
裂的．因此 l( a) = Ｒ，则 a = 0．
相似地，可以对右非奇异环进行刻画．称环 Ｒ为

左( 右) V-环［13］，若任意单左( 右) Ｒ-模是内射模．
推论 1 若 Z( ＲＲ)  Ｒ，任意左( 右) V-环是左

( 右) 非奇异环．
注 2 由此可见，l． zp． ID( Ｒ) 及 r． zp． FD( Ｒ)

刻画了一般环与非奇异环之间的距离．
Ｒ为凝聚环当且仅当 FP内射左 Ｒ-模单同态的

余核是封闭的［14］．接下来讨论在何种条件下 ZPI 模
类的单同态的余核是封闭的．
引理 1 下列条件等价:
( i) 模类 ZPI满足单同态的上核封闭;
( ii) a∈ Z( ＲＲ) ，Ｒa 有限表现且 ZPF 中满同

态的核是封闭的;

( iii) a∈ Z( ＲＲ) ，Ｒa有限表现且对任意 ZP-
平坦右 Ｒ-模 N及k≥ 1，TorＲk ( N，Ｒ /Ｒa) = 0;
( iv) a∈ Z( ＲＲ) 及任意的 ZP-内射左 Ｒ-模M

和k≥ 1，ExtkＲ ( Ｒ /Ｒa，M) = 0．
证 ( i) ( iv) 令ＲM是 ZP-内射模，则存在

左 Ｒ-模正合列 0→ M→ E→ L→ 0，其中 E是内射
模． 由 ( i) 知 L 是 ZP-内射模． 故 a ∈ Z( ＲＲ) ，
Ext2Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M)  Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，L) = 0．因此由递推
知( iv) 成立．
( iv) ( i) 显然．
( ii) ( iii) 此证明方法类似( i) ( iv) 的证

明方法．
( i) ( ii) 令ＲM 是 FP-内射模． 由 ( i)( iv)

知，a∈Z( ＲＲ) ，Ext
1
Ｒ( Ｒa，M) Ext2Ｒ( Ｒ/Ｒa，M) = 0．

故由文献［15］知 Ｒa是有限表现模．
令 0→ N→ X→ Y→ 0是右 Ｒ-模的正合列，其

中 X和 Y是 ZP-平坦模．因此存在正合列 0 → Y+→
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X+→ N+→ 0．a ∈ Z( ＲＲ) ，由 Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，X+ ) 
TorＲ1 ( X，Ｒ /Ｒa) +知X+是 ZP-内射模．同理 Y+是 ZP-
内模．由( i) 知 N+ 是 ZP-内射模．类似可知 N是 ZP-
平坦模．
( ii) ( i) 令0→M→M1→M2→0是左Ｒ-模

正合列，其中 M 和 M1 是 ZP-内射模，则存在正合列
0→M2

+→M1
+→M+→0．由( ii) 知a∈Z( ＲＲ) ，Ｒa

有限表现． 故由 Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M)  TorＲ1 ( M
+，Ｒ /Ｒa)

可知M+是ZP-平坦模．同理M+
1 是ZP-平坦模，由( ii)

知M+
2 是ZP-平坦模．由Ext

1
Ｒ ( Ｒ/Ｒa，M2)

+TorＲ1 ( M
+
2，

Ｒ /Ｒa) 知 M2 是 ZP-内射模．
显然，任意非奇异环满足上述等价条件．
定理 2 令M为左 Ｒ-模，n为非负整数．若环 Ｒ

上的模类 ZPI满足单同态的余核封闭，则下列条件
等价:

( i) l． zp-id( M) ≤ n;
( ii) 对任意左 Ｒ-模正合列0→M→ E0→ E1→

…→ En+1 → Ln → 0，其中 Ei 是 ZP-内射模，则 Ln 是

ZP-内射模;
( iii) a∈ Z( ＲＲ) ，Ext

n+1
Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M) = 0;

( iv) a∈ Z( ＲＲ) ，k≥ 1，Extn+kＲ ( Ｒ/Ｒa，M) = 0．
证 ( i) ( ii) 令 0→M→ E0 → E1 →…→

En－1 → Ln→0是左Ｒ-模的正合列，其中Ei是ZP-内射
模．令 l． zp-id( M) = m≤n，Lm = coker( Em－2→Em－1) ．
a∈ Z( ＲＲ) ，Ext

1
Ｒ( Ｒ/Ｒa，Lm)  Extm+1

Ｒ ( Ｒ/Ｒa，M) =
0．故 Lm 是 ZP-内射模．由假设知 Ln 是 ZP-内射模．
( ii) ( iii) 令 0 → M → E0 → E1 → … →

En－1 →Ln → 0是左 Ｒ-模的正合列，其中 Ei是 ZP-内
射模． 故由 ( ii) 知 Ln 是 ZP-内射模． 因此 a ∈
Z( ＲＲ) ，Ext

n+1
Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M)  Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，Ln ) = 0．

( iii) ( iv) 由递推可知．
( iv) ( i) 显然．
推论 2 令 n为非负整数．若环 Ｒ上的模类 ZPI

满足单同态的上核封闭，则以下条件等价:

( i) l． zp． ID( Ｒ) ≤ n;
( ii) 对任意左 Ｒ-模正合列0→M→ E0→ E1→

…→ En－1 → Ln→ 0，其中 Ei 是 ZP-内射模，则 Ln是

ZP-内射模;
( iii) a ∈ Z( ＲＲ) 以及任意左 Ｒ-模 M，有

Extn+1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M) = 0;
( iv) a∈Z( ＲＲ) 以及任意左Ｒ-模和 k≥1，有

Extn+kＲ ( Ｒ /Ｒa，M) = 0．
对偶地，有如下结论．
命题 1 令 n为非负整数．若环 Ｒ上的模类 ZPI

满足单同态的上核封闭，则下列条件等价:

( i) r． zp． FD( Ｒ) ≤ n;
( ii) 对于任意右 Ｒ-模正合列 0→ Kn → Fn－1 →

…→ F1→ F0→ N→ 0，其中 Fi是 ZP-平坦模，则 Kn

是 ZP-平坦模;
( iii) a ∈ Z( ＲＲ) 以及任意右 Ｒ-模 N，有

TorＲn+1 ( N，Ｒ /Ｒa) = 0;
( iv) a∈Z( ＲＲ) 以及任意右Ｒ-模N和 k≥1，

有TorＲn+k ( N，Ｒ /Ｒa) = 0．
定理 3 若环 Ｒ上的模类 ZPI满足单同态的上

核封闭，则 l． zp． ID( Ｒ) = r． zp． FD( Ｒ) ．
证 首先证 l． zp． ID( Ｒ) ≤ r． zp． FD( Ｒ) ． 假设

r． zp． FD( Ｒ) = n ＜ !．对于任意左 Ｒ-模正合列 0 →
M→E0→E1→…→En－1→ Ln→0，其中Ei是 ZP-内
射模，存在右 Ｒ-模正合列 0 → ( Ln )

+→ ( En－1 )
+→

…→ ( E0 )
+→ ( M) +→0．由引理1知，a∈Z( ＲＲ) ，

Ｒa 有限表现． 由 Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，Ei )
+ TorＲ1 ( Ei

+，

Ｒ /Ｒa) ，则每一 ( Ei )
+ 是 ZP-平坦模． 由命题 1 知

( Ln )
+是ZP-平坦模．类似可知Ln是ZP-内射模．由推

论 2知 l． zp． ID( Ｒ) ≤ n．
接下来证明 r． zp． FD( Ｒ) ≤ l． zp． ID( Ｒ) ． 假设

l． zp． ID( Ｒ) = m ＜ !． 对任意右 Ｒ-模正合列 0 →
Km → Fm－1 →…→F1→F0→N→0，其中任意Fi是

ZP-平坦模，存在左 Ｒ-模正合列 0 → ( N) +→
( F0 )

+→ … → ( Fm－1 )
+→ ( Km )

+→ 0． 则 a ∈
Z( ＲＲ) ，由 Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，Fi

+ )  TorＲ1 ( Fi，Ｒ /Ｒa) + 知
Fi

+ 是ZP-内射模．因此由推论2知( Km)
+是ZP-内射

模．类似可知 Km是 ZP-平坦模．故 r． zp． FD( Ｒ) ≤m．
因此l． zp． ID( Ｒ) = r． zp． FD( Ｒ) ．
定理 4 若环 Ｒ上的模类 ZPI满足单同态的上

核封闭且 l． zp． ID( Ｒ) ＜ !，则
l． zp． ID( Ｒ) = r． zp． FD( Ｒ) = l． zp-id( ＲＲ) ．
证 需证 l． zp． ID( Ｒ) ≤ l． zp-id( ＲＲ) ．现假设

l． zp-id( ＲＲ) = m ＜ !，则存在左 Ｒ-模正合列 0 →
ＲＲ→E0 →E1→…Em－1→Lm→0，其中Ei是ZP-内射模．
由定理2知 Lm是 ZP-内射．0→ＲＲ→E0→E1→
…→ Em－1→ Lm→0为正合列．a∈ Z( ＲＲ) ，由
Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa， Ei )  Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa，Ei ) 知  E0，

 E1，…， Em－1 是 ZP-内射模，类似可知 Lm 是

ZP-内射模．a ∈ Z( ＲＲ) ，Ext
m+1
Ｒ ( Ｒ /Ｒa，ＲＲ) 

Ext1Ｒ ( Ｒ /Ｒa， Lm ) = 0．故对于任意自由左Ｒ-模F，
有 l． zp-id( F) ≤ m．
假设 l． zp． ID( Ｒ) = n ＜ !．对于任意左Ｒ-模M，

存在 Ｒ-模正合列 0→ Kn → Kn－1 →…F1 → F0 → M
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→ 0，其中 Fi是自由模．因此对 i = 0，1，…，n － 1，有
l． zp-id( Fi ) ≤ m，l． zp-id( Kn ) ≤ n． 因此 a ∈
Z( ＲＲ) ， 由 引 理 2 可 知 Extm+1

Ｒ ( Ｒ /Ｒa，M) 
Extm+n+1

Ｒ ( Ｒ /Ｒa，Kn ) = 0． 因此 l． zp-id( M) ≤ m． 故
l． zp． ID( Ｒ) = l． zp-id( ＲＲ) ．
定理 5 对于环 Ｒ，下列条件等价:
( i) Ｒ为左非奇异环;
( ii) ZP-内射左 Ｒ-模的商模是 ZP-内射模;
( iii) 模类 ZPI 中单同态的余核是封闭的，且

l． zp． ID( Ｒ) ＜ !及ＲＲ是 ZP-内射模;
( iv) 模类 ZPI 中单同态的上核是封闭的且

l． zp． ID( Ｒ) ≤ 1;
( v) 模类 ZPI 中单同态的上核是封闭的且

r． zp． FD( Ｒ ) ≤1．
证 ( i) ( ii) 由定理 1 可知．
( i) ( iii) 由定理 1 和定理 4 可知．
( ii) ( iv) 由推论 2 可知．
( iv) ( v) 由定理 3 可知．
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On ZP-Injective Dimensions and ZP-Flat Dimensions

XU Longyu1，WAN Jixiang2，WANG Fanggui3
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Abstract: The notions of the ZP-injective dimensions and the ZP-flat dimensions are defined． It is shown that a ring
Ｒ is left nonsingular if and only if l． zp． ID( Ｒ) = 0 if and only if r． zp． FD( Ｒ) = 0． Then the equivalent statements
of l． zp． ID( Ｒ) ≤n and r． zp． FD ( Ｒ) ≤n are studied． If ZPI is closed under cokernel of any monomorphism and
l． zp． ID( Ｒ) ＜ ∞，then l． zp． ID( Ｒ) = r． zp． FD( Ｒ) = l． zp-id( ＲＲ) ． Finally，it is proved that every quotient module
of a ZP-injective left Ｒ-module is ZP-injective if and only if ZPI is closed under cokernel of any monomorphisms and
l． zp． ID( Ｒ) ≤1．
Key words: ZP-injective modules; ZP-injective dimension; ZP-flat modules; ZP-flat dimension
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