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摘要:利用同余方式定义了半模正合列，探讨了半模正合列的若干性质，并给出了不同条件下半模正合列

的几个等价刻画;得到了半模正合列中类似于“五引理”和“三引理”的结论．
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0 引言

正合列这一概念在环模范畴中扮演着重要的角

色，环模范畴中有关正合列的性质已有较多的研

究［1-2］．半环上的半模是环上模的自然推广，因此可
以利用正合列来研究半环上半模的性质，并且从不

同的观点出发，对于半环上的半模正合的定义有所

不同． H． M． J． Al-Thani［3-4］定义了半模正合列以及真
正合列的概念．在陈培慈等［5］定义半模正合列概念
的基础上，文献［6］定义了半模的短正合列，得到了
半模正合列上“五引理”的相关性质． 文献［7］在同
余的观点下定义半模的正合列并讨论了“五引理”
的性质． J． N． Chaudhari等［8］讨论了在极大同态下的
半环上半模的正合列性质．
本文在文献［7］的基础上从同余角度类似地讨

论了环与模范畴中经典的“五引理”和“三引理”，得
到了一些好的结果．并在文献［5］的基础上，给出了
正合列的一个等价刻画．
除特别说明外，文中的 Ｒ 均表示含零元和单位

元的加法交换半环，所有同态均指左 Ｒ-半模同态．
下面给出一些要用到的相关概念和结论．
设 f: A→B是 Ｒ-半模同态［6-7］，记
≡f( A) = { ( c，d) ∈B × B c + f ( a) = d + f ( b) ，

a，b∈A} ，ΔA = { ( a，a) a∈A} ，
ker f = { ( a，b) ∈A × A f( a) = f( b) } ，Kf = { a∈

A f( a) = 0} ．
定义 1 设 f: A→B 是 Ｒ-半模同态． 若 ker f =

ΔA，则称 f为单同态;若b∈B，有 ai∈A，i = 1，2，使

得 b + f( a1 ) = f( a2 ) ，则称 f为满同态;若 f既为单同
态又为满同态，则称 f为等价．

定义 2 设 A →
f

B →
g

C是半模同态序列，若
有≡f( A) = ker g，则称此序列为正合列．
定义 3 设 A为 Ｒ-半模，a∈A．若b，c∈A，a +

b = a + c，可推出 b = c，则称 a为 A中的可消元．若 A
中所有的元素都是可消的，则称 A为可消半模．
定义 4 设 f: A→B 是 Ｒ-半模同态． 若a1，

a2∈A，由 f( a1 ) = f( a2 ) ，就有 k1，k2∈Kf，使得 a1 +
k1 = a2 + k2，则称 f为 k-正则的．

命题 1 0→A →
f

B 是正合列的充要条件是 f

为单同态; B →
g

C→0 是正合列的充要条件是 g 为
满同态．

命题 2 设有 Ｒ-半模同态列 A →
f

B →
g

C，则
≡f( A)ker g当且仅当 gf = 0．

命题 3 设有 Ｒ-半模正合列 A →
f

B →
g

C →
h

D，则 f为满同态当且仅当 h是单同态．
证 令( c1，c2 ) ∈ker h =≡g( B) ，于是b1，b2∈

B，使得
c1 + g( b1 ) = c2 + g( b2 ) ， ( 1)

又因为 f是满同态，则b1，b2∈B，ai∈A( i = 1，2，
3，4) ，使得 b1 + f( a1 ) = f( a2 ) ，b2 + f( a3 ) = f( a4 ) ，即

( b1，0) ∈≡f( A) = ker g，( b2，0) ∈≡f( A) = ker g，于是
有 g( b1 ) = g( b2 ) = 0，结合( 1 ) 式得( c1，c2 ) ∈ΔC，h
是单同态．
反之，b∈B，g ( b ) ∈C，若有 ( g ( b ) ，0 ) ∈

≡g( B) = ker h，则 hg( b) = 0． 又因为 h 是单同态，所



以 g( b) =0，于是( b，0) ∈ker g =≡f( A) ，故a1，a2∈
A，使得 b + f( a1 ) = f( a2 ) ，由定义 1 知 f为满同态．

1 半模正合列

定理 1 设关于 Ｒ-半模范畴及它们的同态图
(见图1)是交换的，其中列是正合的，且B'，C'是可消半
模，若 β是等价，则第 1行正合当且仅当第 2行正合．

图 1 Ｒ-半模正合列的同态图

证 由命题 1 知 γ是单同态，α是满同态的．
充分性 若第 2 行正合，先证≡f( A) ker g． 令

( b1，b2 ) ∈≡f( A) ，其中 b1，b2∈B，则a1，a2∈A，使
得 b1 + f( a1 ) = b2 + f ( a2 ) ，从而 β ( b1 ) + βf ( a1 ) =
β( b2 ) + βf( a2 ) ．
由图形①可交换得 β( b1 ) + f'α( a1 ) = β( b2 ) +

f'α( a2 ) ，所以 ( β ( b1 ) ，β ( b2 ) ) ∈≡f( A') = ker g'，则
g'β( b1 ) = g'β ( b2 ) ． 由图形②可交换得 γg ( b1 ) =
γg( b2 ) ，又因为 γ是单同态，所以 g( b1 ) = g( b2 ) ，即
( b1，b2 ) ∈ker g．
反之，再证 kerg≡f( A) ． 设 ( b1，b2 ) ∈ker g，则

g( b1 ) = g( b2 ) ，有 γg( b1 ) = γg( b2 ) ，由图形②可交
换得 g'β ( b1 ) = g' β ( b2 ) ，所以 ( β ( b1 ) ，β ( b2 ) ) ∈
ker g' =≡f'( A') ，故a'1，a'2∈A'，使得

β( b1 ) + f'( a'1 ) = β( b2 ) + f'( a'2 ) ， ( 2)
又因为 α是满同态，所以ai∈A( i = 1，2，3，4) 使得
a'1 + α( a1 ) = α( a2 ) ，a'2 + α( a3 ) = α( a4 ) ，有

f'( a'1 ) + f'α( a1 ) = f'α( a2 ) ，

f'( a'2 ) + f'α( a3 ) = f'α( a4 ) ， ( 3)
在( 2) 式两边加上 f'α( a1 + a3 ) ，结合( 3) 式得

β( b1 ) + f'α( a2 + a3 ) = β( b2 ) + f'α( a1 + a4 ) ．
由图形①可交换知，β( b1 ) + βf( a2 + a3 ) = β( b2 ) +
βf( a1 + a4 ) ．又因 β 是单同态，所以 b1 + f( a2 + a3 ) =
b2 + f( a1 + a4 ) ，即( b1，b2 ) ∈≡f( A) ．由此证得第 1 行
是正合的．
必要性 若第 1 行正合，先证≡f'( A')ker g'．设

( b'1，b'2 ) ∈≡f'( A') ，则a'1，a'2∈A'，使得
b'1 + f( a'1 ) = b'2 + f( a'2 ) ． ( 4)

又因为 α，β是满同态，于是ai∈A，bi∈B( i = 1，2，
3，4) ，使得

a'1 + α( a1 ) = α( a2 ) ，a'2 + α( a3 ) = α( a4 ) ，( 5)
b'1 + β( b1 ) = β( b2 ) ，b'2 + β( b3 ) = β( b4 ) ， ( 6)

对( 5) 式有
f'( a'1 ) + f'α( a1 ) = f'α( a2 ) ，

f'( a'2 ) + f'α( a3 ) = f'α( a4 ) ， ( 7)
在( 4) 式两边加上 f'α( a1 + a3 ) ，结合( 6) 式及图形
①可交换得

b'1 + f'α( a2 + a3 ) = b'2 + f'α( a1 + a4 ) ，

即 b'1 + βf( a2 + a3 ) = b'2 + βf( a1 + a4 ) ．再在两边加
上 β( b1 + b3 ) ，结合( 7) 式得
β( b2 + b3 ) + βf( a2 + a3 ) = β( b1 + b4 ) + βf( a1 + a4 ) ．
因为 β 是单同态，所以 b2 + b3 + f ( a2 + a3 ) = b1 +
b4 + f( a1 + a4 ) ，于是( b1 + b4，b2 + b3 ) ∈≡f( A) = ker g，
有 γg( b1 + b4 ) = γg( b2 + b3 ) ．由图形②可交换得

g'β( b1 + b4 ) = g'β( b2 + b3 ) ． ( 8)
由( 6) 式知 b'1 + β( b1 + b4 ) = b'2 + β( b2 + b3 ) ，有
g'( b'1 ) + g'β( b1 + b4 ) = g'( b'2 ) + g'β( b2 + b3 ) ．
由( 8) 式及半模 C'的可消性知 g'( b'1 ) = g'( b'2 ) ，所
以( b'1，b'2 ) ∈ker g'．
再证 kerg'≡f'( A') ．若( b'1，b'2 ) ∈ker g'，其中

b'1，b'2∈B'，则 g( b'1 ) = g ( b'2 ) ． 因为 β 是满同态，
所以b1，b2，b3，b4∈B，使得 b'1 + β ( b1 ) = β ( b2 ) ，
b'2 + β( b3 ) = β( b4 ) ，从而有

b'1 + β( b1 + b4 ) = b'2 + β( b2 + b3 ) ， ( 9)
则 g'( b'1 ) + g'β( b1 + b4 ) = g' ( b'2 ) + g'β( b2 + b3 ) ．
由 g' ( b'1 ) = g' ( b'2 ) 及半模 C' 的可消性知，
g'β( b1 + b4 ) = g' β ( b2 + b3 ) ，由图形②可交换得
γg( b1 + b4 ) = γg ( b2 + b3 ) ． 由 γ 是单同态，得
g( b1 + b4 ) = g( b2 + b3 ) ，所以 ( b1 + b4，b2 + b3 ) ∈
ker g =≡f( A) ，由此知a1，a2∈A，使得

b1 + b4 + f( a1 ) = b2 + b3 + f( a2 ) ，

所以 β( b1 + b4 ) + βf( a1 ) = β( b2 + b3 ) + βf( a2 ) ，两

边加上 b'1，结合 ( 9 ) 式及图形①可交换得 b'2 +
β( b2 + b3 ) + f'α( a1 ) = b'2 + β ( b2 + b3 ) + f'α ( a2 ) ，

由半模 B的可消性知( b'1，b'2 ) ∈≡f'( A') ．
定理 2 设关于 Ｒ-半模范畴及它们的同态图

( 见图 2) 是交换的，其中行、列都正合，且 C，C'，D
是可消半模．若 α3 是等价，则 α2 是满同态当且仅当

α4 是单同态．
证 必要性 令 α4 ( d1 ) = α4 ( d2 ) ，其中 d1，d2∈

D，有 t' α4 ( d1 ) = t' α4 ( d2 ) ，由图形④可交换知
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α5t( d1) =α5t( d2 ) ．又因为 α5 是单同态，所以 t( d1 ) =
t( d2) ，于是( d1，d2 ) ∈ker t = ≡h( C) ，所以c1，c2∈
C，使得

d1 + h( c1 ) = d2 + h( c2 ) ， ( 10)
有 α4 ( d1 ) + α4h ( c1 ) = α4 ( d2 ) + α4h ( c2 ) ． 由
α4 ( d1 ) = α4 ( d2 ) 及半模 D'的可消性知，α4h ( c1 ) =
α4h ( c2 ) ． 于是由图形③可交换得 h' α3 ( c1 ) =
h'α3 ( c2 ) ，所以( α3 ( c1 ) ，α3 ( c2 ) ) ∈ker h' =≡g'( B') ，

因此b'1，b'2∈B'，使得
α3 ( c1 ) + g'( b'1 ) = α3 ( c2 ) + g'( b'2 ) ． ( 11)

又因为 α2 是满同态 epic，于是bi∈B ( i = 1，2，3，
4) ，使得 b'1 + α2 ( b1 ) = α2 ( b2 ) ，b'2 + α2 ( b3 ) =
α2 ( b4 ) ，即有

g'( b'1 ) + g'α2 ( b1 ) = g'α2 ( b2 ) ，
g'( b'2 ) + g'α2 ( b3 ) = g'α2 ( b4 ) ， ( 12)

接着在( 11) 式两边加上 g'α2 ( b1 ) + g'α2 ( b3 ) ，结合
( 12) 式得
α3 ( c1 ) + g'α2 ( b2 + b3 ) = α3 ( c2 ) + g'α2 ( b1 + b4 ) ．
又由图形②可交换知 α3 ( c1 ) + α3g ( b2 + b3 ) =
α3 ( c2 ) + α3g ( b1 + b4 ) ． 因为 α3 是等价，于是 c1 +
g( b2 + b3 ) = c2 + g ( b1 + b4 ) ，即 ( c1，c2 ) ∈≡g( B) =
ker h，于是有 h( c1 ) = h( c2 ) ．由( 10) 式及半模 D 的
可消性知 d1 = d2，即 α4 单同态．

图 2 行列均正合的 Ｒ-半模同态图

充分性 取 b'∈B，于是 g'( b') ∈C'，又因为 α3

是满同态，所以c1，c2∈C，使得
g'( b') + α3 ( c1 ) = α3 ( c2 ) ． ( 13)

于是有 h'g'( b') + h'α3 ( c1 ) = h'α3 ( c2 ) ．因为下行是正
合的，由命题 1知，有 h'α3 ( c1 ) = h'α3 ( c2 ) ，由图形③可
交换知 α4h ( c1 ) = α4h ( c2 ) ，于是 ( c1，c2 ) ∈ker h =
≡g( B) ，所以b1，b2∈ B 使得 c1 + g ( b1 ) = c2 +
g( b2 ) ，有 α3 ( c1 ) + α3g( b1 ) = α3 ( c2 ) + α3g( b2 ) ．由
图形②可交换知

α3 ( c1 ) + g'α2 ( b1 ) = α3 ( c2 ) + g'α2 ( b2 ) ， ( 14)
( 14) 式两边加上 g'( b') ，结合( 13) 式得到 α3 ( c2 ) +

g'α2 ( b1 ) = α3 ( c2 ) + g'α2 ( b2 ) + g' ( b') ． 又由半模
C'的可消性知 g'α2 ( b1 ) = g'α2 ( b2 ) + g' ( b') ，故
( α2 ( b1 ) ，α2 ( b2 ) + b') ∈ker g' =≡f'( A') ，于是有

α2 ( b1 ) + f'( a'1 ) = α2 ( b2 ) + b' + f'( a'2 ) ． ( 15)
又因为 α1 是满同态，所以 a'1 + α1 ( a1 ) = α1 ( a2 ) ，

a'2 + α1 ( a3 ) = α1 ( a4 ) ，有

f'( a'1 ) + f'α1 ( a1 ) = f'α1 ( a2 ) ，

f'( a'2 ) + f'α1 ( a3 ) = f'α1 ( a4 ) ． ( 16)
( 15) 式两边加上 f'α1 ( a1 + a3 ) ，结合( 16) 式得
α2 ( b1 ) + f'α1 ( a2 + a3 ) = α2 ( b2 ) + b' + f'α( a1 + a4 ) ，

由图形①可交换知 b' + α2 f ( a1 + a4 ) + α2 ( b2 ) =
α2 ( b1 ) + α2 f( a2 + a3 ) ．由定义知 α2 是满同态，定理

2 得证．
定理 3 设关于 Ｒ-半模范畴及它们的同态图

( 见图 3) 是交换的，若有下列非水平方向正合的 Ｒ-
半模同态交换图，则水平方向的同态序列是正合的．

图 3 非水平方向正合的 Ｒ-半模同态图

证 先证 ker g≡f( A) ．令( x1，x2 ) ∈ker g，其中
x1，x2∈B，则有 g( x1 ) = g( x2 ) ，由图形①可交换知
h2g1 ( x1 ) = h2g1 ( x2 ) ，由 h2 是单同态知 g1 ( x1 ) =
g1 ( x2 ) ，所以( x1，x2 ) ∈ker g1 =≡f1( B) ，由此知b1，
b'1∈B1，使得

x1 + f1 ( b1 ) = x2 + f1 ( b'1 ) ． ( 17)
又因为 h1 是满同态的，所以ai∈A( i = 1，2，3，4) ，
使得 b1 + h1 ( a1 ) = h1 ( a2 ) ，b1 ' + h1 ( a3 ) = h1 ( a4 ) ，有

f1 ( b1 ) + f1h1 ( a1 ) = f1h1 ( a2 ) ，

f1 ( b'1 ) + f1h1 ( a3 ) = f1h1 ( a4 ) ． ( 18)

在( 17) 式两边加上 f1h1 ( a1 + a3 ) ，结合 ( 18 ) 式得
x1 + f1h1 ( a2 + a3 ) = x2 + f1h1 ( a1 + a4 ) ． 由图形②可
交换知 x1 + f( a2 + a3 ) = x2 + f( a1 + a4 ) ，所以( x1，
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x2 ) ∈≡f( A) ．
再证≡f( A)ker g．令( x1，x2 ) ∈≡f( A) ，于是a1，

a2∈A，使得 x1 + f( a1 ) = x2 + f( a2 ) ．由图形②可交换
知 x1 + f1h1 ( a1 ) = x2 + f1h1 ( a2 ) ，所以 ( x1，x2 ) ∈
≡f1( B) = ker g1，g1 ( x1 ) = g1 ( x2 ) ，于是有 h2g1 ( x1 ) =
h2g1 ( x2 ) ，则 g( x1 ) = g( x2 ) ，由此知( x1，x2 ) ∈ker g．
在定理 3 中，当 g是 k-正则时，其逆是成立的．

定理 4 设图 4 中 A →
f

B →
g

C 是 Ｒ-半模同
态正合列，且 g 是 k-正则的，则存在定理 3 中的 Ｒ-
半模同态交换图，使得非水平同态列是正合的．

图 4 Ｒ-半模同态正合列

证 规定:

( i) g1 : B→B /Kg，g1 ( b) = b—，b∈B，其中 b— = { x∈
B x + b1 = b + b2，b1，b2∈Kg} ;

( ii) h2 : B /Kg→C，h2 ( b
—
) = g( b) ，b∈B，显然此

定义是良好的;

( iii) h1 : A→Kg，h1 ( a) = f( a) ，a∈A;
( iv) f1 : Kg→B为嵌入同态．
先证图①和图②是可交换的． 因为b∈B，

g1 ( b) = b—，所以 h2g1 ( b) = h2 ( b
—
) = g( b) ．于是 h2g1 =

g，即图①可交换．
a∈A，有 h1 ( a) = f ( a) ，f1h1 ( a) = f1 f ( a) =

f( a) ，f1h1 = f，由此知图②可交换．
再证非水平方向的同态列都是正合的．
在同态列 Kg→B→B /Kg→0 中，≡f1( Kg) kerg1

是显然的．现令 ( x1，x2 ) ∈ker g1，则有 h2g1 ( x1 ) =
h2g1 ( x2 ) ，由图②可交换知 g ( x1 ) = g ( x2 ) ，所以
( x1，x2 ) ∈ker g =≡f( A) ，于是a1，a2∈A，使得 x1 +
f( a1 ) = x2 + f( a2 ) ，由图②可交换知 x1 + f1h1 ( a1 ) =

x2 + f1h1 ( a2 ) ，所以( x1，x2 ) ∈≡f1( Kg) ，由此知≡f1( Kg) =
kerg1 成立，则同态列在 B 处正合． 在 B /Kg 处正合

显然．故此同态列是正合的．
在同态列 0→B /Kg→C中，h2 是单同态，由命题

1 知，此同态列是正合的．
在同态列 A→Kg→0 中，取 x∈Kg，有 ( x，0 ) ∈

ker g =≡f( A) ，则a1，a2∈A，使得 x + f( a1 ) = f( a2) ，

有 x + f1h1 ( a1 ) = f1h1 ( a2 ) ，所以 x + f1h1 ( a1 ) =
f1h1 ( a2 ) ，即 x + h1 ( a1 ) = h1 ( a2 ) ，故 h1 是 epic．由命
题 1 知此同态列正合．
因此非水平方向的同态列也是正合的．

2 结束语

J． N． Chaudhari 等［8］总结了几种半模范畴中正
合列的定义，但是无论从哪种定义出发都希望得到

更多关于半模研究的好结果，因为在研究特殊半模

如投射、内射半模的 Hom 函子的正合性［9-13］是探索
半模内在性质的一种很好方式，所以对半模正合性

的深入研究很有必要． 本文在前人的基础上讨论了
几种交换图的等价条件，希望为研究和刻画半环半

模提供一定的方法和结果．
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Abstract: The notion of the exact sequences of semi-module over semi-rings is introduced by the congruence and
some properties of the exact sequences of semi-modules are discussed，and several equivalent characterizations of
semi-exact sequences under different conditions are obtained． The conclusion of the " five lemma" and " three lem-
ma" which are similar to those in the semi-modules exact column is obtained．
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Abstract: Let p，q be odd primes such that p ＞ q，and G be finite groups of order p3q3 ． With the help of local analy-
sis of finite groups，the complete classifications of G is discussed and their structures are determined whenever their
Sylow q-subgroups are Abelian with elementary divisors ( q2，q) ．
Key words: finite group; isomorphic classification; structure of group
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