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球极坐标系下角动量平方算符与拉普拉斯算符的推导
———多元复合函数微商法则在量子力学中的应用
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摘要:采用引入变量的多元复合函数微商法则，将直角坐标系下的 1 阶偏微分形式变换成球极坐标形式，
进而推导出球极坐标系下角动量平方算符与拉普拉斯算符的表达式． 这将使得在量子力学中求解
Schrdinger方程、各角动量算符对应的各角量子数变得更加简单．
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0 引言

20 世纪初，量子力学的诞生与发展不仅为人们
认识微观世界开辟了道路，而且为物理学乃至整个

自然科学的发展奠定了坚实的理论基础［1-2］． 薛定
谔方程( Schrdinger equation) 是量子力学中描述微
观粒子运动状态的一个基本方程［3-5］，是关于决定

体系能量算符的本征值和本征函数( 或本征态) 的

方程，对于计算不同微观体系的能量及其运动状态

( 即波函数) 具有重要作用［6-8］; 该方程在化学中有

着重要应用［9］，常为贯穿高等教育《结构化学》核心
内容的主线，其地位可媲美于经典物理学中的牛顿

运动方程［10］．根据量子力学的基本假设，微观粒子

的 Schrdinger方程［6-7］为［－ h2 2( 8π2m) + V
∧
］ψ =

Eψ，其中 2 = 2x2 + 2y2 + 2z2 为拉普

拉斯算符，用直角坐标形式表示; V
∧
为势能算符，是

两微观粒子间距离( r) 的函数，常用球极坐标形式

表示，如单电子原子，V
∧

= － Ze2( 4πε0 r) ．
角动量是 20 世纪除动量和能量之外的又一重

要力学概念［11］．经典力学有轨道角动量，对应到量
子力学中就有轨道角动量算符和角动量平方算

符［12］． 角 动 量 算 符 是 厄 米 算 符 ( Hermitian
operator) ，存在本征值和本征矢量完全集．在研究微
观体系的运动状态时，常通过求解角动量算符的本

征方程，从而得出该算符的本征值和本征态，以确定

它们各自的运动状态和性质［13］．如通过轨道角动量
算符、自旋角动量算符、总角动量算符、角动量平方
算符与角动量在特定方向上的分量算符，以计算出

不同的量子数，如角量子数 l、磁量子数 m、自旋量子
数 s、自旋磁量子数 ms、总量子数 j、总磁量子数
mj
［6］．然而，在化学专业的经典教材《结构化学》中，

角动量算符M
∧

x、M
∧

y、M
∧

z和角动量平方算符M
∧ 2的球极

坐标形式也仅直接给出结果［6］，或者是采用矢量分

析的方法来处理，即将物理量都代换成球坐标系下

的算符矢量后，经矢量分析运算后仅简略地给出

结果［14-15］．
在求解 Schrdinger方程时，通常把直角坐标系

下的 2转化成与 V
∧
相同的球极坐标系下的表示式，

然后采用变数分离法求解． 然而，《结构化学》教材
仅简要地给出球极坐标系下的 2 形式，而没有给

出详细的数学求解过程［6-8］． 数学物理方法的一些
教材虽然给出了正确的推导过程，但是引入的“正
交曲线坐标系”内容，比较抽象，不易理解［16］． 此
外，相关文献要么太扼要，要么太繁琐．如翟峰［17］虽
然给出了 2 在“正交坐标系”下的一个简洁形式，
并由此导出球极坐标下的 2 的表达式，但是过于

扼要，难以理解; 姚久民［18］给出了球极坐标系中 2

表达式的推导，但过程异常繁琐．
本文采用引入变量的多元复合函数微商法，通
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过纯粹标量运算，清晰地推导出角动量平方算符和

拉普拉斯算符由直角坐标系向球极坐标系转化的表

达式．此方法直观易懂，不仅特别适合化学专业师生
教学，而且使求解 Schrdinger 方程、各角动量算符
对应的各量子数变得更为简单．

1 主要结果

角动量平方算符

M
∧ 2 = － h

2( )π
2 1
sin2 θ

2

φ2 + 1
sin θ


θ sin θ ( )[ ]θ

，

与拉普拉斯算符

2 = 1
r2

r r2 

( )r + 1
r2 sin θ


θ sin θ ( )θ +

1
r2 sin2 θ

2

φ2 ．

2 结果推导

2． 1 一阶偏微分的推导

球极坐标与直角坐标的关系如图 1 所示． 设空
间一向量 r→，其长度为 r，与 z 轴之间的夹角为 θ，在
xOy平面内的射影长度为 Ｒ，射影 Ｒ与 x轴之间的夹
角为 φ，其中 r ＞ 0，0 ≤ φ≤ π，0 ≤ θ≤ 2π，则

x = rsin θcos φ， ( 1)
y = rsin θsin φ， ( 2)
z = rcos θ， ( 3)
r2 = x2 + y2 + z2， ( 4)

cos θ = z x2 + y2 + z槡 2， ( 5)
tan φ = yx． ( 6)

图 1 直角坐标系与球极坐标系的关系

因为 x = f( r，θ，φ) ，根据复合函数的偏微分关
系，有


x

= r
( )x r + θ

( )x θ + φ
( )x 
φ
， ( 7)

将( 4) 式、( 5) 式和( 6) 式对 x求 1阶偏导数，由( 1)
式和( 2) 式得

r
x

= sin θcos φ，θx
= cos θcos φ

r ，
φ
x

= － sin φ
rsin θ
，( 8)

将( 8) 式代入( 7) 式，得

x

= sin θcos φ r
+ cos θcos φ

r

θ

－ sin φ
rsin θ


φ

．

同理，因为 y = f( r，θ，φ) ，根据复合函数的偏微
分关系，则


y

= sin θsin φ r
+ cos θsin φ

r

θ

+ cos φ
rsin θ


φ

． ( 9)

因为 z = f( r，θ) ，根据复合函数的偏微分关系，则

z

= cos θ r
－ sin θ

r

θ
． ( 10)

2． 2 角动量平方算符的推导

已知角动量在 x轴分量的算符为

M
∧

x = － ih
2( )π y 

z
－ z 
( )y ．

将( 2)、( 3)、( 9)、( 10) 式代入算符M
∧

x，化简得

M
∧

x = ih
2( )π sin φ θ

+ cot θcos φ ( )φ ． ( 11)

同理，已知角动量在 y轴分量和 z轴分量的算符
分别为

M
∧

y = － ih
2( )π z 

x
－ x 
( )z ，M

∧

z = － ih
2( )π x 

y
－ y 
( )x ，

化简得

M
∧

y = ih
2( )π － cos φ θ

+ cot θsin φ ( )φ ，
M
∧

z = － ih
2( )π ( cos2 φ + sin2 φ) φ

= － ih
2( )π


φ

． ( 12)

将( 12) 式作用在波函数上，可求磁量子数 m．
又因为 M2 = M2

x + M2
y + M2

z，将( 11) ～ ( 12)
式代入 M2 ，化简得

M2 = － ih
2( )π

2

cot2 θ 
2

φ2 + 
2

θ2
+ 

2

φ( )2 =

－ h
2( )π

2 1
sin2 θ

2

φ2 + 
2

θ( )2 = － h
2( )π

2 1
sin2 θ

2

φ[ 2 +

1
sin θ


θ sin θ ( ) ]θ

． ( 13)

推得的( 11) ～ ( 13) 式与文献［6］所示结果一
致; 将( 13) 式作用在波函数上，可求角量子数 l．

2． 3 拉普拉斯算符的推导
2 = 2x2 + 2y2 + 2z2，为更易求得

2 阶偏微分 2x2、2y2 和 2z2，引入中间变
量 Ｒ．由图 1得 Ｒ2 = x2 + y2，tan φ = y /x．分别对 x、
y求 1阶偏微分，并将x = Ｒcos φ，y = Ｒsin φ 代入得

Ｒ /x = x /Ｒ = cos φ，φ /x = － sin φ /Ｒ;
Ｒ /y = y /Ｒ = sin φ，φ /y = cos φ /Ｒ．

436 江西师范大学学报( 自然科学版) 2017 年



根据复合函数求导公式和 x = f( Ｒ，φ) 得

x

= Ｒ
x

Ｒ

+ φ
x

φ

= cos φ Ｒ
－ sin φ

Ｒ

φ

． ( 14)

对( 14) 式求 2 阶偏微分得
2

x2
= 
x

( )x = 

Ｒ

( )x 

Ｒ
x

+ 
φ


( )x φx =


Ｒ cos φ Ｒ

－ sin φ
Ｒ


( )φ cos φ + 

φ cos φ ( Ｒ
－

sin φ
Ｒ

 )φ － sin φ( )Ｒ

= ( cos φ)
Ｒ


Ｒ

+ cos φ Ｒ

( )[ ]{ Ｒ

－

( sin φ /Ｒ)
Ｒ


φ

+ sin φ
Ｒ


Ｒ


( )[ ] }φ

cos φ －

( cos φ)
φ


Ｒ

+ cos φ φ

( )[ ]{ Ｒ

－

( sin φ /Ｒ)
φ


φ

+ sin φ
Ｒ


φ


( )[ ] }φ

sin φ
Ｒ ( 因为 φ和

Ｒ为独立变量，φ /Ｒ = 0，所以
( cos φ)
Ｒ


Ｒ

= － sin φ φＲ

Ｒ

= 0) =

0 + cos2 φ 
2

Ｒ2 + sin φcos φ
Ｒ2


φ

－ sin φcos φ
Ｒ


φ

Ｒ

+

sin2 φ
Ｒ


Ｒ

－ sin φcos φ
Ｒ


φ

Ｒ

+ sin φcos φ
Ｒ2


φ

+

sin2 φ
Ｒ2

2

φ2 = cos2 φ 
2

Ｒ2 + 2sin φcos φ
Ｒ2


φ

－

2sin φcos φ
Ｒ2

2

Ｒφ
+ sin2 φ

Ｒ

Ｒ

+ sin2 φ
Ｒ2

2

φ2 ． ( 15)

同理，由复合函数求导公式和 y = f( Ｒ，φ) 得

y

= Ｒ
y

Ｒ

+ φ
y

φ

= sin φ Ｒ
+ cos φ

Ｒ

φ

． ( 16)

对( 16) 式求 2 阶偏微分，得
2

y2
= sin2 φ 

2

Ｒ2 － 2sin φcos φ
Ｒ2


φ

+

2sin φcos φ
Ｒ

2

Ｒφ
+ cos2 φ

Ｒ

Ｒ

+ cos2 φ
Ｒ2

2

φ2 ． ( 17)

由图 1得 r2 = z2 + Ｒ2，tan θ = Ｒ /z，分别对 z、Ｒ
求 1 阶偏微分，并将 z = rcos θ，Ｒ = rsin θ代入得

rz = zr = cos θ，θz = － sin θr;
rＲ = Ｒr = sin θ，θＲ = cos θr．
根据复合函数求导公式和 z = f( r，θ) 得

z

= r
z

r

+ θ
z

θ

= cos θ r
－ sin θ

r

θ
．

这与( 10) 式一致．对( 10) 式求 2 阶偏微分，得
2

z2
= cos2 θ 

2

r2
+ 2sin θcos θ

r2

θ

－

2sin θcos θ
r

2

rθ
+ sin2 θ

r

r

+ sin2 θ
r2

2

θ2
． ( 18)

同理，根据复合函数求导公式和 Ｒ = f( r，θ) 得

Ｒ

= r
Ｒ

r

+ θ
Ｒ

θ

= sin θ r
+ cos θ

r

θ
． ( 19)

对( 19) 式求 2 阶偏微分，得
2

Ｒ2 = sin2 θ 
2

r2
+ 2sin θcos θ

r
2

rθ
－

2sin θcos θ
r2


θ

+ cos2 θ
r


r

+ cos2 θ
r2

2

θ2
． ( 20)

把( 15) 、( 17) 和( 18) 式代入 2 = 2x2 +
2y2 + 2z2，化简得

2 = cos2 θ 
2

r2
－ 2sin θcos θ

r
2

r( θ
+

2sin θcos θ
r2


θ

+ sin2 θ
r

r

+ sin2 θ
r2

2

θ )2 + 
2

Ｒ2 +

1
Ｒ2
2

φ2 + 1
Ｒ

Ｒ

．

再把( 19) 、( 20) 式和 Ｒ = rsin θ代入，整理得
2 = 

2

r2
+ 2

r

r

+ 1
r2
2

θ2
+ cos θ
r2sin θ


θ

+ 1
r2sin2 θ

2

φ2 =

1
r2

r r2 

( )r + 1
r2 sin θ


θ sin θ ( )θ + 1

r2 sin2 θ
2

φ2，

该表达式与文献［6］给出的结果相一致．

将 上 述 2 的 球 极 坐 标 形 式 和 V
∧

=
－ Ze2 / ( 4πε0 r) 代入单电子原子的 Schrdinger 中，
则球极坐标系下的单电子原子 Schrdinger方程为

1
r2

r r2 ψ

( )r + 1
r2 sin θ


θ sin θ ψ( )θ +

1
r2 sin2 θ

2ψ
φ2 + 8π2μ

h2 E + Ze2
4πε0

( )r ψ = 0，

其中 ψ = ψ( r，θ，φ) ． 这与经典教材《结构化学》给
出的结果相同［6-7］． 采用变数分离法解此偏微分方
程，可求主量子数 n． 结合相应的角动量平方算符

M
∧ 2，可求角量子数 l和磁量子数 m．

3 结论

本文通过建立直角坐标-球极坐标系，引入中间
变量，在概念清晰、计算量适中的情况下推导出球极
坐标系下的 1 阶、2 阶偏微分表达式，进而求得球极
坐标系下角动量平方算符与拉普拉斯算符的数学表

达式． 这不仅拓展了高等学校《结构化学》的内容，
降低了学生的学习难度，增加了他们的学习兴趣，而

且为原子轨道( 波函数) 的量子数( n、l 和 m) 、原子
轨道的节面、轨道空间分布及其极大值、与原子轨道
轮廓图( 如锥体角) 等知识的学习奠定了基础; 并且

有助于师生后续对分子轨道、原子杂化轨道、休克尔
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分子轨道、羰基配位化合物中 σ-π 配键的形成以及
前线轨道理论、分子轨道对称守恒原理等内容的学
习和讲授．
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The Derivation to Angular Momentum Square Operator and
Laplace Operator in Spherical Polar Coordinates

———A Case Application on Derivative Principle of Multiple Function in Quantum Mechanics

WEN Zubiao1，XIONG Xiewei1，DAI Fang2，CAO Yili1，LI Yonghong1，ZHU Jia1，ZHANG Lei1

( 1． College of Chemistry and Chemical Engineer，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． Jiangxi Province Key Laboratory of Precision Drive and Control，Nanchang Institute of Technology，Nanchang Jiangxi 330099，China)

Abstract: Several universal formulas of first-order partial differential forms in rectangular coordinate system are cor-
respondingly transformed into forms of spherical polar coordinate by using derivative principle of multiple function
leading variable． Subsequently，the formulas of the angular momentum square operator and Laplace operator in
spherical polar coordinate are further deduced on the basis of the obtained forms． It is to be easier for the solution
of Schrdinger equation and the correspondent different quantum number of the different angular momentum operator
in quantum mechanics．
Key words: angular momentum square operator; Laplace operator; spherical polar coordinate; derivative principle of
multiple function; quantum mechanics
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