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Z-半连续格上的 Z-半基和局部 Z-半基 
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(江西师范大学数学与信息科学学院, 江西 南昌 330022) 

摘要: 作为半连续格上半基和局部半基在广义理想子集系统 Z 上的推广, 引入 Z-半连续格的 Z-半基及局部
Z-半基概念, 讨论了它们的基本性质和 Z-半连续格上 Z-半 Lawson 拓扑的性质. 特别地, 借助于 Z-半基与局
部 Z-半基给出了 Z-半连续格的一些刻画. 
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0  引言与预备知识 

Domain理论是由 D. Scott所创建的, 其基本目的
是为 Strachey的指称语义学提供数学基础. Domain理
论自创建起就受到了数学工作者和计算机科学工作

者的共同关注. 将连续格理论推广到更为一般的偏
序结构上是 Domain 理论研究的一个重要方面 [1]. 
1997年, 赵东升基于素理想系统引入了半连续格的
概念 [2]. 一系列结果表明 , 半连续格具有许多相似
于连续格的性质 [3-10]. 李高林等在完备格上引入半
连续格的半基和局部半基的概念, 并利用半基和局
部半基刻画了完备格的半连续性 . 本文将在 Z -半
连续格中引入 Z -半连续格的 Z -半基及局部 Z -半
基概念 , 讨论了它们的基本性质和 Z -半连续格上
Z - Lawson的性质. 
在本文中, Poset表示以所有偏序集为对象、保

序映射为态射的范畴, 对给定的范畴 C , C 的对象
集记为 ( )ob C . ( )P ob Poset∀ ∈ , ,x P A P∈ ⊆ , 记

{ : }x y P x y↑ = ∈ ≤ , 
a A

A a
∈

↑ = ↑∪ ; 对偶地定义 x↓  

和 A↓ . P 上以 { \ : }P x x P↑ ∈ 为开子基生成的拓扑

称为下拓扑, 记为 ( )Pω ; 对偶地定义 P上的上拓扑

( )Pν , ( ) ( ) ( )P P Pθ ν ω= ∨ 称为 P上的区间拓扑. 

定义 1  完备格 L 中理想 I 称为半素理想, 若
, , ,x y z I∀ ∈ x y I∧ ∈ 且 x z I∧ ∈ ,  则有 ( )x y z∧ ∨ ∈  

I. L的全体半素理想族记为 ( )Rd L . 

定义 2  Z 表示广义理想子集系统, 若 Z 满足:  
(i) ( ), ( ) ( )P ob Poset Z P Id P∀ ∈ ⊆ ; 
(ii) 任 意 定 向 族 { : } ( )I J Z Pα α ∈ ⊆ ,

a J
Iα

∈
∈∪  

( )Z P ; 
(iii) { ( ) : } ( )I Z P x I Z P∈ ∨ ∈∩ ≤ . 
以下是 2个常用的广义理想子集系统: 
(i) ( ( ), ( )Id P ob Poset Id P∀ ∈ 为P的理想子集全体); 
(ii) ( ( ), ( )Rd P ob Poset Rd P∀ ∈ 为 P的半素理想子集

全体). 
在以下讨论中 , Z 总表示一个广义理想子集

系统 . ( )P ob Poset∀ ∈ , 称 ( )Z P 为 P 上的一个广义

理想子集系统 , ( )Z P 中的元素称之为 Z -理想 . 当
将 ( )Z P 看作偏序集时 , 其上的偏序总是指集包含
关系. 

定义 3  设 L为完备格, U L⊆ 称为 Z -半 Scott
的, 若U 满足: 

(i) U U=↑ ; 
(ii) ( )I Z P∀ ∈ , 若 sup I U∈ , 则U I ≠ ∅∩ . 
易证所有满足上述条件(i)和(ii)的 Z -半 Scott开

集U 构成一拓扑 , 称之为 Z -半 Scott 拓扑 , 记为
( )z Lσ . 

定义 4  设 L , Q为完备格,  
(i) 映射 :f L Q→ 称为保 Z -理想 , 若 I∀ ∈  

( )Z L , ( ) ( )f I Z Q↓ ∈ ; 
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 (ii) 映射 :f L Q→ 称为保 Z -并 , 若 I∀ ∈  

( )Z L , (sup ) sup ( )f I f I= . 

1  Z-半连续格的 Z-半基 

为将连续格及半连续格概念推广至一般广义理

想子集系统 Z 情形 , 下面引入 Z -半连续格的概念
并讨论其相关性质. 

定义 5  设 L为完备格, ,x y L∈ , 

(i) 称 x  Z-below y , 记为 zx y⇐ , 若 I∀ ∈  

( )Z L , supy I≤ ⇒ x I∈↓ . 当 Z Id= 时 , z⇐  就

是文献[1]中熟知的 way below 关系� . 当 Z Rd=  

时 , z⇐ 就是文献 [3] 中关系 ⇐ . 记 z x⇓ ={y ∈ L: 

y z⇐ x}; 
(ii) 称 L为 Z -半连续格, 若关系 z⇐ 是逼近的, 

即 x L∀ ∈ , sup zx x⇓≤ ; 若 x L∀ ∈ , sup zx x= ⇓ , 

则称 L为强 Z -连续格. 

定义 6  设 L是完备格, B L⊆ . 若 x L∀ ∈ 有如

下 2条成立:  

(i) ↓ ( z x⇓ ∩ B )∈ ( )Z L ; 

(ii) sup( )zx x B⇓ ∩≤ , 
则称 B为 L的 Z -半基. 

命题 1  设 L是完备格. 若 B是 L的 Z -半基且

B ⊆ B∗ , 则 B∗也是 L的 Z -半基. 

证  只需证 x L∀ ∈ , ↓ ( z x⇓ ∩ B )= (
Z

x↓ ⇓ ∩  

)B∗ . 一方面 , 因为 B ⊆ B∗ , 所以 z x B⇓ ⊆∩  

z x B∗⇓ ∩ , 于是 ↓  ( z x⇓ ∩ B ) ⊆ ( )z x B∗↓ ⇓ ∩ . 另

一方面, ( )zy x B∗∀ ∈↓ ⇓ ∩ , 有 zy x⇐ . 因为 B是 L

的 半 基 , 所 以 ↓ ( z x⇓ ∩ B ) ( )Z L∈ , 且 x≤  

sup ( )z x B↓ ⇓ ∩ . 从而由 zy x⇐ 知 ( )zy x B∈↓ ⇓ ∩ , 

于是 ( )z x B∗↓ ⇓ ∩ ⊆ ↓ ( z x⇓ ∩ B ). 

引理1  设L是完备格, , { ( ) :zx L x I Z L∀ ∈ ⇓ = ∈∩  

sup }x I≤ . 

引理 2  设 L是完备格, x L∈ , 则 ( )
Z

x Z L⇓ ∈ . 

证  由引理 1 及 ( )Z L 的定义可得. 

定理 1  设 L是完备格, 则 L是 Z -半连续格当
且仅当 L存在 Z -半基. 

证 充分性  设 L是 Z -半连续格, 由引理 2 及
( )Z L 的定义知 L为其自身的半基. 

必要性   设 B 为 L 的 Z -半基 ,  x L∀ ∈ ,  有

sup( )zx x B⇓ ∩≤ .  因 为 z x B⇓ ∩ ,z x⊆⇓ 故 x≤  

sup( )z x B⇓ ∩ sup z x⇓≤ ,  由定义 5 知 L为 Z -半连 

续格. 

命题 2  设 L是完备格 , B L⊆ , 则 B 是 L的

Z -半基当且仅当 x L∀ ∈ 有 ( ) ( )z x B Z L↓ ⇓ ∈∩ 且

,x y L∀ ∈ , 若 y≤/ x , 则 b B∃ ∈ 使得 b≤/ x , zb y⇐  

证 充分性  若 B是 L的 Z -半基, 由定义 6 可知

a L∀ ∈ , 有 sup( )za a B⇓ ∩≤ . ,x y L∀ ∈ , 若 y ≤/ x , 

则 sup( )z y B⇓ ∩ ≤/ x , 从而 zb y B∃ ∈⇓ ∩ , 使 b≤/ x . 

必要性  假设 a L∃ ∈ , 使得 a≤/ sup( )z a B⇓ ∩ , 

由条件可知 zb a B∃ ∈⇓ ∩ , 使 b≤/  sup( ),z a B⇓ ∩  矛盾. 

命题 3  设 L是 Z -半连续格, B L⊆ , 对于下
列条件: 

 (i) B为 L的 Z -半基; 
 (ii) ,x y L∀ ∈ ,当 zy x⇐ 时 , b B∃ ∈ 使 y≤  

zb x⇐ ; 
(iii) ,x y L∀ ∈ ,当 zy x⇐ 时 , b B∃ ∈ 使 zy ⇐  

zb x⇐ , 
有 (i) (ii) (iii)⇔ ⇒ . 若 L还满足 z⇐ ⊆≤ , 则上述 3
个条件等价. 

证   (i) (ii)⇒ 由于 L 是 Z -半连续格 ,  所以
, ,x y L∀ ∈ 若 ,zy x⇐ 则由 B 是 L 的 Z -半基知 , 

( ) ( )z x B Z L↓ ⇓ ∈∩ 且 sup( ) sup (z zx x B x⇓ = ↓ ⇓∩ ∩≤  

)B , 由 z⇐ 的 定 义 知 ( )zy x B∈↓ ⇓ ∩ , 从 而

zb x B∃ ∈⇓ ∩ 使 y b≤ , 即 b B∃ ∈ 使得 zy b x⇐≤ . 

(ii) (i)⇒ 只 需 证 明 x L∀ ∈ . 有 ( z x↓ ⇓ ∩  

) ( )B Z L∈ 且 sup( )zx x B⇓ ∩≤ , 一方 面 , z x⇓ ∩  

zB x⊆⇓ , 由引理 2 知 ( )z x Z L⇓ ∈ , 故 ( z x↓ ⇓ ∩  

) zB x⊆⇓ , 另一方面 , zy x∀ ∈⇓ , 有 zy x⇐ , 由(ii)

知 b B∃ ∈ 使 zy b x⇐≤ , 则 zb x∈⇓ , 即 zb x B∈⇓ ∩ , 

故 ( )zy x B∈↓ ⇓ ∩ , 那么 z x B⇓ ∩ = ( )z x Z L⇓ ∈ , 且

由 L 是 Z -半连续格知 sup( )zx x⇓≤ = sup ( z x↓ ⇓ ∩  

)B = sup( )z x B⇓ ∩ . 
(ii) (iii)⇒ 由 L为 Z -半连续格, 所以 ,x y L∀ ∈ ,

若 zy x⇐ , 由文献 [2]中的插入性质 , 则 a L∃ ∈ ,使

z zy b x⇐ ⇐ , 由 (ii)知 b B∃ ∈ 使 za b x⇐≤ , 所以

z zy b x⇐ ⇐ . 
(iii) (ii)⇒ 若 L 还满足 z⇐ ⊆≤ , 则 (iii) (ii)⇒

显然 . 
推论 1  设 L是 Z -半连续格, 则 ( )B L⊆ 是 Z -

半基当且仅当 , ( )zx L x B∀ ∈ ↓ ⇓ ∩ = z x⇓ . 

定义 7  设 L是完备格, B L⊆ . 若 x L∀ ∈ 有如

下 2条成立:  
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(i) ( ) ( )z x B Z L↓ ⇓ ∈∩ ; 

(ii) x = sup( )z x B⇓ ∩ , 

则称 B为 L的 Z -基. 

推论 2  设 L是强 Z -连续格, 则 ( )B L⊆ 是 Z -

半基当且仅当 B是 Z -基. 

证 充分性  设 B为 L的 Z -半基, 则 ( z x↓ ⇓ ∩  

) ( )B Z L∈ , 由 L 是强 Z -连续格 , 则 zx x= ∨ ⇓ =  

( ) ( )z zx B x B∨ ↓ ⇓ = ∨ ⇓∩ ∩ . 

必要性  显然. 

命题 4  设 L是 Z -半连续格, B 是 L的 Z -半

基, 则U L⊆ 是 Z -半 Scott 开集当且仅当U U=↑ 且

{ : }zU b b U B⊆ ⇑ ∈∪ ∩ . 

证  充分性  ( )zU Lσ∀ ∈ ,有U U=↑ , 由 P 为

Z - 半 连 续 格 及 文 献 [2] 命 题 2.5(2) 知 U ⊆  

{ : }.z x x U⇑ ∈∪ 下证 { : } { :z zx x U b b U⇑ ∈ = ⇑ ∈∪ ∪ ∩  

}B . 一方面 , { : }zy x x U∀ ∈ ⇑ ∈∪ , 则 x U∃ ∈ 有

zx y⇐ , 由命题 3(ii)知 b B∃ ∈ 使 zx b y⇐≤ ,由

U U=↑ 可 知 b U B∈ ∩ 且 zy b∈⇑ . 另 一 方 面 , 

{ : }zy b b U B∀ ∈ ⇑ ∈∪ ∩ , 则 b U∃ ∈ , 有 zy b∈⇑ ⊆  

{ : }z x x U⇑ ∈∪ . 

必要性  ( )I Z L∀ ∈ , 若 sup I U∈ , 假设 b∃ ∈  

U B∩ , 有 sup zI b∈⇑ , 即 zb I⇐ ∨ , 由定义 5 知

b I∈ , 故U I ≠ ∅∩ . 

2  Z-半连续格的局部 Z-半基 

接下来在 Z -半连续上引入 Z -局部半基的概念

并讨论它的一些基本性质. 

定义 8  设 L为完备格, , zx L B x∈ ⊆⇓ . 若 

(i) ( )B Z L↓ ∈ ; 

(ii) supx B≤ , 

则称 B为 x的一个局部 Z -半基. 

命题 5  设 L是完备格, 则 L是 Z -半连续格当

且仅当 x L∀ ∈ , x都有局部 Z -半基. 

证 充分性  x L∀ ∈ ,令 z zB x x=⇓ ⊆⇓ , 由引理2

知 ( )z x Z L⇓ ∈ 且由 L 为 Z -半连续格 , 则 x≤  

sup supz x B⇓ = . 故 B为 x的一个局部 Z -半基. 

必要性  x L∀ ∈ , 设 xB 为 x的局部 Z -半基, 则

x zB x⊆⇓ 且 sup supx zx B x⇓≤ ≤ . 故 L 为 Z -半连

续格. 

命题 6  设 L是完备格, 若 L存在 Z -半基当且

仅当 x L∀ ∈ 有局部 Z -半基. 

证   由定理 1及命题 5可得. 

命题 7  设 L是完备格, a L∈ , 则 

(i) 若 a有局部 Z -半基 , 则 z a⇓ 是 a的最大局

部 Z -半基; 

(ii) 若 za a⇐ , 则 z a⇓ 是 a的局部 Z -半基; 

(iii) 若 b a≤ 且 ,a bB B 分别为 a,b 的局 Z -半基, 

则 b aB B⊆↓ . 

证  (i)设 B是 a的局部 Z -半基, 则 zB a⊆⇓ 且

sup sup za B a⇓≤ ≤ . 

再由引理 2 知 ( )z a Z L⇓ ∈ , 从而 z a⇓ 是 a的最

大局部 Z -半基. 

(ii) 由引理 2 知 ( )z a Z L⇓ ∈ , 又 za a⇐ ,即

sup za a⇓≤ , 因此 z a⇓ 为 a的局部 Z -半基. 

(iii) 由 aB 是 a的局部 Z -半基知 ( )aB Z L↓ ∈ 且

sup aa B≤ . 由 bB 是 b 的局部 Z -半基知 bx B∀ ∈ 有

zx b a⇐ ≤ , 所以 supz ax a B⇐ ↓≤ , 从而 ax B∈↓ ,

故有 b aB B⊆↓ . 

命题 8  设 L是 Z -半连续格, a L∈ 且 zB a⊆⇓ , 

则 B是 a的局部 Z -半基当且仅当 zc a∀ ∈⇓ , b B∃ ∈

使得 c b≤ , 即 zB a↓ =⇓ . 

证  充分性   由 B 是 a 的局部 Z -半基知

( )B Z L↓ ∈ 且 supa B≤ , ∀ zc a∈⇓ 有 zc a⇐ ≤  

sup supB B= ↓ . 故 c B∈↓ . 即∃ b B∈ 使 c b≤ . 

必要性  由 zB a↓ =⇓ 及 L为 Z -半连续格知 B

为 a的局部 Z -半基. 

定义 9  设 L为完备格, , zx L B x∈ ⊆⇓ , 若 

(i) ( )B Z L↓ ∈ ; 
(ii) supx B= , 

则称 B为 x的一个局部 Z -基. 

推论 3  设 L是强 Z -连续格, , zx L B x∈ ⊆⇓ , 则

B是 x的局部 Z -半基当且仅当 B是 x的局部 Z -基. 

证   充分性  设 B 为 x 的局部 Z -半基 , 则

( )B Z L↓ ∈ ,由 L 是强 Z -连续格及命题 8 知

sup supzx x B= ⇓ = ↓ , 故 B为 x的局部 Z -基. 

必要性  显然. 

命题 9  设 L是强 Z -连续格, 则 L存在 Z -基当

且仅当 x L∀ ∈ 有局部 Z -基. 
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证 充分性  设 B为 L的 Z -基, 则 sup( zx x= ⇓ ∩  

) sup zB x⇓≤ , 即 L为 Z -半连续格 , 由命题 6 知

x L∀ ∈ 有局部 Z -半基, 由推论 3 得 x L∀ ∈ 有局部

Z -基. 

必要性  设 x L∀ ∈ 有局部 Z -基 xB , 则 x zB x⊆⇓

且 sup supx zx B x= ⇓≤ , 即 L为 Z -半连续格, 由定

理 1知 L存在 Z -半基, 再由推论 2知 L存在 Z -基. 

命题 10  设 L是 Z -半连续格, a L∈ 且 zB a⊆⇓ , 

则 B 是 a 的局部 Z -半基当且仅当 ( )B Z L↓ ∈ 且

,x L∀ ∈  若 a≤/  x, 则 b B∃ ∈ 使得 x≤/  x. 

证 充分性  若 B是 a的局部 Z -半基, 则由定

义 8知 ( )B Z L↓ ∈ 且 supa B≤ , x L∀ ∈ , 若 a≤/    x, 则

sup B≤/    x, 从而 b B∃ ∈ 使 b≤/  x. 

必要性  若 a≤/    supB, 则 b B∃ ∈ 使得 b≤/    supB. 

矛盾. 

3  Z-半 Lawson 拓扑 

定义 10  设 L为完备格, L上以 ( ) ( )zL Lω σ∪ 生

成的拓扑称为 L 上的 Z -半 Lawson 拓扑 , 记为

( ) ( ) ( )z zL L Lλ ω σ= ∪ . 

完备格 L的一个子集 X 称为具有性质 ( )zS , 若

X 满足: ( )I Z L∀ ∈ , 若 I X∨ ∈ , 则 y I∃ ∈ , 使 x∀ ∈  

,I x y x X⇒ ∈≥ . 

引理 3  一个集是 Z -半 Scott 开的当且仅当它

是上集且具有性质 ( )zS . 

证 充分性 ( )zU Lσ∀ ∈ , 则U U=↑ 且 ( ),I Z L∀ ∈  

若 I U∨ ∈ , 则U I ≠ ∅∩ . 那么 y U I∃ ∈ ∩ , 使 x I∀ ∈ ,

若 x y≥ , 则 x U∈ . 

必要性   设 U 是上集且具有性质 ( )zS , 则

U U=↑ , ( )I Z L∀ ∈ , 若 I U∨ ∈ , 则 y I∃ ∈ . 由U 具

有 性 质 ( )zS , 那 么 y U∈ , 即 U I ≠ ∅∩ . 故

( )zU Lσ∈ . 

命题 11  设 L 是完备格 , U U L=↑ ⊆ , A =  

A L↓ ⊆ , 则 

(i) U 是 Z -半 Lawson 开的⇔ U 是 Z -半 Scott

开的; 

(ii) A是 Z -半 Lawson 闭的⇔ A是 Z -半 Scott

闭的. 

证 (i) 充分性 ( )I Z L∀ ∈ 且 ( )zI U Lλ∨ ∈ ∈ , 则

( )zW Lσ∃ ∈ 及 ( )F L ω<∈ , 使 \I W F U∨ ∈ ↑ ⊆ , 则

( )zI W Lσ∨ ∈ ∈ , 即 I W ≠ ∅∩ , 故 y I W∃ ∈ ∩ , 且若

y F∈↑ , 则 I y F∨ ∈↑ ⊆↑ 矛 盾 . 所 以 \y W∈  

F U↑ ⊆ , 由U 为上集 , 故 x y∀ ≥ 有 x U∈ . 故 Z -

半 Lawson 开上集具有性质 ( )zS , 由引理 3 知 Z -半

Lawson开上集是 Z -半 Scott开集. 

必要性  显然. 

(ii) 由(i)可得. 

命题 12  设 1 2,L L 是完备格, 映射 1 2:f L L→ 保

序, 考虑下述 2个条件:  

(i) f 关于 Z -半 Scott拓扑连续; 

(ii) f 保 Z -并, 

则 (i) (ii)⇒ ; 若 f 保 Z -理想 , 则 (ii) (i)⇒ , 从而 2

个条件等价. 

证  (i) (ii)⇒  设 f 关于 Z -半 Scott 拓扑连续, 

1( )P Z L∀ ∈ , 下证 ( ) ( )f P f P∨ = ∨ . 一方面, 由 f 保

序, ( ) ( )f P f P∨ ∨≥ . 另一方面, 若 ( )f P∨ ≤/ ( )f P∨ , 

则 2( ) \ ( ) ( )zf P L f P Lσ∨ ∈ ↓ ∨ ∈ , 由 f 关于 Z -半

Scott 拓扑连续 , 有 1
1( \ ( )) ( )zP f L f P Lσ−∨ ∈ ↓ ∨ ∈ , 

因而 p P∃ ∈ 使 1( \ ( ))p f L f P−∈ ↓ ∨ , 即 ( ) \f p L∈  

( )f P↓ ∨ 与 ( ) ( )f p f P∨≤ 矛 盾 . 因 而 ( )f P∨ =  

( )f P∨ , 故 f 保 Z -并. 

(ii) (i)⇒ 设 f 保 Z -理想且保 Z -并 , 下证 f 关

于 Z -半 Scott拓扑连续. 

2( )zU Lσ∀ ∈ , 由 f 保序知 1( )f U− 是上集 . 

1( )I Z L∀ ∈ 且 1( )I f U−∨ ∈ , 由 f 保 Z - 并 , 有

( ) ( ) ( )f I f I f I U∨ ↓ = ∨ = ∨ ∈ , 又由 f 保 Z -理想 , 

有 2( ) ( )f I Z L↓ ∈ , 因而 ( )f I U↓ ≠ ∅∩ , 又由U 是

上集 , 故 ( )f I U ≠ ∅∩ , 从而 1( )I f U− ≠ ∅∩ , 因而
1

1( ) ( )zf U Lσ− ∈ , 故 f 关于 Z -半 Scott拓扑连续. 

推论 4  设 1 2,L L 是完备格 , 映射 1 2:f L L→ 保

任意交, 考虑下述 2个条件: 

(i) f 关于 Z -半 Lawson拓扑连续; 

(ii) f 保 Z -并, 

则 (i) (ii)⇒ ; 若 f 保 Z -理想 , 则 (ii) (i)⇒ , 从而 2

个条件等价. 

命题 13  设 L为完备格,则 ( )z Lλ 是 1T 的. 

证   x L∀ ∈ , x↑ 是下拓扑闭集 , 从而为 Z -半

Lawson闭集. x↓ 是 Z -半 Scott 闭集, 从而是 Z -半
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Lawson 闭集 . 因而 { }x x x=↑ ↓∩ 是 Lawson 闭的 . 

故 ( )z Lλ 是 1T 的. 

命题 14  设 L是强 Z -连续格, 则 ( ) ( )z L Lλ λ= , 

从而 ( , ( ))zL Lλ 是紧 2T 的. 
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The Z-Semibasis and Locally Z-Semibasis on 
Z-Semicontinuous Lattices 

WAN Xiao, YANG Jin-bo* 

(College of Mathematics and Informatics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China) 

Abstract: As a generalization of semibasis and locally semibasis on a semicontinuous lattice, Z-semibasis and lo-
cally Z-semibasis on a Z-semicontinuous lattice are introduced for a generalized ideal subsets system Z. Some 
properties of Z-semibasis, locally Z-semibasis and Z-semi-Lawson topology on a Z-semicontinuous lattice are pre-
sented. In particular, some characterizations of Z-semicontinuous lattices with the help of Z-semibasis are given. 
Key words: generalized ideal sub-systems; Z-semibasis; locally Z-semibasis; Z-semi-Lawson topology 
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