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摘要: 利用拓扑度理论对一类一阶模糊微分方程 d ( , ),
d
u F t u
t
=  0 0( )u t u= 0( )nu E∈ 解的存在性问题进行了研

究, 证明了在 F(t,u)满足一定的条件下该方程至少有一个解. 
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0  引言 

模糊微分方程首先由 Kandel 与 Byatt [1]提出并

得到了讨论, 自模糊微分方程提出后, 一阶模糊微
分方程的初值问题得到了充分讨论[2-7], 模糊微分方
程的一种推广形式—— 模糊包含, 也有不少学者进
行了研究 [8-11]. 此外还有学者研究了模糊初值问题
的数值解法[12]. 本文借助拓扑度理论方法讨论模糊
微分方程的初值问题.  

设 nE 是一模糊集空间, 考虑如下模糊微分方程 

 d ( , ),
d
u F t u
t
= 0 0( )u t u= 0( )nu E∈ ,  (1) 

这里 : [0, ] n nF T E E× → 是一个模糊映射, 考虑 F 在
适当的条件下方程(1)的可解性问题.  

1  预备知识 

设 A、B是 nR ( , )nE D G∗∈ 上 2个非空有界的子
集, A与 B之间的 Hausdorff距离定义为 

( , ) max{supH
a A

d A B
∈

= inf
b B∈

, sup
b B

a b
∈

− inf
a A∈

}a b− , 

⋅ 表示通常的欧几里得范数.  

让 ( ), ( ), ( )n n n
l k cP P PR R R 分别表示 nR 上的非空

闭的、非空紧的、非空凸的子集. 如果在 ( )nkP R 上

引入距离 Hd , 则 ( ( ), )n
k HP dR 是完备的可分的距离

空间.  

定义 1  集值函数 : ( )nlF T P→ R 是可测的, 如
果满足下列条件之一: 

(i) 对所有的 ( ) ( ), infn
F t u F tx t d x u∈∈ → = −R  

是可测的;  

(ii) {( , ) : ( )} ( )n nGrF t x T x F t Σ β= ∈ × ∈ ∈ ×R R , 

这里 Σ , ( )nβ R 分别是 T 与 nR 上的Borel σ -域;  
(iii)对 所 有 的 t T∈ , 存 在 可 测 函 数 序 列

1{ ( )}n nf ⋅ ≥ 使得 1( ) { ( ) }n nF t f t= ≥ . 
1
FS 表示勒贝格-波瑞尔空间 1 ( )nL TR 中 ( )F t 的所

有选择集, 即 
1 1{ ( ) ( ) : ( ) ( ),a.e.}nFS f L T f t F t= ⋅ ∈ ∈R , 

Aumann积分表示为 { }1( )d ( )d : ( ) .FT T
F t t f t t f S= ⋅ ∈∫ ∫  

称 : ( )nlF T P→ R 是积分有界的, 如果 F可测且

存在函数 1: , ( )h T h L T→ ∈ RR , 使得 ( ),x h t x∈≤  

( )F t .  

: [0,1]nu →R 表示 nR 上的模糊子集, 如果满足
下列4个条件:  

(i) u是正规的, 即 0
nx∃ ∈R 使得 0( ) 1u x = ;  

(ii) u 是 模 糊 凸 的 , 即 [0,1], ( (1u xλ λ∀ ∈ + −  
) ) min{ ( ), ( )}y u x u yλ ≥ ;  

(iii) u是上半连续的;  

(iv) 0[ ] { : ( ) 0}nu x u x= ∈ >R 是紧的.  

对 0 1α< < , [ ] { : ( ) }nu x u xα α= ∈R ≥ , 显然
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[ ]u α ∈ ( )nKCP R , 定义 

: {0},n nD E E +× → R ∪
0 1

( , ) sup ([ ] ,[ ] )HD u v d u vα α

α
=

≤ ≤

, 

因此 , , ,nu v w E k∀ ∈ ∈R , 有 ( , ) ( , )D u w v w D u v+ + =

与 ( , ) ( , )D ku kv k D u v= .  

由文献[13]知 , ( , )nE D 是完备的距离空间 .显然
nE 可以等距嵌入到一个Banach空间[14]. 

定理 1[15]  设 nu E∈ , 则有 

(i) 对所有的 0 1,[ ] ( )nkcu Pαα ∈ R≤ ≤ ;  

(ii) 对所有的 2 1
1 20 1,[ ] [ ]u uα αα α ⊂≤ ≤ ≤ ;  

(iii) 假如 ( )kα 是一个收敛于α 非减序列, 那么

1
[ ] [ ] k

k
u u αα = ∩

≥

.  

反之 , 如果 { : 0 1}Aα α≤ ≤ 是 nR 上的满足于

(i)~(iii)的一族子集 , 那么 nu E∃ ∈ , 使得 [ ] ,u Aα α=  
0 0

0 1
[ ]u A Aα

α< <
= ⊂∪ .  

定义 2  映射 : nF T E→ 是模糊可测的 , 如果

对所有 [0,1]α ∈ ,  集值映射 : ( )( ( )n
kF T P F tα→ =R  

[ ( )] )F t α  满足定义1的条件(i)~(iii). 称模糊集值映

射 : nF T E→ 为模糊积分有界的, 如果 0 ( )F t 是积分
有界的.  

定义 3  设 : nF T E→ 是一个模糊积分有界映射, 

F在T 上的模糊积分定义为 ( )d ( )d ,
T T
F t t F t t

α

α
⎡ ⎤ =⎣ ⎦∫ ∫  

0 1,α< ≤ 记作 ( )d
T
F t t∫ .  

性质 1  设 , : nF G T E→ 是 T 上的模糊可积映
射, λ ∈R , 则有 

(i) [ ( ) ( )]d ( )d ( )d
T T T
F t G t t F t t G t t+ = +∫ ∫ ∫ ;  

(ii) ( )d ( )d
T T
F t t F t tλ λ=∫ ∫ ;  

(iii) ( , )D F G 可积;  

(iv) ( ( )d , ( )d ) ( ( ), ( ))d
T T T

D F t t G t t D F t G t t∫ ∫ ∫≤ .  

定义 4  称模糊映射 : nF T E→ 为在 0t 是可微

的, 如果 0( ) nF t E∃ ∈ , 使得 0 0
0

lim ( ( ) ( )) /
h

F t h F t h
+→

+ − =  

0 0 0
0

lim ( ( ) ( )) / ( ).
h

F t F t h h F t
+→

′− − =  

定义 5  称映射 : nu T E→ 为方程(1)的模糊解, 
如果 u满足下列积分方程 

0 0
( ) ( , ( ))d ,

t
u t u F s u s s t T= + ∈∫ . 

设 X 是赋范空间, Ω 是 X 的开的有界子集, 称

映射 :f XΩ → 为全连续的 , 如果 f 是连续的且映

有界集为相对紧集 . 设 Ω∂ 是 Ω 边界 , 如果 0∉  

( )( )I f Ω− ∂ , 那么 f 的拓扑度 deg( , ,0)I f Ω− 具有

以下性质: 

(i) (正规性 ) 如果 deg( , ,0) 0I f Ω− ≠ , 那么

( ) 0x f x− = 在Ω 上有一解; 

( i i )  (可加性 )  设 ( 1,2)i iΩ = 是 X 的2个开集 , 

1 2 1 2,Ω Ω Ω Ω Ω=∅ =∩ ∪ ,  那么 deg( , ,0)I f Ω− =  

1 2deg( , ,0) deg( , ,0)I f I f ΩΩ− + − ; 

(iii) (同伦不变性) 设 : [0,1]H XΩ× → 是一个

紧同伦, 即 ( , )H t ⋅ 是全连续的, ( , )H x⋅ 是连续的, 假

定 ( , ), [0,1], ,x H t x t x Ω≠ ∀ ∈ ∀ ∈  那么 deg( (0, ),I H− ⋅  

,0) deg( (1, ), ,0)I HΩ Ω= − ⋅ . 

2  主要结论 

设 nu E∈ 和 u∗ 是支撑函数定义为 ( , )u xα∗ =  
1

[ ]
sup ( , ), n

a u
a x x S

α

−

∈
∈ , 这里 1nS − 是 nR 上的单位球 , 

( , )⋅ ⋅ 表示 a与 x的内积, 由文献[16]有 

 
1

([ ] ,[ ] ) sup | ( , ) ( , ) |
nx S

d u v u x v xα α α α
−

∗ ∗

∈
= − . (2) 

由文献[10]知 , nE 可以嵌入到一个Banach空间 X , 

设 : nj E X→ 是嵌入映射, , nu v E∀ ∈ , , 0s t > , 有 

( ) ( ) ( ),j su tv sj u tj v+ = +  

( , ) ( ) ( ) 2 ( ,D u v j u j v D u= − ≤ )v .  

设G是 nE 上的一开子集, ( )G j G∗ = 是 X 上的
嵌入像, G被称为是一致支撑有界的, 如果 0K∃ > , 

使得 nu E∀ ∈ , 有
0[ ]

sup
a u

a K
∈

≤ ; G∗被称为在 ( , )xα ∈  

1[0,1] nS −× 关于α 一致等度左连续的 , 如果 0ε∀ > , 

( ) 0δ δ ε∃ = > ,  使得对所有 1, ,nx Sβ δ α β −− < ∈≤  

u G∗ ∗∈ , ( , ) ( , ) ( , )u x u x u xβ α β ε∗ ∗ ∗< +≤ , 距离空间

( , )nE D 的紧性参见文献[13]. 

引理 1 ( , )nE D 上关于闭集 G是紧的当且仅当

G是一致支撑有界的 , 且 G∗在 1( , ) [0,1] nx Sα −∈ × 上

关于α 一致等度左连续的. 

引理 2  设G是 nE 上的一闭子集, ( ) { :njEC T u=  

nT jE→ , 那么G在 nE 上是紧的, 其充分必要条件是 

(i) {[ ] : , [0,1]}G u u Gα α= ∈ ∈� 在 ( )nkcP R 上是相

对紧的; 
(ii) G 是 α ( [0,1]α ∈ )左连续的 , 即 ∀ 0ε > , 

0δ∃ > 使得 
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([ ] ,[ ] ) ,Hd u uα β ε<  ,u Gα δ β α− < ∈≤ . 

定义6  映射 : n nF E E→ 在 1( , ) [0,1] nx Sα −∈ ×

被称为关于α 一致等度左连续的, 如果对任意有界

集 nG E⊂ , ( )jF G 是等度左连续的. 

定理 2  设模糊映射 ( , )F t u 在 nT E× 上连续, 且

0M∃ > , 使得当 ( , ) nt u T E∈ × 时 , 有 ( ( , ),0)D F t u � ≤  

(1 ( ,0))M D u+ � , 则方程(1)在T 上至少有一解. 

证   令 0 0
( )( ) ( , ( ))d

t
L u t u F s u s s= + ∫ . 既然 nE 可

以嵌入到一个Banach 空间, 让 njE 表示嵌入像, ⋅

表 示 Banach 空 间 X 上 的 范 数 , 则 在 范 数

sup ( )
t T

u u t
∈

= 意义下 , 下列空间 ( ) { :njEC T u T= →  

njE 是连续的}是Banach空间 . 考虑 ( )njEC T 上的开

集 

( )

0 0

1

0 0

[ ( )] d [ ( )] d

[ ( )] d [ ( )] d

0 0

( , ) ( , ) sup ( , ) sup ( , )

sup | sup ( , ) sup ( , ) |

[ ( )] d , [ ( )] d ,

t t

n t t

a h s s a h s s

x S a h s s a h s s

t t
H

g x g x a x a x

a x a x

d h s s h s s

α β

α β

α β

α β

−

∗ ∗

∈ ∈

∈ ∈ ∈

− = −
∫ ∫
− =

∫ ∫

∫ ∫

≤

 

0 0( ) { ( ) :| | }nR jEB ju u C T u ju R= ∈ − <� . 

令 0( , ) : ( ) [0,1] ( ),nR jEH x B ju C Tλ × →�  其中 

( )1
0 0

( , )( ) ( , ( ))d .
t

H x t j u F s j u s sλ λ −= + ∫  

对任意有界集 ( )njEG C T⊂ , 即 u G∀ ∈ , 0Q∃ > , 使

得 ( ,0)D u Q� ≤ , 1 2,t t T∀ ∈ ,  

( )
( )

2

1

2 2

1 1

1
1 2

1 1

( , )( ) ( , )( ) ( , ( ))d

2 ( , ( ))d ,0 2 ( ( , ( )),0)d .

t

t

t t

t t

H u t H u t j F s j u s s

D F s j u s s F s j u s s

λ λ λ −

− −

− ∫

∫ ∫� �

≤ ≤

≤

 

由已知 ( ( , ),0) (1 ( ,0)) (1 )D F t u M D u M Q+ +� �≤ ≤ . 

故 有 1 2 1 2( , )( ) ( , )( ) 2 (1 ) | |,H u t H u t M Q t tλ λ− + −≤

则 ( , )( )H G λ ⋅ 是等度连续的. 

下面需证 ( ,H G )( ),t t Tλ ∈ 在 ( )njEC T 是相对紧

的, 即需证下面2个命题.  

(i) 1
0

( ( , ( ))d )
t
F s j G s s− ∗∫ 是等度连续的;  

(ii) 1
0

( ( , ( ))d )
t
F s j G s s−∫ 是一致支撑有界的.  

事实上 ,  1
0

( ( , ( ))d )
t

g F s j G s s∗ − ∗∀ ∈ ∫ ,  ( )h s∃ ∈  

( , ( ))F s G s , 使得
0

( )d
t

g h s s= ∫ , 由
0

[ ] [ ( )] d ,
t

g h s sα α= ∫  

有

0
[ ] [ ( )] d

( , ) sup ( , ) sup ( , )
ta g a h s s

g x a x a x
α α

α∗

∈ ∈

= =
∫

, 由(2)式知, 

0 0

1

0 0

[ ( )] ds [ ( )] d

[ ( )] d [ ( )] d

( , ) ( , ) sup ( , ) sup ( , )

sup | sup ( , ) sup ( , ) |

t t

n t t

a h s a h s s

x S a h s s a h s s

g x g x a x a x

a x a x

α β

α β

α β

−

∗ ∗

∈ ∈

∈ ∈ ∈

− = −
∫ ∫
− =

∫ ∫

≤

 

( )
1

0 0 0

0

1
0 0

[ ( )] d , [ ( )] d ([ ( )] ,

[ ( )] )d sup | ( ) ( , ) ( ) ( , ) | d ,

( ) ( ) ( , ( ))d .

n

t t t
H H

t

x S
t

d h s s h s s d h s

h s s h s x h s x s

j u t v t u F s v s s

α β α

β α β
−

∗ ∗

∈

−

= −

= = +

∫ ∫ ∫

∫

∫

≤

 

由 ( , ( ))F s G s 是等度左连续的 , 即 0ε∀ > , 

( ) 0δ δ ε∃ = > , 当 β δ α β− < ≤ , 使得 | ( ) ( , )h s xα∗ −  

( ) ( , ) |h s xβ ε∗ < , 故有 ( , ) ( , )g x g x Tα β ε∗ ∗< + .  

另 一 方 面 , 若 α β≤ , 由 定 理 1 知

[ ( )] [ ( )]h s h sβ α⊂ , 有 ( , ) ( , )g s g sα β∗ ∗≥ , 因此 

( , ) ( , ) ( , )g s g s g s Tβ α β ε∗ ∗ ∗< +≤ , β δ α β− < ≤ , 

即
0

( ( , ( ))d )
t
F s G s s ∗∫ 是等度左连续的.  

(a) 由引理1知 , 
0

( ( , ( ))d )
t
F s G s s ∗∫ 是等度左连

续的.  

(b) 因 1
0 ( ( ))F T j G T−× 有界, 1

00
[ ( , ( ))d ]
t
F s j G T s−∫

有界, 所以 1
00

[ ( , ( ))d ]
t
F s j G T s−∫ 有界.  

由上述的(a), (b)及定理2知, 1
0

[ ( , ( ))d ]
t
F s j G T s−∫

是 紧 的 , 故 1
0

( , ( ))d
t
F s j G T s−∫ 相 对 紧 . 所 以

( , )( )H G tλ 相对紧 . 因此 ( , )H G λ 满足Arzela-Ascoli

定理的条件, ( , )( )H G tλ 在 ( )njEC T 上相对紧. 而且, 

又 ( , )H ⋅ ⋅ 是连续的, 故 ( , )H G λ 紧同伦.  

显然,  , [0,1]Ru B λ∀ ∈ ∈� ,  

1
0 0

( , ) ( ( , ( ))d )

(1 ) ,

t
H u ju j F s j u s s

M Q T R

λ λ −− =

+ <

∫ ≤
 

即 ( , )u H u λ≠ . 又 0 0( ,0) , RH u ju ju B= ∈ � , 则 

deg( ( ,0), ,0) 1.RI H B− ⋅ =�  

由拓扑度的同伦不变性 , 在 RB� 上 , ( ,1)u H u=

至少有一个解 ,  即 njEu C∃ ∈ ,  使得 0( ) (u t j u= +  

1
0

( , ( ))d )
t
F s j u s s−∫ . 让 1 ( ) ( )j u t v t− = , 那么 ( )v t 是连

续的, 且 
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0 0
( ) ( , ( ))d

t
v t u F s v s s= + ∫ , 定理 2得证.  
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The Existence of Solution to Fuzzy Differential Equation with 
Initial Valued Problem 
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Abstract: The existence of solution to fuzzy differential equation d ( , ),
d
u F t u
t
= 0 0( )u t u= 0( )nu E∈  is in-

vestigated by using theory of topological degree. It is shown that there is at least a solution to this equa-
tion under F(t,u) satisfying some conditions. 
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