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周期微分方程中的一个扰动问题 
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摘要: 利用值分布理论研究了 2阶周期微分方程中的扰动问题, 得到了系数为无穷 e-型级周期整函数方程的
一些扰动结果, 完善了蒋翼迈和高仕安文中的扰动结果.  
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0  引言与结果 

本文将使用值分布的标准记号 [1-3]. 另外 , 用

( )fσ 和 ( )fλ 表示亚纯函数 f 的级和零点收敛指数,

用 2 ( )fσ 和 2 ( )fλ 表示亚纯函数 f 的超级和超零点

收敛指数. 研究周期微分方程时, 往往用到亚纯函

数 f 的 e-型级 ( )e fσ 和 e-型零点收敛指数 ( )e fλ , 分

别定义如下 [4] : 
____

( ) lim log ( , ) /e r
f T r f rσ

→+∞
=  

和  

 
____

( ) lim log ( , ) /e r
f N r f rλ

→+∞
= .  (1) 

当只计 f 在右半平面的零点时, (1)式的右边用

( )eR fλ 表示 , 同理当只计 f 在左半平面的零点时 , 

(1)式的左边用 ( )eL fλ 表示 . 1( , )T r f 表示亚纯函数

f 在 0 0\{ :| | }C C z z R= ≤ 中的 Nevanlinna 特征, 类

似可定义 1 1( , ), ( , )m r f N r f , ( )f z 在 0C 中的级定义为 
____

1 1( ) lim log ( , ) / log .
r

f T r f rσ
→+∞

=  

复振荡中的扰动问题由 Bank、Laine和 Langley

在文献[5]中首次提出并研究. 高仕安、陈特为在文

献[6-7]中研究过这个问题. 

2002 年, 蒋翼迈和高仕安在文献[4]中首次研究

了周期微分方程中的扰动问题, 证明了以下扰动结果.  

定理 A  设 1 2 3( ) (1/ ) ( ), ( ) ( )B g g C gζ ζ ζ ζ ζ= + = , 

其中 1 2 3, ,g g g 为有穷级整函数且 2( )gσ 为正整数 , 

3 2( ) ( )g gσ σ< , 设 ( ) (e ), ( ) (e )z zA z B z Cπ= = ,进一步, 

假设方程 

 ( ) 0f A z f′′ + =   (2) 

的一非平凡解 f 满足 2( ) ( )e f gλ σ< 且 ( ), (f z f z +  

2πi)线性无关, 则 

(i) 方程 

 ( ( ) ( )) 0f A z z fπ′′ + + =   (3) 

的任一非平凡解 h 只要满足 2( ) ( )e h gλ σ< , 则有

( )h z 和 ( 2πi)h z + 线性相关;  

(ii) 方程(3)的任意 2个线性无关解 1 2,h h 必有 

1 2 2( ) ( )e h h gλ σ≥ . 

定理 B  设 ( )g ζ 是级为正整数的超越整函数 , 

( )C ζ 是不恒为 0 的整函数且满足 ( ) ( ).C gσ σ< 设

( ) (e )zA z B= , 其中 

0
( ) ( ),

p
j

j
j

B b gζ ζ ζ−
−

=
= +∑  

p 是正奇数, 且 ( ) (e ).zz Cπ =  假设方程(2)有一非平

凡解 f 满足 ( ) ,fλ < +∞  则方程(3)的任一非平凡解

h满足 ( ) .hλ = +∞   

事实上, h满足 

log ( , ) ( ).N r h o r≠  

本文将以上结果扩展到 ( )A z 的 e-型级为无穷的

情况.  
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定理 1  设 1 2 3( ) (1/ ) ( ), ( ) ( )B g g C gζ ζ ζ ζ ζ= + = ,

其中 1 2 3, ,g g g 为整函数, 

2 2 2( ) , ( )g gσ σ α= +∞ = < 3, ( )gσ+∞ < +∞ . 

假设 ( ) (e ),zA z B= ( ) (e )zz Cπ = . 进一步, 假设 f

为方程(2)的一非平凡解满足 ( ) ,e fλ < +∞  且 ( )f z 与

( 2πi)f z + 线性无关, 则 

(i) 方程(3)的任一非平凡解 ,h 只要满足 ( )e hλ <  

,+∞ 则有 ( )h z 和 ( 2πi)h z + 线性相关;  

(ii) 方程(3)的任意 2个线性无关解 1 2( ), ( )h z h z 必有 

1 2( )e h hλ = +∞ . 

定理 2  设 ( )g ζ 为无穷级且 2 ( )gσ α= < +∞的

超越整函数 , ( )C ζ 是不恒为 0 的整函数且满足

( ) .Cσ < +∞  设 ( ) (e ),zA z B=  其中 

0
( )

p
j

j
j

B bζ ζ −
−

=
= +∑ ( ),g ζ  

p是正奇数, 且 ( ) (e ).zz Cπ = 假设方程(2)有一非平凡

解 f 满足 ( ) ,fλ < +∞  则方程(3)的任一非平凡解 h

满足 ( ) .hλ = +∞  

事实上, h满足 

log ( , )N r h ≠ ( ).o r  

1  预备知识及引理 

注1[8]  假设 1 2,f f 为方程(2)的 2 个线性无关解, 

则 1 2( )E z f f= 满足微分方程 

 
22

2
( ) ( )4 ( ) 2 ,
( ) ( )( )

c E z E zA z
E z E zE z
′ ′′⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (4) 

其中 0c ≠ 是 1f 与 2f 的朗斯基行列式.  

注 2  假设 ( )B ζ 在 0 | |ζ< < +∞ 内解析 , 则

1 2 1( ) (1/ ) ( ), ( )B g g gζ ζ ζ ζ= + 与 2 ( )g ζ 为整函数 . 设

1 2( ) (e ) ( ) ( ),zA z B A z A z= = + 其中 

1 1( ) (e ),zA z g −= 2 2( ) (e ),zA z g=  

则 

1 2( ) max{ ( ), ( )},e A g gσ σ σ=  1 1( ) ( ),e A gσ σ=  

2 2( ) ( ),e A gσ σ=  ( ) max{ ( ), ( )}.e eL eRA A Aλ λ λ=  

因 为 ( )B ζ 在 * \{ :| | 1}C C z z= ≤ 解 析 , 则 由

Valiron理论[9], 

( ) ( ) ( ),nB R bζ ζ ζ ζ=  

其中 n为整数. 

( )R ζ 在 * { }C ∞∪ 中解析,不恒为 0, ( )b ζ 为一整函

数, 则 

2( ) ( ),g bσ σ= ( ) ( ),eR A bλ λ=  

1( , ) ( , ),T B T bρ ρ=  1 1( ,1/ ) ( , ).T B T Bρ ρ=  

引理 1  设 ( )F r 和 ( )G r 是 (0, )∞ 中的非减函数,

如果 (i) ( ) ( )F r G r< n.e.; 或 (ii)当 (0,1]r H∉ ∪ 时 , 

( ) ( ),F r G r≤  其中 (1, )H ⊂ ∞ 是一对数测度为有限

的集合, 则对任给常数 1,α > ∃ 0 0,r > 当 0r r> 时, 有

( ) ( ),F r G rα≤  其中 n.e. 表示至多除一线测度为有

限集外.  

引理 2[10]  设 ( )f z 是无穷级整函数 , 其超级

2 ( ) ,fσ α= < +∞  则 ( )f z 有表示 ( )( ) ( )eV zf z U z= , 其

中 ( ), ( )U z V z 是整函数, 满足 

( ) ( ) ( ),f U Uλ λ σ= =  2 2 2( ) ( ) ( ),f U Uλ λ σ= =  

2 2 2( ) max{ ( ), (e )}Vf Uσ σ σ= . 

2  定理的证明 

定理 1的证明  (i) 假设 f 是方程(2)的一非平凡

解 , 满足 ( )e fλ < +∞及 ( )f z 和 ( 2πi)f z + 线性无关 , 

则由文献[11]中定理 1知 ( )f z 和 ( 4πi)f z + 线性相关. 

令 ( ) ( ) ( 2πi),E z f z f z= + 则 1( 2πi) ( ),E z c E z+ = 其中

1c 为一非零常数 . 显然 , / , /E E E E′ ′′ 是周期为 2πi

的周期函数 , ( )A z 据定义为周期函数 , 由 (4)式知
2 ( )E z 是周期为 2πi 的周期函数 . 因此有 2 ( )E z =  

(e ),zΦ 其中 ( )Φ ζ 在 0 | |ζ< < +∞中解析 . 将此式及

ezζ = 代入(4)式得  

 
22

2 234 ( ) .
4

cB Φ Φ Φζ ζ ζ ζ
Φ Φ Φ Φ

′ ′ ′′⎛ ⎞− = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (5) 

因为 ( )B ζ 和 ( )Φ ζ 在 *C 中解析, 由Valiron理论, 

它们可表示为 

 1
1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),nnB R b Kζ ζ ζ ζ Φ ζ ζ ζ φ ζ= =   (6) 

其中 1,n n 为整数 , ( )R ζ 和 1( )K ζ 在 * { }C ∞∪ 中解析 , 

不恒为 0, ( )b ζ 和 ( )φ ζ 为整函数. 由(5)式可得 

 1 1( ,1/ ) ( , ) ( ( , ))m m B o Tρ Φ ρ ρ φ= +  n.e.,  (7) 

由 1( , ) 0,N Bρ =  (7)式可写为 

1 1 1( ,1/ ) ( ,1/ ) ( , ) ( ( , ))T N T B o Tρ Φ ρ Φ ρ ρ φ= + +  n.e.,  

由注 2及 1( ,1/ ) ( ,1/ )N Nρ ρ φΦ = 可得 

 ( , ) ( ,1/ ) ( , ) ( ( , ))T N T b o Tρ φ ρ φ ρ ρ φ= + +  n.e.,  (8) 
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容易看出 2( ) ( ) ( ).e e ef E Eλ λ λ= =  由 ( ) ,e fλ < +∞ 有 
2 2( ) ( ) .eR eE Eλ λ < ∞≤  

由注 2 得 2( ) ( ).eR Eλ φ λ=  但 2( ) ( ) ,g bσ σ= = +∞  

所以由(8)式和引理 1得 

( ) ,σ φ = +∞ 2 2 2 2( ) ( ) ( ) .b gσ φ σ σ α= = =  

由引理 2有 1
1( ) e ,VUφ ζ =  其中 

1( ) ( ) ,Uσ λ φ= < +∞  1
2 2 1( ) (e ) ( ) .V Vσ φ σ σ α= = = < +∞  

现在假设方程 (3)有一非平凡解 ( )h z 满足

( ) ,e hλ < +∞ 但 ( )h z 与 ( 2πi)h z + 线性无关. 

令 ( )F z = ( ) ( 2πi).h z h z + 用类似上面 ( )E z 的推导

方法可得, 2 ( ) (e ), ( )zF z Ψ Ψ ζ= 在 0 | |ζ< < +∞内解析, 

同样 ( )Ψ ζ 在 *C 中可表示为 
2

2 2( ) ( ) ( ),n K nΨ ζ ζ ζ ψ ζ= 是整数, 

2 ( )K ζ 在 * { }C ∞∪ 中解析 , 不恒为 0, ( )ψ ζ 是 C 中

的整函数 . 将 2 ( ) (e ), ez zF z Ψ ζ= = 代入(4)式 , 其中

( )A z 用 ( ) ( )A z zπ+ 代替, 得 

 
( )

22
2 21

4 ( ) ( )

3 ,
4

B C

c

ζ ζ

Ψ Ψ Ψζ ζ ζ
Ψ Ψ Ψ Ψ

− + =

′ ′ ′′⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
(9)

 

其中 1( 0)c ≠ 是 ( )h z 与 ( 2πi)h z + 的朗斯基行列式. 同

样, 2( ) ( ) ( ) .eR eRF hλ ψ λ λ= < +∞≤  且像(5)式导出(8)

式一样, 由(9)式可得 

 ( , ) ( ,1/ ) ( , ) ( ( , ))T N T d o Tρ ψ ρ ψ ρ ρ ψ= + +  n.e.,  (10) 

其中的 ( )d ζ 是整函数, 满足 

( ) ( )B Cζ ζ+ =  3 ( ) ( ),n
dR dζ ζ ζ  

函数 ( )dR ζ 与 ( )d ζ 的性质同 (6)式 . 容易看出

( ) ( ) .d bσ σ= = +∞  由(10)式可得 

( ) ,σ ψ = ∞  2 2 2( ) ( ) ( ) .d bσ ψ σ σ α= = =  

用类似于 ( )φ ζ 的推导方法, 有 2
2( ) e ,VUψ ζ = 其

中 2( ) ( ) ,Uσ λ ψ= < +∞  2 ( )σ ψ = 2
2 (e )Vσ 2( )Vσ= =  

.α < +∞  

令 1
1( ) e ,VRΦ ζ = 2

2( ) e ,VRΨ ζ =  其中 
1 2

1 1 1 2 2 2( ) ( ), ( ) ( ),n nR K U R K Uζ ζ ζ ζ ζ ζ= =  

1 1max{ ( ),Rσ 1 2( )} .Rσ < +∞  

将它们分别代入(5)式和(9)式, 可得 

 
1

22
21 1

1
1 11

2 2 21 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1

34 ( )
4e

2 2 ,

V
R RcB V
R RR

R R R
V V V V V

R R R

ζ ζ ζ

ζ

⎛′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ⎜− = + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝
′ ′′ ′⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′′+ + + + +⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠

 
(11)

 

2

22
21 2 2

2
2 22

2 2 22 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2

34( ( ) ( ))
4e

2 2 .

V
c R R

B C V
R RR

R R R
V V V V V

R R R

ζ ζ ζ ζ

ζ

⎛′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ⎜− + = + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝
′ ′′ ′⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′′+ + + + +⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠

 

(11)式减(12)式得 

 
1 2

22
1

1 2
4 ( ) ( ),

e eV V
ccC H

R R
ζ ζ= − +   (13) 

其中的 ( )H ζ 是 *C 中的亚纯函数. 

事实上 , ( )H ζ 是关于 1 1 2 2 1 2/ , / , ,R R R R V V′ ′ ′ ′ 及它

们导数的微分多项式 .由 1 2 1 2, , ,R R V V 的定义可得

1( ) .Hσ < +∞  把(13)式改写成 

 1 2
1 2e e ,V VH H− −+ =  (14) 

其中 1 2,H H 是 *C 中亚纯函数满足 

1 1max{ ( ),Hσ 2 2
1 2 1 1 1 2( )} , /( )H H c R c Rσ < +∞ = 不恒为0.  

(14)式两边求导得 

 1 21 2 1 2

1 1
e e .V VH V H H

V V
− −′ ′ ′−

+ = −
′ ′

 (15) 

由(14)、(15)式消去 1e V− ,得 

 2
3 4e ,VH H− =   (16) 

其中 3 1 1 2 1 4( ) ,H H V V H H′ ′ ′= + − 是 *C 中的亚纯函数 , 

满足 1 3 1 4max{ ( ), ( )} .H Hσ σ < +∞  基于级的比较, (16)

式意味着 3 0,H ≡  即 2 1
1 2e ,V VH c −=  其中 2c 是非零

常数. 但 1 1( ) ,Hσ < +∞  故 2 1 ,V V P− = 其中 P 是多项

式. 注意到 1 2( e ) ,PRσ < +∞  若将 eP归并到 2R 中, 则

可认为 1 2.V V≡ 于是 1 3 2 1 1 2 2 3, / / ,R c R R R R R c′ ′= = 是一

非零常数. 从而, 由(11)式减(12)式得 

1

2
2
1

32

14 ( ) .
eV

cC c
cR

ζ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

这表明 ( ) 0C ζ ≡ 或 ( ( )) ,Cσ ζ = +∞ 与 ( )C ζ 不恒

为 0 和 ( )Cσ < +∞ 的假设矛盾 , 因此 ( )h z 与

( 2πi)h z + 线性相关. 

(ii)假设方程(3)的任意 2 个线性无关解 1 2,h h 满

足 1 2( ) .e h hλ < +∞  由(i)知 ( ), ( 2πi)j jh z h z + ( j = 1, 2)线

性相关. 令 

1 2( ) ( ) ( 2πi), ( ) ( ) ( ),E z f z f z F z h z h z= + =  

则 4 4( 2πi) ( ),F z c F z c+ = 为非零常数. 用类似于(i)中

对 ( ), ( )E z F z 的推导, 可得 ( ) 0C ζ ≡ 或 ( ( )) ,Cσ ζ = +∞

与假设矛盾. 因此 1 2( ) .e h hλ = +∞  定理 1证毕. 

(12)
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定理 2的证明  假设方程(2)有一非平凡解 f 满

足 ( ) ,fλ < +∞  从而 ( ) 0,e fλ =  由文献[12]中引理 6

可知 ( ), ( 2πi)f z f z + 线性无关, 这就满足定理 1 的条

件. 假设方程(3)有一非平凡解 h满足 ( ) 0,e hλ = 由定

理 1(i)可知, ( )h z 与 ( 2 i)h z + π 线性相关. 另一方面, 

由文献[12]中引理 6 可知 ( )h z 与 ( 2πi)h z + 线性无关, 

这是一个矛盾, 因此 

log ( , ) ( ).N r h o r≠   

定理 2证毕. 
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Abstract: The perturbation problem of periodic second order differential equation is investigated by using value 

distribution theory and some perturbation results are obtained for equation with periodic entire coefficients of infi-

nite e-type order. The results of the results due to Chiang Yik-Man and Gao Shi-An are generalized. 
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