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几类高阶线性微分方程亚纯解的迭代级 
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(江西师范大学数学与信息科学学院, 江西 南昌, 330022) 

摘要: 研究了几类具有迭代级亚纯函数系数的高阶线性微分方程亚纯解的增长性和零点分布问题, 当系数
a0或 ad对其它系数起支配作用时, 得到了方程满足一定条件的亚纯解的迭代级的一些结果, 所得结果推广了
前人已有结果. 
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0  引言与结果 

微分方程的复振荡理论是应用复分析理论来

研究复域微分方程解的振荡性质 . 该理论的研究

始于 20 世纪 80 年代 , 从研究 2 阶齐次线性微分

方程解的性质开始 , 渐渐地转到研究高阶微分方

程解的性质 [1-2]. 对于微分方程大量存在的无穷

级亚纯解 , 只用级和零点收敛指数来估计是粗

糙的 , 因而又引进了超级和迭代级来对方程的

解进行精确估计 . 本文使用值分布理论的标准

记号及以下几个定义 [3-6]. 为了方便 , 对任给的
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定义 1  设 p是正整数, 亚纯函数 ( )f z 的迭代级

( )p fσ 定义为 

( ) ( )lim log , / log .p pr
f T r f rσ +

→∞
=  

注 1  (i) ( ) ( )1 ;f fσ σ=  

(ii) 当 ( )f z 为整函数时,  
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定义 2  亚纯函数 ( )f z 的迭代级的增长指标为 
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注 2  仿定义 1和定义 2可得亚纯函数 ( )f z 的迭

代下级 ( )p fμ 及其增长指标 ( )i fμ 的定义. 

定义 3  设 p是正整数, 亚纯函数 ( )f z 的 a值点

序列的迭代收敛指数 ( )p f aλ − 定义为 

( ) ( )
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亚纯函数 ( )f z 的不同 a值点序列的迭代收敛

指数 ( )p f aλ − 定义为 

( ) ( )
( )log ,1/( )

, lim .
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p
p p
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注 3  (i) ( ) ( )1 ;f a f aλ λ− = −  

(ii) ( ) ( )1 .f a f aλ λ− = −  

定义 4  亚纯函数 ( )f z 的 a值点序列的迭代收敛

指数的增长指标 ( )i f aλ − 定义为 
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注 4  仿定义 4可得亚纯函数 ( )f z 的不同 a值点

序列的迭代收敛指数的增长指标 ( )i f aλ − 定义. 

对于线性微分方程大量的无穷级亚纯解, 如何
更精确地估计其增长性, 陈玉等在文献[7]中研究了
高阶线性微分方程 

( ) ( )1
1 0 0k k

kf a f a f−
−+ + + ="        (1) 

和 
( ) ( )1

1 0
k k

kf a f a f F−
−+ + + ="        (2) 

的亚纯解的超级和超级零点收敛指数 , 得到以下
结果 . 

定理 A  假设 0 1 1, , , ka a a −" 是亚纯函数 , 满足

( ) ( ) ( )0 1, , 1ja a j kσ σ< ∞ = −"≤ 且 ( )0lim log , /
r

m r a
→∞

 

( )0log .r aσ= 如果 ( )0f ≡/ 是微分方程(1)的亚纯解 , 

且 ( ) ( )1/ f fλ μ< , 则 ( ) ( ) ( )2 0, .f f aσ σ σ= ∞ =  

定理B  假设 ( )0 1 1, , , , 0ka a a F− ≡/" 是有穷级亚

纯函数 , 满足 ( ) ( )( )0 1, , 1ja a j kσ σ< = −" .如果微

分方程 (2)的所有解 ( )0f ≡/ 是亚纯解 , 且 ( )1/ fλ <  

( )fμ , ( )fσ = ∞ , 则 

(i) ( ) ( ) ( ) ;f f fλ λ σ= = = +∞  

(ii) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0f f f aλ λ σ σ= = ≤ .  

若 ( )0lim log , / log
r

m r a r
→∞

= ( )0aσ , 则 ( )2 fλ =  

( ) ( ) ( )2 2 0f f aλ σ σ= = , 至多除去 1个例外. 

定理C  假设 0 1 1, , , ka a a −" 是亚纯函数, 存在某个

超越亚纯函数 { }( )0, , 1da d k∈ −" , 满足 ( )jaσ <  

( )( )da j dμ ≠ 且 ( ) ( )lim log , / logd dr
m r a r aσ

→∞
= , 如果

微分方程(1)的所有解为亚纯解, 且 ( ) ( )1/ df aλ μ< , 

则 ( ) ( )2 df aσ σ≤ , 且至多有 1 个解满足 ( )2 fσ =  

( )daσ . 

定理 D  假设 0 1 1, , , ka a a −" 满足定理 C 的条件, 

( )0F ≡/ 是一有限级亚纯函数, 假设微分方程(2)的解

均为亚纯函数且 ( ) ( )1/ df aλ μ< , 0f 是方程(2)的 1

个解, 1 2, , , kg g g" 是微分方程(1)基础解系, 则存在

1 个解 { }( )1, , ,jg j k∈ " 不妨设为 1g , 使所有解空间

{ }1 0 ,cg f c+ ∈C 内的解满足 ( ) ( ) ( )2 2 df f aλ σ σ= = , 

至多有 1个例外. 
虽然超级能对增长性较快的解进行估计, 但是

还有大量的微分方程解的超级是无穷大, 对这些解
用超级估计其增长性仍不够精确, 因此本文利用迭
代级的定义对微分方程的解进行更为精确的估计 , 
在微分方程系数为迭代级亚纯函数的情形下得到了

下面的结果. 
定理 1  假设 0 1 1, , , ka a a −" 是亚纯函数 , 满足

( ){ } ( )0max , 1, , 1 ,0p j pa j k a pσ σ= − < < ∞ < < ∞" 且

( ) ( ) ( )0 0 01/ 1/ .p pi a p a aλ λ σ< <或 如果 ( )0f ≡/ 是微

分方程 (1)的亚纯解且满足 ( ) ( )1/p pf fλ μ< , 则

( ) ( )1 0 .p pf aσ σ+ =  

定理 2  假设 ( )0 1 1, , , , 0ka a a F− ≡/" 是亚纯函数 , 

满足 ( ){ } ( ) ( )0max , 1, , 1 ,p j pa j k a i Fσ σ= − < < ∞ ="
 

( ) ( )0,0 , ,q pq q p F aσ σ< < ∞ <≤ 且 ( )01/i a pλ < 或

( ) ( )0 01/p pa aλ σ< .如果微分方程 (2)的所有解

( )0f ≡/ 为亚纯解, 且 ( ) ( )1/p pf fλ μ< , 则 ( )1p fλ + =  

( ) ( ) ( )1 1 0 ,p p pf f aλ σ σ+ += = 至多除去 1个例外解. 

定理 3  假设 0 1 1, , , ka a a −" 是亚纯函数, 存在某

个超越亚纯函数 { }( )0, , 1da d k∈ −" , 满足 0 p< <  

( ) ( ) ( ), p j p da a j dσ μ∞ < ≠ 且 ( )1/ di a pλ < 或 ( )1/p daλ <  

( )p daσ .如果微分方程(1)的所有解 f 为亚纯解, 且

( ) ( )1/p p df aλ μ< , 则 ( ) ( )1p p df aσ σ+ ≤ , 且至少有 1

个解满足 ( ) ( )1p p df aσ σ+ = . 

定理 4  设 0 1 1, , , ka a a −" 满足定理 3 中的条件 , 

( )0F ≡/ 是亚纯函数满足 ( ) ( )( )0 .q p dF a q pσ σ< < <∞≤

假设微分方程 (2)的解 f 均为亚纯函数 , 且

( ) ( ) 01/ ,p p df a fλ μ< 是微分方程 (2)的 1 个解 , 

1 2, , , kf f f" 是微分方程(1)的基础解系, 则存在 1 个

{ }( )1, , ,jf j k∈ " 不妨设为 1f , 使得所有解空间

{ }1 0;cf f c+ ∈C 内 的 解 满 足 ( ) ( )1 1p pf fλ λ+ += =  

( ) ( )1 ,p p df aσ σ+ = 至多有 1个例外. 

注 5  若将定理 3 和定理 4 中的条件 ( )p jaσ <  

( ) ( ) ( )1/p d p p da f aμ λ μ<和 改 为 ( ) ( )p j p da aσ σ<  

( ) ( )1/ ,p pf fλ μ<与 结论仍然成立. 

1  相关引理 

引理 1[7]  设 ( ) ( )F r G r与 是 ( )0,∞ 中的非减函数. 
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如果 ( ) ( ) ( )i F r G r≤ n.e. ; 或 ( )ii 当 (0,1]r H∉ ∪ 时， 

( ) ( ) ,F r G r≤ 其中 ( )1,H ⊂ ∞ 是一对数测度为有限

的集合 , 则对任给常数 1α > , 0 0r∃ > , 当 0r r> 时 , 

有 ( ) ( ).F r G rα≤  

引理 2[8]  设 p是正整数 , ( ) ( ) ( )/f z g z d z= 是

亚纯函数 , 其中 ( )g z 和 ( )d z 是整函数且满足

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),p p p pg f g f i d pμ μ μ σ σ= = = < +∞ <≤

或 ( )i d p= 且 ( ) .p dσ ρ μ= < 假设 z 为 z r= 上满足

( ) ( ),g z M r g= 的点, ( )g rυ 表示 ( )g z 的中心指标, 

则存在 1个对数测度有限的集合 ( )1 1,E ⊂ ∞ , 当 z =  

[ ] 10,1r E∉ ∪ 时, 有 
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引理 3[9]  假设亚纯函数 ( )f z 满足 ( ) ( )i f p p= ∈N且

( ) ,p fσ σ= 则存在整函数 ( ) ( )1 2,z zπ π 和 ( )D z 使得 
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和 
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其中 2E 是 1个有限线性测度的 r值集合. 

引理 4[10]  假设整函数 ( )g z 满足 ( ) ( )0i g p p= < <∞ , 

( ) ,p gσ σ= 则  

( ) ( )lim log / logp g pr
r r gυ σ σ

→∞
= = , 

其中 ( )g rυ 为 g的中心指标. 

引理 5[11]  假设微分方程 ( ) ( )1
1

k k
kf a f −
−+ + +"  

0 0a f = 被 k 个线性无关的亚纯解 1 2, , , kf f f" 所满足, 
则 0 1 1, , , ka a a −" 是亚纯函数, 且对于 0,1, , 1,j k= −" 有 

( ) ( ){ }( ), log max , , 1, ,j dm r a O T r f d k⎡ ⎤= =⎣ ⎦" . 

2  定理的证明 

定理 1 的证明  假设 ( )0f ≡/ 是微分方程(1)的亚

纯解, 则由方程(1)可得 
( ) ( )1

0 1 1 .
k k

k
f f fa a a
f f f

−

−
′

− = + + +"       (3) 

由(3)式及对数导数引理可知, 至多除去 1 个线
性测度为有限的集合 3,E 对所有 3r E∉ , 有 
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j
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−
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因为 ( )01/i a pλ < 或 ( ) ( )0 01/p pa aλ σ< , 所以

( ) ( )0 0lim log , / log .p pr
m r a r aσ

→∞
= 于是利用(4)式及引

理 1可得 
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即 ( ) ( ) ( ){ }0 1max , , 1, , 1 .p p p ja f a j kσ σ σ+ = −"≤ 又

由题设条件 ( ){ } ( )0max , 1, , 1p j pa j k aσ σ= − <" 可

知 ( ) ( )0 1 .p pa fσ σ +≤  

下证 ( ) ( )1 0 .p pf aσ σ+ ≤ 由 Hadamard 定理, f

可表示成 ( ) ( ) ( )/f z g z d z= , 其中 ( ) ( ),g z d z 为整函

数 , 满足 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),p p p p pf g g f dμ μ σ σ σ= = =≤  

( )(1/ )p pf fλ μ< .由引理 2, 取点 z 满足 z r= 及

( ) ( ) ( ), , gg z M r g rυ= 表示整函数 ( )g z 的中心指标, 

则存在 1个对数测度有限的集合 ( )1 1,E ⊂ ∞ , 当 z =  

[ ]1 0,1r E∉ ∪ 时, 有 

( ) ( )
( )

( )
( )( )( )1 1 1, , .

jj
g rf z

o j k
f z z

υ⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"     (5) 

将方程(1)改写为 
( ) ( )1

1 1 0.
k k

k
f f fa a a
f f f

−

−
′

− = + + +"      (6) 

将(5)式代入(6)式可得 

( )
( )( ) ( )

( )( )
1

11 1 1 1
k k

g g
k

r r
o a o

z z
υ υ −

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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( )

( )( )1 01 1 .g r
a o a

z
υ⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                   (7) 

由引理3, 0,ε∀ > 存在1个有限线性测度的集合 2 ,E

当 2z r E= ∉ 且 r充分大时, 有 

( ) ( ){ }0exp p a
j pa z rσ ε+

≤ ( )0, , 1 .j k= −"    (8) 

由(7)式和(8)式可知, 当 z 满足 [ ] 1 20,1z r E E= ∉ ∪ ∪

且 ( ) ( ) ∞→= rgrMzg ,, 时, 有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }01 1 1 1 exp .p ak
g pr o kr o rσ ευ ++ +≤   (9)  

由(9)式及引理 1 和引理 4 可得 ( ) ( )1 1p pf gσ σ+ += ≤ 

( )0p aσ ε+ , 根据 ε 的任意性可知 ( ) ( )1 0 .p pf aσ σ+ ≤
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从而 ( ) ( )1 0 .p pf aσ σ+ = 定理 1证毕. 

定理 2 的证明   先 证 ( ) ( )1 0 .p pf aσ σ+ ≤ 由

Hadamard 定理, f 可表示成 ( ) ( ) ( )/f z g z d z= , 其中

( ) ( ),g z d z 为整函数, 满足 ( ) ( ) ( )p p pf g gμ μ σ= =≤  

( ) ( ),p pf dσ σ = ( ) ( )1/p pf fλ μ< .由引理 2, 取点 z

满足 z r= 及 ( ) ( ) ( ), , gg z M r g rυ= 表示整函数

( )g z 的中心指标, 则存在 1 个对数测度有限的集合

( )1 1,E ⊂ ∞ , 当 [ ] 10,1z r E= ∉ ∪ 时 , 有(5)式成立 .将

(2)式改写为 
( ) ( )1

1 1 0 ,
k k

k
f f f Fa a a
f f f f

−

−
′

− = + + + −"     (10) 

将(5)式代入(10)式得 
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             (11) 

由引理 3知, 0ε∀ > , 存在 1个有限线性测度的
集合 2 ,E ( ) ( )2 , ,z r E g z M r g= ∉ = 且 r →∞时有(8)

式成立, 并且有 
( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ){ } ( ){ }
( ){ }

,

exp exp
.

exp

q p
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F d
p p

g
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F z d zF z F z d z
f z g z M r g
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μ ε
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−
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因 ( ) ( ) ( )(1/ ) ,p p p pd f f gσ λ μ μ= < = 故可取 ε

满足 ( ) ( )( )0 / 2,p pg dε μ σ< < − 从而有 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }0/ exp expq pF a
p pF z f z r rσ ε σ ε+ +

≤ ≤ .(12) 

由(8), (11)及(12)式可知, 当 [ ] 1 20,1z r E E= ∉ ∪ ∪

且 ( ) ( ), ,g z M r g r= →∞时, 有(9)式成立.又由(9)式

及引理 1和引理 4易知 ( ) ( )1 0p pf aσ σ+ ≤ . 

下证 ( ) ( )1 1 .p pf fλ σ+ += 显然 ( ) ( )1 1p pf fλ λ+ +≤ ≤  

( )1p fσ + .又因 0F ≡/ , 可将方程(2)改写为 
( ) ( )1

1 0
1 1 ,

k k

k
f fa a

f F f f

−

−

⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
"     (13) 

由(13)式易知 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
,1/ ,1/ ,1/ , ,

k

j
j

n r f kn r f n r F n r a
−

=

+ + ∑≤  

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
,1/ ,1/ ,1/ , .

k

j
j

N r f kN r f N r F N r a
−

=
+ +∑≤  (14) 

由(13)式及对数导数引理知, 至多除去 1个线性
测度为有限的集合 3 ,E 对所有 3r E∉ , 有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

0
,1/ ,1/ , log , .

k

j
j

m r f m r F m r a O rT r f
−

=

+ +∑≤ (15) 

由(14)式和(15)式可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,1/ 1 ,1/ ,T r f T r f O kN r f T r F= + + +≤  

( ) ( ){ }
1

0
, log , .

k

j
j

T r a O rT r f
−

=

+∑                 (16) 

当 r充分大时, 将 ( ){ } ( )log , , / 2O rT r f T r f≤ 代

入(16)式, 并由题设条件和引理1可知 ( ) ( )1 1 .p pf fλ σ+ +≥ 从

而 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0p p p pf f f aλ λ σ σ+ + += = ≤ . 

假设有方程(2)的解 ( )1 2 1 2,f f f f≠ 满足 ( )1 1p fσ + <  

( ) ( ) ( )0 1 2 0,p p pa f aσ σ σ+ < , 则 ( )1 1 2p f fσ + − ≤  

( ) ( ){ }1 1 1 2max ,p pf fσ σ+ +  ( )0p aσ< . 而 1 2f f− 是方

程(2)对应齐次方程的解, 由定理 1 证明的第 1 部分
可知 ( ) ( )1 1 2 0 ,p pf f aσ σ+ − ≥ 于是矛盾. 即至多除去

1 个例外解 , 其它所有亚纯解 ( )0f ≡/ 有 ( )1p fλ + =  

( ) ( ) ( )1 1 0 .p p pf f aλ σ σ+ += = 定理 2证毕. 

定理 3 的证明  由于方程(1)的所有解为亚纯函数, 
设{ }1 2, , , kf f f" 为方程(1)的基础解系, 由引理 5有 

( ) ( ){ }( ), log max , ,1 .d nm r a M T r f n k≤ ≤ ≤  

因为 ( )1/ di a pλ < 或 ( ) ( )1/ ,p d p da aλ σ< 所以 

( )lim log , /p dr
m r a

→∞
( )log ,p dr aσ=  

故存在 1个对数测度为无穷的集合 ( )4 1,E ⊂ ∞ , 使得 z =  

4r E∈ ,有 
( ) ( )

4

lim log , / log
r E

p d p dr
m r a r aσ

∈
→∞

= . 

令 ( ) ( ){ }4 4: , , log ,n d nE r r E m r a M T r f= ∈ ≤ ( )1, ,n k= " , 

则 4 4
1

.
k

n
n

E E
=

=∪ 由于 4E 的对数测度为无穷 , 所以必

存 在某个 4nE { }( )1, , ,n k∈ " 不妨设为 4mE , 在

4mr E∈ 上满足 ( ) ( )
4

lim log , / log
r E m

p d p dr
m r a r aσ

∈
→∞

= 和

( ) ( ), log , .d mm r a M T r f≤ 由此可得 ( ) ( )1p d p ma fσ σ +≤ . 

将方程(1)改写为 
( ) ( )

( )

1 1
1 1

1
1 0

(

) /

k dk
d k d

d
a d

a f a f a f

a f a f f

− +
− +

−
−

− = + + + +

+ +

"

"
 

从而可得 

( ) ( ) ( ) ( ), , , log ,d j
j d

T r a CT r f T r a O r
≠

+ +∑≤   (17) 

其中 C 为实常数 .又假设 ( ){max : 0, , 1p ja j kσ = −" 且 
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}j d≠且 ( )p daμ< 及(17)式可得 ( ) ( ).p p df aμ μ≥ 又

因为 ( ) ( )1/ ,p p df aλ μ< 所以 ( ) ( ) ( )1/p p d pf a fλ μ μ< ≤ . 

由 Hadamard 定理 , f 可表示成 ( ) ( ) /f z g z=  

( )d z , 其中 ( ) ( ),g z d z 为整函数 , 满足 ( )p gμ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1/p p p p p pf g f d f fμ σ σ σ λ μ= = <≤ .

由引理 2, 取 z 为 z r= 上的点 , 满足 ( )g z =  

( ) ( ), , gM r g rυ 表示整函数 ( )g z 的中心指标 , 则存

在 1 个对数测度有限的集合 ( )1 1,E ⊂ ∞ , 当 z =  

[ ] 10,1r E∉ ∪ 时, 有(5)式成立. 

由引理 3, 0ε∀ > , 存在 1个有限线性测度的集
合 2E , 当 2z r E= ∉ 且 r充分大时, 有 

( ) ( ){ }+exp p da
j pa z rσ ε

≤ ( )0, , 1j k= −" .   (18) 

由(5), (6)及(18)式可知 , 当 [ ] 1 20,1z r E E= ∉ ∪ ∪ 且

( ) ( ), ,g z M r g r= →∞时, 有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 exp p dak
g pr o kr o rσ ευ ++ +≤ .  (19) 

由(19)式及引理 1和引理 4易知 ( ) ( )1 1p pf gσ σ+ += ≤  

( )p daσ ε+ .根据 ε 的任意性, 可得 ( ) ( )1 .p p df aσ σ+ ≤

从而至少存在 1 个亚纯解 mf 使 ( ) ( )1 .p m p df aσ σ+ =

定理 3证毕. 
定理 4 的证明  由定理 3知 ( ) ( )1p j p df aσ σ+ ≤  

( )1, , ,j k= " 且存在 1 个 jf , 不妨设为 1f ,  满足

( ) ( )1 1 .p p df aσ σ+ = 用文献 [12]的证明方法 ,  可以

证明解空间 { }1 0 ,cf f c+ ∈C 内的解满足 ( )1p fλ + =  

( ) ( )1 ,p p df aσ σ+ = 至多有 1 个例外 .定理 4 证毕 . 
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Abstract: The growth and the distribution of zeros of meromorphic solutions of some classes of higher order lin-
ear differential equations with meromorphic coefficients of iterated orders are investigated. Some results on the it-
erated order of the solutions, which satisfy some conditions are obtained, when the coefficient a0 or ad dominates 
the other coefficients. Our results are extensions on previous results. 
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