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摘要: 运用构造一个非负函数和对复变函数模的积分进行估计的方法，对圆对称函数的对数系数 | bn |进

行了研究，得到估计 | bn |≤An － 1 log( n + 1) ，n = 1，2，…，这里 A是一个绝对常数，指数 － 1 是准确的．
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0 引言

设 S 表示在单位圆 D 内解析且单叶的函数

f( z) = z +∑
∞

n = 2
anz

n所构成的函数族．设 S* 表示 S中

星像函数构成的子族，K 表示 S 中近于凸函数构成
的子族． G表示复平面上包含原点的区域．称 G是圆
对称区域，如果对每个R∈ ( 0，∞ ) ，G∩ { z = R}

或是空集，或是整个圆周{ z = R} ，或是包含 z =
R且关于实轴对称的圆周 G∩ { z = R} 上的一段
圆弧． 文献［1］中定义圆对称函数族 Y: 若 f ∈ S，
f( z) 将 D映射为圆对称区域 G，则称 f( z) 为圆对称
函数，由圆对称函数所构成的函数族称圆对称函数

族．

对 f∈ S，用下面的公式定义函数的对数系数

log ( f( z) z) = 2∑
∞

n = 1
bnz

n ． ( 1)

对数系数的估计在单叶函数的系数研究中有重

要的意义．柯北函数 k( z) = z / ( 1 － z) 2 的对数系数
bn = 1 /n．不等式 | bn |≤ 1 /n对星像函数成立但对
整个 S族甚至就阶而言也不成立． 事实上存在函数
f∈ S，其对数系数 | bn | = O( n－0． 83 ) ［2］．

对函数 f∈ S，记max
| z| = r

f( z) = M( r，f ) ，r ＜ 1．

N． A． Lebedev在文献［3］中证明对 f∈ S，对数系数
成立不等式

∑
∞

n = 1
n bn

2 r2n ≤ 1
2 logM( r，f ) r．

I． M． Milin在文献［4］中进一步猜测对函数 f∈
S有如下不等式

∑
∞

n = 1
n bn

2 r2n ≤ 1
2 logM( r2，f ) r2， ( 2)

并且证明对 S* 的函数( 2) 式的确是成立的． D．

Girela在文献［5］中证明对圆对称函数族 Y，( 2) 式
成立．对于每个单独的对数系数，叶中秋在文献［6］

中证明，如果 f∈ K，对数系数有如下不等式
bn ≤ Alogn n，n = 2，3，…，

这里 A表示一个绝对常数． 文献［7］研究了圆对称
函数的相邻系数问题．文献［8-10］给出对数系数在
研究单叶函数系数中的应用． 本文研究圆对称函数
的对数系数，得到下面的定理．

定理1 设函数 f∈ Y，对数系数由( 1) 式定义，

则

| bn |≤ Alogn n，n = 2，3，…

这里 A表示一个绝对常数，n的指数 － 1 是准确的．

1 引理的证明

为了证明定理，首先给出下面的引理．

引理 1 设函数 f∈ Y， z ＜ 1，则
( ⅰ) Im zf '( z) f( z) ≥ 0，Im z≥ 0;
( ⅱ) Im zf '( z) f( z) ≤ 0，Im z≤ 0．



引理 2 设函数 f∈ Y， z = r ＜ 1，则

I1 = 1
π ∫

π

0
Im zf '( z)

f( z) dθ
≤ A1 log

1
1 － r + A2，

( 3)

I2 = 1
π ∫

2π

π
Im zf '( z)

f( z) dθ
≤ A1 log

1
1 － r + A2，

( 4)
这里 A1 = 6 /π，A2 = 2( 7log2 + 4π) π．

证 记
zf '( z)
f( z) = w( z) ，Re zf '( z)f( z) = u( z) 和

Im zf '( z)
f( z) = v( z) ．由 Cauchy-Riemann条件，有

w( z)
r

= 1
r
v( z)
θ

－ i u( z)
( )θ

．

对任意 1 /2 ≤ r0 ＜ r ＜ 1 和 0 ≤ θ≤ 2π，成立
如下等式

w( reiθ ) － w( r0e
iθ ) = ∫

r

r0

w( z)
r

dr =

1
r ∫

r

r0

v( z)
θ

－ i u( z)
( )θ

dr． ( 5)

从( 5) 式得到

I1 ≤
1
π ∫

π

0
w( z) dθ ≤ 1

π ∫
π

0
w( r0e

iθ ) dθ +

1
π ∫

r

r0

1
r ∫

π

0

v( z)
θ

－ i u( z)
( )θ

dθdr =

I11 + I12 ． ( 6)
现在分别估计( 6) 式右边的 2 个积分． 由单叶

函数的偏差定理，置 r0 = 1 /2，可以得到
I11 ≤ max

0≤θ≤2π
| w( r0e

iθ ) |≤ ( 1 + r0 ) ( 1 － r0 ) = 3．

容易看出

I12 ≤
1
π ∫

r

r0

1
r ( v( re

iθ ) － iu( reiθ ) )
π

0
dr =

1
π ∫

r

r0

1
r w( re

iθ )
π

0
dr ≤

1
π ∫

r

r0

1
r ( w( － r) － w( r) ) dr ≤

1
π log f( － r) + log f( r( ))

r

r0
． ( 7)

由单叶函数的偏差定理，对任意1 /2≤ r0 ＜ r ＜ 1，

log f( z) ≤ log f( z)z + logz ≤

log f( z)z + arg f( z)z + logr + 2π≤

log 1
1 － r + log 1 + r

1 － r + log 1
r + 2π≤

3log 1 + r
1 － r + 2log2 + 2π． ( 8)

由( 8) 式，得到
log f( r0 ) ≤ 5log2 + 2π．

因此

( 7) 式的右边≤ 2
π 3log 1

1 － r + 7log2 + 4( )π ．

这就证明了( 3) 式，用完全同样的方法可以证明( 4)

式．

2 定理 1 的证明

仍然使用引理证明中的记号，显然有等式

w( z) = 2iv( z) + w( z) ． ( 9)

从( 1) 式可以得

w( z) = 1 + zlog( f( z) z) ' = 1 + 2∑
∞

n = 1
nbnz

n ．

( 10)

设 z = reiθ，0 ＜ | z | = r ＜ 1，由( 10) 式有

2nbn = 1
2πi ∫

| z| = r

w( z) z －n－1dz，n = 1，2，…，( 11)

因此，由( 9) 式和( 11) 式得到

2n bn rn = 1
2π ∫

2π

0
( v( z) + 2i w( z) ) e － inθdθ ≤

1
π ∫

2π

0
v( z) e － inθdθ + 1

2π ∫
2π

0
w( z) einθdθ ．

( 12)

显然( 12) 式右边的第2个积分等于0．由引理1

和引理 2，
( 12) 式右边的第 1 个积分≤
1
π ∫

π

0
v( z) dθ + 1

π ∫
2π

π
v( z) dθ =

1
π ∫

π

0
v( z) dθ + 1

π ∫
2π

π
v( z) dθ ≤

2 A1 log
1

1 － r + A( )2 ． ( 13)

令 r = 1 － 1
n + 1，n = 1，2，…，由( 13) 式得到

2 bn 1 － 1
n +( )1

n

≤ 2( A1 log( n + 1) + A2 ) ．

容易看到，存在一个绝对常数 A，使得
bn ≤ An－1 log( n + 1) ，n = 1，2，3，…．

从柯北函数的对数系数 bn = 1 /n，可以看出定
理 1中 n的指数 － 1是不能改进的．这样就完成了定
理 1 的证明．
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The Logarithmic Coefficients of Circularly Symmetric Functions

YE Zhong-qiu
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: A non-negative function and estimate the integration of model of a complex function have been construc-
ted． The logarithmic coefficients | bn | of circularly symmetric functions is discussed by this method． The estimate

| bn |≤An － 1 log( n + 1) ( n = 1，2，3，…) is given，where A is an absolute constants，and the exponent － 1 is sharp．
Key words: univalent functions; circularly symmetric functions; logarithmic coefficient
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