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单位圆内非齐次线性微分方程的振荡解
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摘要: 研究了单位圆内高阶非齐次线性微分方程的振荡解，得到了方程 f( k) + ak－1 f
( k－1) +… + a0 f = F( a0，

a1，…，ak－1 和 F 是单位圆内的亚纯函数) 具有 1 个振荡解空间，其空间中所有解的零点收敛指数为∞，至

多除去 1 个例外值．
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0 引言与结果

线性微分方程复振荡理论的研究始于 1982 年

S． Bank 和 I． Laine 对 2 阶线性微分方程的研究［1］，

此后，国内外许多学者对复平面内线性微分方程的

复振荡性质进行了深入研究，并取得了许多重要成

果． 近些年，对单位圆内线性微分方程的复振荡性质

的研究，也得到了一些重要结果［2-6］． 本文主要研究

的是单位圆内高阶非齐次线性微分方程解的一些性

质．
本文 使 用 复 平 面 和 单 位 圆 上 亚 纯 函 数 的

Nevanlinna 值分布理论的标准符号［7-8］． 假设 Δ =
{ z: | z | ＜ 1} 表示复平面上的单位圆，f 是单位圆内

的亚纯函数． 记 f 在 Δ = { z: | z |≤ r ＜ 1} 内的极点

个数为 n( r，f ) ，重级极点按其重数计算． 相应地，

a∈ C，记 f － a 在 Δ = { z: | z |≤ r ＜ 1} 内的零

点数为 n( r，1 / ( f － a) ) ，重级零点按其重数计算．
定义 1［9］ 定义单位圆 Δ 内的均值函数 m( r，

f ) ，计数函数 N( r，f ) 和特征函数 T( r，f ) 如下:

m( r，f ) = 1
2π∫

2π

0
log + f( reiθ ) dθ，

N( r，f ) = ∫
r

0

n( t，f ) － n( 0，f )
t dt + n( 0，f ) logr，

T( r，f ) = m( r，f ) + N( r，f ) ．
a∈ C，同样可以定义 m( r，1 / ( f － a) ) ，N( r，

1 / ( f － a) ) 和 T( r，1 / ( f － a) ) ．
定义 2 单位圆 Δ 内的亚纯函数 f 的级定义为

ρ( f ) = lim
r→1 －

log + T( r，f ) / log 1
1 － r，

f 的下级为

μ( f ) = lim
r→1 －

log + T( r，f ) / log 1
1 － r．

定义3［10］ 设单位圆 Δ内的亚纯函数 f 的 a-值

点( a∈ C∪ { ∞ } ) 序列的收敛指数为

λ( f － a) = lim
r→1 －

log + N( r， 1
f － a) / log 1

1 － r，

f 的判别 a-值点( a∈C∪ { ∞ } ) 序列的收敛指数为

λ( f － a) = lim
r→1 －

log + N( r， 1
f － a) / log 1

1 － r．

定义 4 设单位圆 Δ 内的亚纯函数 f 是可允许

的，当且仅当

lim
r→1 －

T( r，f ) / log 1
1 － r = ∞，

否则 f 是不可允许的．
定义 5 设 f 为单位圆 Δ 内的亚纯函数，b 为任

一复数，定义 f 在点 b 的亏量为

ΔE ( b，f ) = lim
r→1 －，rE

m( r， 1
f － b) /T( r，f ) ，

其中 E∈［0，1) ，满足∫E dr
1 － r ＜ ∞ ．

定义 6 设 f 为单位圆 Δ 内的亚纯函数，定义 f
在集合 I 上的级为

ρI ( f ) = lim
r→1 －，r∈I

log + T( r，f ) / log 1
1 － r，

其中 I∈［0，1) ，满足∫I dr
1 － r = ∞ ．



1997 年，王跃飞研究了方程

f( k) + ak－1 f
( k－1) + … + a0 f = F ( 1)

的解的级和零点收敛指数的性质，得到了以下结果．
定理 A［11］ 设 a0，a1，…，ak－1 和 F 是整函数，

F 0，f0 是方程( 1) 的解，g1，…，gk 是相应齐次方

程的基础解系．
( ⅰ) 如果 μ( F) ＜ ∞，至少 1 个 aj ( j = 0，1，…，

k － 1) 是超越的，那么存在一函数 gj∈ { g1，…，gk} ，

使得解空间{ cgj + f0，c∈C} 中所有解满足 ρ( f ) =

λ( f ) = λ( f ) = ∞，至多除去 1 个例外值;

( ⅱ) 如果 μ( F) = ∞ 和 ΔE ( 0，F) ＜ 1，E 为有限

测度集，那么存在一函数 gj ∈ { g1，…，gk} ，使得解

空间 { cgj + f0，c ∈ C} 中 所 有 解 满 足 ρ( f ) =
λ( f ) =∞，至多除去 1 个例外值．

注 1 此定理结 果 中 的 ρ( f ) ，μ( F) ，λ( f ) ，

λ( f ) 是用复平面上亚纯函数的级，下级，零点收敛

指数的定义方法［8］ 来定义的，不同于定义2，定义3．
一个自然的问题是: 若方程( 1) 中的 a0，a1，…，

ak－1 和F是单位圆Δ内的亚纯函数，方程的解是否具

有定理 A 的性质?本文将定理 A 中的条件进行了修

改和限制，对这个问题进行了研究，得到了以下结

果．
定理1 设 a0，a1，…，ak－1 和 F 是单位圆 Δ内的

亚纯函数，其中 a0 0，F 0，且 F 在单位圆 Δ 内有

有限多个极点，N( r，aj ) = O{ m( r，aj ) } ( j = 0，1，

…，k － 1) ． f0 是方程( 1) 的解，g1，…，gk 是相应齐次

方程的基础解系，进一步假设方程( 1) 的所有解为

亚纯函数．
( ⅰ) 如果 μ( F) ＜ ∞，至少 1 个 aj ( j = 0，1，…，

k － 1) 是可允许的，那么存在一函数 gj ∈ { g1，…，

gk} ，使得解空间{ cgj + f0，c ∈ C} 中所有解满足

ρ( f ) = λ( f ) = λ( f ) = ∞，至多除去 1 个例外值;

( ⅱ) 如果 μ( F) = ∞ 和ΔE ( 0，F) ＜ 1，其中E∈

［0，1) ，满足∫E dr
1 － r ＜ ∞，那么存在一函数 gj ∈

{ g1，…，gk} ，使得解空间{ cgj + f0，c∈ C} 中所有解

满足 ρ( f ) = λ( f ) = ∞，至多除去 1 个例外值．

1 引理

引理 1 设 a0 (  0) ，a1，…，an－1是单位圆内的

亚纯函数，f1，…，fn 是线性微分方程

f( n) + an－1 f
( n－1) + … + a1 f ' + a0 f = 0 ( 2)

在单位圆内的线性无关亚纯解，则方程( 2) 的系数

aj ( j = 0，1，…，n － 1) 满足

m( r，aj ) = O{ log 1
1 － r + log max

1≤i≤n
T( r，fi ) } ( r E) ，

其中例外集 E∈［0，1) ，满足∫E dr
1 － r ＜ ∞ ．

引理 2 设 φ( r) ≥ 0 是［0，1) 内的非减函数，

其级为 ρ，下级为 μ，且0≤ μ≤ ρ≤∞ ． 假设 rn，r'n 是

2 个趋于 1 的递增数列，使得

lim
n→∞

log + φ( rn )

log 1
1 － rn

= ρ，lim
n→∞

log + φ( r'n )

log 1
1 － r'n

= μ

成立，那么k( 0 ＜ k ＜ 1) ，有

lim
r→1 －，r∈I0

log + φ( r)

log 1
1 － r

= ρ， lim
r→1 －，r∈I1

log + φ( r)

log 1
1 － r

= μ

成立，其 中 I0 =∪
∞

n = 1
［rn，1 － k( 1 － rn) ］ 和 I1 =

∪
∞

n = 1
［1 － 1

k ( 1 － r'n ) ，r'n］均满足∫Ii
dr

1 － r = ∞ ( i =

0，1) ．
证 设 r∈［rn，1 － k( 1 － rn ) ］，则有

log + φ( rn )

log 1
1 － ［1 － k( 1 － rn) ］

≤ log + φ( r)

log 1
1 － r

，

而

ρ = lim
n→∞

log + φ( rn )

log 1
1 － ［1 － k( 1 － rn) ］

=

lim
n→∞

log + φ( rn )

log 1
k + log 1

1 － rn

≤ lim
r→1 －，r∈I0

inf log
+ φ( r)

log 1
1 － r

，

并且

lim
r→1 －，r∈I0

sup log
+ φ( r)

log 1
1 － r

≤ ρ，

所 以 ρ = lim
r→1 －，r∈I0

log + φ( r)

log 1
1 － r

， 其 中 ∫I0
dr

1 － r =

∑
∞

n = 1
∫
1－k( 1－r n)

rn

dr
1 － r = ∑

∞

n = 1
( － lnk) = ∞ ．

类似地可证明 lim
r→1 －，r∈I1

log + φ( r)

log 1
1 － r

= μ．

引理 3 设 f 为单位圆 Δ 内的亚纯函数且 k ∈
N，则有

m( r，f( k) / f) = S( r，f ) = O{ log + T( r，f ) } +

O{ log 1
1 － r} ，
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至多除去1 个例外集 E∈［0，1) ，满足∫E dr
1 － r ＜ ∞ ．

如果 f 为有限级，则有

m( r，f( k) / f) = O{ log 1
1 － r} ．

引理 4 设 f 为单位圆 Δ 内的亚纯函数，对 a∈
C 和 f a 有

T( r，1 / ( f － a) ) = T( r，f ) + O( 1) ．
引理5 设 a0，a1，…，ak－1 和 F 是单位圆 Δ内的

亚纯 函 数，F  0，k ≥ 1，N( r，aj ) = O{ m( r，aj ) }

( j = 0，1，…，k － 1) ，如果 f 为方程( 1) 的解，则有

T( r，F) ≤ m( r，f ) + m( r) + N( r，F) +

O{ log + T( r，f ) + log 1
1 － r} ，r E; ( 3)

T( r，f ) ≤ N( r，1 / f) + m( r，1 /F) + m( r) +

O{ log + T( r，f ) + log 1
1 － r} ，r E; ( 4)

T( r，f ) ≤ kN( r，1 / f) + T( r，F) + T( r) +

O{ log + T( r，f ) + log 1
1 － r} ，r E， ( 5)

其中 m( r) =∑
k－1

j = 0
m( r，aj ) ，T( r) =∑

k－1

j = 0
T( r，aj ) ，E∈

［0，1) ，满足∫E dr
1 － r ＜ ∞ ．

证 根据引理 3 和( 1) 式，有

F = f( f
( k)

f + ak－1
f( k－1)

f + … + a0 ) ， ( 6)

m( r，F) ≤m( r，f ) + m( r) + O{ log + T( r，f ) +

log 1
1 － r} ，r E，

因此

T( r，F) ≤ m( r，f ) + m( r) + N( r，F) +

O{ log + T( r，f ) + log 1
1 － r} ，r E，

所以( 3) 式成立．
由( 6) 式得

m( r，1f ) = m( r，F
f ·

1
F ) ≤ m( r，F

f ) +

m( r，1F ) ≤ m( r，1F ) + m( r) +

O{ log + T( r，f ) + log 1
1 － r} ，r E， ( 7)

再由( 7) 式，T( r，f ) = m( r，f ) + N( r，f ) 和引理 4
得

T( r，f ) ≤ N( r，1f ) + m( r，1F ) + m( r) +

O{ log + T( r，f ) + log 1
1 － r} ，r E，

所以( 4) 式成立．
如果 z0 为 f 的 α( ＞ k) 阶零点，不是 a0，a1，…，

ak－1 的极点，那么 z0 为方程( 1) 中F 的 α － k 阶零点，

因此

n( r，1f ) ≤ kN( r，1f ) + n( r，1F ) +∑
k－1

j = 0
n( r，aj ) ，

N( r，1f ) ≤ kN( r，1f ) + N( r，1F ) +∑
k－1

j = 0
N( r，aj ) ．

( 8)

由( 4) 式和( 8) 式得

T( r，f ) ≤ kN( r，1f ) + N( r，1F ) +∑
k－1

j =0
N( r，aj ) +

m( r，1F ) + m( r) + O{ log + T( r，f ) +

log 1
1 － r} ≤ kN( r，1f ) + T( r，F) + T( r) +

O{ log + T( r，f ) + log 1
1 － r} ，r E，

所以( 5) 式成立．

2 定理的证明

定理1的证明 ( ⅰ) 设 f0 是方程( 1) 的1 个解，

g1，…，gk 是相应齐次线性方程

f( k) + ak－1 f
( k－1) + … + a0 f = 0

的线性无关解． 由于( 1) 式所有解为亚纯函数，所以

g1，…，gk 都为亚纯函数，由引理 1 知，

m( r，aj ) = O{ log 1
1 － r + log［max

1≤v≤k
T( r，gi ) ］} ，

r E;

m( r) = O{ log 1
1 － r + log［max

1≤v≤k
T( r，gi ) ］} ，

r E， ( 9)

其中m( r) =∑
k－1

j = 0
m( r，aj ) ． 另一方面，由引理2 知，存

在 1 个集合 I1，满足∫I1
dr

1 － r = ∞，使得

lim
r→1－，r∈I1

log+ T( r，F) / log 1
1 － r = μ( F) ＜ ∞ ． ( 10)

由( 9) 式知，存在一函数，不失一般性，设为 g1，

g1 ∈ { gv}
k
v = 1 和 I1 的子集 I2，I2 仍满足∫I2

dr
1 － r = ∞，

使得

m( r) = O{ logT( r，g1) + log 1
1 － r} ，r∈ I2 ． ( 11)

定义集合 G = { fc fc = cg1 + f0，c∈C} ，显然 G
中每个 fc 都满足方程( 1) ． 现证明对任意 2 个函数
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fα，fβ∈G( α≠ β) ，fα 或 fβ 具有性质 ρ( f ) = λ( f ) =
λ( f ) = ∞ ．

因为 fα = ( α － β) g1 + fβ，所以

T( r，g1) = T( r，
fα － fβ
α － β

) ≤ T( r，fα) + T( r，fβ) + O( 1) ．

( 12)

假设存在 I2 的子集 I3，I3 满足∫I3
dr

1 － r = ∞，使得

T( r，fβ ) ≤ T( r，fα ) ，r∈ I3 ( 13)

成立，否则考虑 fβ ． 由( 12) 式和( 13) 式得

T( r，g1 ) ≤ 2T( r，fα ) + O( 1) ，r∈ I3 ． ( 14)

如果 ρI3 ( fα ) ＜ ∞，由( 11) 式和( 14) 式知

m( r) = O{ logT( r，g1 ) + log 1
1 － r} =

O{ log［2T( r，fα) ］+ log 1
1 － r + O( 1) } =

O{ log 1
1 － r} ，r∈ I3 ．

又因为N( r，aj ) = O{ m( r，aj ) } ( j = 0，1，…，k － 1) ，

所以有

T( r，aj ) = N( r，aj ) + m( r，aj ) = O{ m( r，aj ) } ．
从而

T( r) = O{ log 1
1 － r} ，r∈ I3， ( 15)

其中T( r) =∑
k－1

j = 0
T( r，aj ) ，所以 a0，a1，…，ak－1 肯定都

为不可允许的，与 a0，a1，…，ak－1 中至少有 1 个 aj 为

可允许的函数矛盾． 因此

ρI3 ( fα ) = ∞ ． ( 16)

现对 fα 应用引理 5 得

T( r，fα ) ≤ kN( r，1 / fα ) + T( r，F) + T( r) +

O{ log + T( r，fα ) + log 1
1 － r} ，r E，

( 17)

其中 E∈［0，1) ，满足∫E dr
1 － r ＜ ∞ ．

令 I4 = I3 \E，则∫I4
dr

1 － r = ∞，从( 10) 式，( 15)

式和( 17) 式知，当 r∈ I4 且 r→ 1 － 时，有

T( r，fα ) ≤ kN( r，1fα
) + ( 1

1 － r)
μ( F) +1 + T( r) +

O{ log + T( r，fα ) + log 1
1 － r} ≤ kN( r， 1

fα
) +

( 1
1 － r)

μ( F) +1 + O{ log + T( r，fα ) + log 1
1 － r} ． ( 18)

因此由( 16) 式和( 18) 式得

λ( fα ) = λ( fα ) = ∞ ．

定理 1 的( ⅰ) 得证．
( ⅱ) 由( 9) 式知，存在一函数，不失一般性，设

为 g1，g1 ∈ { gv}
k
v = 1 和 J0，满足∫J0

dr
1 － r = ∞，使得

m( r) = O{ logT( r，g1 ) + log 1
1 － r} ，r∈ J0 ．

对任意2 个函数 fα，fβ∈ G( α≠ β) ( G 如( ⅰ) 中

所定义) ，可以假设存在 J0 的子集 J1，J1 满足

∫J1
dr

1 － r = ∞，使得

T( r，fβ ) ≤ T( r，fα ) ，r∈ J1
成立，否则考虑 fβ，类似于( ⅰ) 的证明可得

m( r) = O{ log［2T( r，fα) ］+ log 1
1 － r + O( 1) } ，

r∈ J1 ． ( 19)

另一方面，由于 ΔE ( 0，F) ＜ 1，取 ε ＞ 0，使得

ΔE ( 0，F) ＜ ( 1 － 2ε － ε2 ) ( 1 + ε) ，令 δ0 = ( 1 －
2ε －ε2 ) ( 1 + ε) － ΔE ( 0，F) ＞ 0，由ΔE ( 0，F) 的定

义可知，当 r→ 1 － 时，有
m( r，1 /F)
T( r，F)

≤ ΔE ( 0，F) + ε，r E，

即

m( r，1 /F) ≤ ( ΔE ( 0，F) + ε) T( r，F) ，r→ 1 － ，

r E． ( 20)

由引理 5 中的( 3) 式和( 19) 式得

T( r，F) ≤ m( r，fα ) + m( r) + N( r，F) +

O{ log + T( r，fα ) + log 1
1 － r} ≤

m( r，fα ) + N( r，F) + O{ log + T( r，fα ) +

log 1
1 － r} ≤ ( 1 + ε) T( r，fα ) +

N( r，F) + O{ log 1
1 － r} ，r→ 1 － ． ( 21)

由引理 5 中的( 4) 式和( 19) 式得

T( r，fα ) ≤ N( r，1 / fα ) + m( r，1 /F) +

O{ log + T( r，fα ) + log 1
1 － r} ，r∈ J1 \E1，

其中 E1 ∈［0，1) ，满足∫E1
dr

1 － r ＜ ∞ ．

即

( 1 － ε) T( r，fα ) ≤ N( r，1 / fα ) + m( r，1 /F) +

O{ log 1
1 － r} ，r∈ J1 \E1，r→ 1 － ． ( 22)

令 E0 = E∪ E1，则∫E0
dr

1 － r ＜ ∞ ． 由( 21) 式和

( 22) 式可得

T( r，F) ≤ 1 + ε
1 － ε

( N( r，1 / fα ) + m( r，1 /F) +
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O{ log 1
1 － r} ) + N( r，F) + O{ log 1

1 － r} ． ( 23)

因为 F 有有限多个极点，所以

N( r，F) = O( 1) ． ( 24)

由( 20) 式，( 23) 式和( 24) 式得

1 － ε
1 +( )ε － ΔE ( 0，F) －( )ε T( r，F) ≤

N( r，1fα
) + O{ log 1

1 － r} ，

即

δ0T( r，F) ≤ N( r，1fα
) + O{ log 1

1 － r} ，

r∈ J1 \E0，r→ 1 － ．
因为 μ( F) = ∞，得 λ( fα ) = ∞ ． 从而 λ( fα ) =

ρ( fα ) = ∞ ． 所以定理 1 的( ⅱ) 得证．
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Oscillatory Solutions of Nonhomogeneous Linear
Differential Equation in the Unit Disc

XIAO Li-peng，LI Ming-xing
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The oscillatory solutions of higher-order nonhomogeneous linear differential equation in the unit disc are
discussed． Results concerning the equation f( k) + ak－1 f

( k－1) + … + a0 f = F ( where a0，a1，…，ak－1 and F are mero-
morphic functions in the unit disc) ，and possessing an oscillatory solution subspace in which all solutions ( which at
most one exception) have infinite exponent of convergence of zeros are obtained．
Key words: unit disc; linear differential equations; meromorphic function; exponent of convergence of zero-sequence
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