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3 次 Hermite 曲线逼近 Conic 曲线段有关性质
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摘要: 利用 Hermite 多项式逼近法研究使用 3 次 Hermite 曲线逼近有理 Conic 曲线段的方法，推导 3 次

Hermite 曲线与 Conic 曲线段在端点处具有 G2 连续性、在中点具有 G1 连续性、保形几何属性需要满足的

条件以及误差函数计算公式，通过多组不同类型的对比试验进一步证明了所述的关于用 3 次 Hermite 曲

线逼近 Conic 曲线段有关性质的有效性．
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0 引言

Conic 曲线段是一种用 2 次有理多项式( Ration-
al Spline) 形式表达的常见参数曲线，对于有理多项

式表示的曲线来说，求交计算和计算曲线上点并不

是非常高效，所以虽然 Conic 曲线段常用来建立曲

线和曲面模型，仍然有必要研究使用多项式形式

( Polynomial Spline) 表示的曲线逼近使用有理多项

式表示的曲线的问题［1-3］，这不仅是因这 2 种表示参

数曲线的方法各自有着独有的特性和优势，也是因

为不同曲线设计系统之间经常需要交换数据．
3 次 Hermite 曲线( 又称 Ferguson 曲线) 是工程

上常用的曲线类型，它的系数矩阵是由端点位置和

端点的切矢量构成的，具有非常好的几何设计特性．
M． S． Floter 在 1997 年提出使用多项式曲线逼近有

理多项式，但他的研究重点在使用奇数次多项式曲

线逼近有理多项式通用性质方面，并没有就具体次

数、具体类型的多项式样条曲线逼近 Conic 曲线段

等一些细节问题予以讨论［4-6］． 本文对用 3 次 Her-
mite 曲线逼近 Conic 曲线段的问题进行详细地讨

论，推导出在端点处具有 G2 连续性、在中点具有 G1

连续性和保形几何属性需要满足的条件，并给出了

误差函数的计算公式，最后通过多组不同参数组合

的对比试验进一步证明了关于用 3 次 Hermite 曲线

逼近 Conic 曲线段有关性质的有效性．

1 Conic 曲线段和 Hermite 曲线

定义 1 Conic 曲线段的一般定义形式为

r( t) =
w0B0( t) p0 +w1B1( t) p1 +w2B2( t) p2

w0B0( t) +w1B1( t) +w2B2( t)
， ( 1)

其中 p0，p1，p2 是控制点，w0，w1，w2 为各个控制点的

权重，其 值 均 大 于 0，B0 ( t ) = ( 1 － t ) 2，B1 ( t ) =
2t( 1 － t) ，B2 ( t) = t2 为 2 次 Bezier 曲线的基函数．

定义 2 将( 1) 式所表示的有理 2 次曲线通过

改变权重系数和重新参数化可转换为标准形式的有

理曲线:

r( t) =
B0 ( t) p0 + wB1 ( t) p1 + B2 ( t) p2

B0 ( t) + wB1 ( t) + B2 ( t) ， ( 2)

其中当 w ＜ 1 时表示椭圆，当 w = 1 时表示抛物线，

当 w ＞ 1 时表示双曲线． w 是曲线性质决定因素．
定义 3 3 次 Hermite 曲线 H( t) 可以表示为

H( t) =［H1 ( t) ，H2 ( t) ，H3 ( t) ，H4 ( t) ］［H( 0 ) ，

H( 1) ，H'( 0) ，H'( 1) ］，t∈［0，1］，( 3)

其中［H1 ( t) ，H2 ( t) ，H3 ( t) ，H4 ( t) ］是由基函数组成

的矩阵，矩阵元素具体的定义如下:

H1 ( t) = 2t3 － 3t2 + 1，H2 ( t) = － 2t3 + 3t2，

H3 ( t) = t3 － 2t2 + t ，H4 ( t) = t3 － t2 ．
［H( 0) ，H( 1 ) ，H' ( 0 ) ，H' ( 1) ］是系数矩阵，矩阵元



素 H( 0) ，H( 1 ) 分别为 Hermite 曲线在起点和终点

位置的坐标，矩阵元素 H'( 0) ，H'( 1) 分别是 Hermite
曲线在起点和终点位置的切矢量坐标．

2 用 3 次 Hermite 曲线逼近 Conic 曲
线段

2． 1 在端点处具有 G2 连续性

由于 3 次 Hermite 曲线的系数矩阵的构成条件

就是 起 终 点 位 置 和 切 矢 量，所 以 用 Hermite 逼 近

Conic 曲 线 段 在 端 点 处 具 有 G1 连 续 的 条 件［7］ 分

别为

H( 0) = r( 0) ，H'( 0) = α0 r'( 0) ， ( 4)

H( 1) = r( 1) ，H'( 1) = α1 r'( 1) ． ( 5)

如果在端点处具有 G2 连续的条件还需要满足

以下条件

H″( 0) = α2
0 r″( 0) + β0 r'( 0) ， ( 6)

H″( 1) = α2
1 r″( 1) + β1 r'( 1) ， ( 7)

其中 α0，α1，β0，β1 均为比例系数，t = 0，t = 1 分别表

示参数曲线的起终点，即端点．
定理 1 用 3 次 Hermite 曲线逼近 Conic 曲线段

在端点处具有 G2 连续性需要满足以下条件

α2
0 + α0α1 + α

2
1 = 3， ( 8)

其中系数 α0，α1 的定义与( 4) 式、( 5) 式相同．
证 根据定义 2，当 t = 0，t = 1 时 Conic 曲线段

在端点处的坐标、切矢量的坐标、曲率分别为

r( 0) = p0，r( 1) = p2， ( 9)

r'( 0) = 2w( p1 － p0 ) ，r'( 1) = 2w( p2 － p1 ) ，( 10)

r″( 0) = ( 4w － 8w2 ) ( p1 － p0 ) + 2( p2 － p0 ) ，

r″( 1) = ( － 4w + 8w2 ) ( p2 － p1 ) － 2( p2 － p0 ) ．
( 11)

根据定义 3，将( 3) 式关于 t 求 2 阶导得

H″( t) =［12t － 6，－ 12t + 6，6t － 4，6t － 2］［p0，

p2，α0·2w( p1 － p0 ) ，α1·2w( p2 － p1) ］．
( 12)

将 t = 0，t = 1 代入( 12) 式可以得到 Hermite 曲

线在端点处的 2 阶导数为

H″( 0) = － 6p0 + 6p2 － 8α0w ( p1 － p0 ) － 4α1w ( p2 －
p1 ) ， ( 13)

H″( 1) = 6p0 － 6p2 + 4α0w( p1 － p0 ) + 8α1w( p2 － p1 ) ．
( 14)

将( 9) ～ ( 11) 式对应项代入( 6 ) 式和( 7 ) 式也

可以得到 Hermite 曲线在端点处的 2 阶导数为

H″( 0) = α2
0［( 4w － 8w2 ) ( p1 － p0 ) + 2( p2 － p0) ］+

β0·2w( p1 － p0 ) ， ( 15)

H″( 1) = α2
1［( － 4w + 8w2 ) ( p2 － p1 ) － 2( p2 － p0) ］+

β1·2w( p2 － p1 ) ． ( 16)

因为( p2 － p0 ) ( p1 － p0 ) = ( p2 － p1 ) ( p1 － p0 ) =
( p2 － p1 ) ( p2 － p0 ) ，所以( 13 ) 式与( 15 ) 式联立后化

简得

3 － 2α1w = α2
0 ． ( 17)

同理，将( 14) 式与( 16) 式联立后化简得

3 + 2α0w = α2
1 ． ( 18)

将( 17) 式与( 18) 式联立，进一步化简为

3( α1 + α0 ) = α3
0 + α

3
1， ( 19)

消去( 19) 式中的因子( α1 + α0 ) ，定理 1 得证．
也就是说采用 3 次 Hermite 曲线逼近 Conic 曲

线段在端点处的具有 G2 连续性需要满足( 8 ) 式条

件即可，可以看出它与 Conic 曲线段的类型决定因

素 w 没有任何关系，而只与比例系数 α0，α1 有关．

2． 2 中点重合条件

曲线的中点又称为肩点，它是曲线上一个重要

的位置［7-8］．
定理 2 用 3 次 Hermite 曲线逼近 Conic 曲线段

在中点重合时应该满足的条件为

α0 = α1 = 2 / ( 1 + w) ， ( 20)

其中系数 α0，α1 的定义与( 4 ) 式、( 5 ) 式相同，w 的

定义与( 2) 式相同．
证 将 t = 1 /2 代入( 2) 式得

r( 1 /2) = 1
2( 1 +w)

p0 +
w

( 1 +w)
p1 +

1
2( 1 +w)

p2 ． ( 21)

将 t = 1 /2 代入( 3) 式得

H ( 1 /2) = 1
2 p0 +

1
2 p1 +

1
4 α0w( p1 － p0 ) －

1
4 α1w( p2 － p1 ) = 1

2 － 1
4 α0( )w p0 +

1
4 α0w + 1

4 α1( )w p1 +
1
2 － 1

4 α1( )w p2 ． ( 22)

联立( 21) 式和( 22) 式化简得( 20) 式．
定理 2 得证．
从( 20) 式中可以看成 α0 = α1 的取值与 Conic

曲线段的类型决定因素 w 相关．
2． 3 中点 G1 连续性条件

定理 3 用 3 次 Hermite 曲线逼近 Conic 曲线段

在中点具有 G1 连续应该满足( 20) 式．
证 在中点具有 G1 连续的条件除了要求中点

处重合外还需要满足公式:

r'( 1 /2) H'( 1 /2) = 0． ( 23)

将( 2) 式对 t 求导得
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r'( t) =
B0 ( t) p0 + wB1 ( t) p1 + B2 ( t) p2

B0 ( t) + wB1 ( t) + B2 ( t( ))
'，

将 t = 1 /2 代入上式，并化简得

r'( 1 /2) = p2 － p0 ． ( 24)

将( 3) 式对 t 求导并将 t = 1 /2 代入得

H'( 1 /2) = 3
2 ( p2 － p0 ) － 1

2 α0w( p1 － p0 ) －

1
2 α1w( p2 － p1 ) ． ( 25)

将( 24) 式和( 25) 式代入( 23) 式并化简得

1
2 α0w － 1

2 α1w = 0． ( 26)

由( 20) 式和( 26 ) 式可知，当 α0 = α1 = 2 / ( 1 +
w) 时，在中点处具有 G1 连续性．

2． 4 保形条件

定理 4 用 3 次 Hermite 曲线逼近 Conic 曲线段

要具有保形性质需要满足条件为 α0 = α1 = 1，其中

系数 α0，α1 的定义与( 4 ) 式、( 5 ) 式相同，w 的定义

与( 2) 式相同

证 保形的条件为

dH( t)
dt × ( p2 － p0 ) = 0， ( 27)

H( 1 /2) = r( 1 /2) ． ( 28{
)

( 27) 式展开化简为

( 6t2 － 6t) p0 + ( － 6t2 + 6t) p2 + ( 3t2 － 4t + 1 ) ·
α0·2w( p1 － p0 ) + ( 3t2 － 2t) α1·2w( p2 － p1 ) －
( 3t2 － 4t + 1) α0 + ( 3t2 － 2t) α1 = 0． ( 29)

将( 29) 式联立( 20 ) 式得 t = 1 /2． 也就是说，当

t = 1 /2时 H( t) 导数为 0，所以使用 Hermite 曲线逼近

Conic 曲线段具有保形的特性．
如果要同时具有保形和在端点位置具有 G2 连

续性，那么( 8 ) 式和( 28 ) 式需要联立解方程，得到

α0 = α1 = 1，w = 1 这一组特解，即当 Conic 曲线段是

抛物线时才成立． 一般地，使用 3 次 Hermite 曲线逼

近 Conic 曲线段不能同时保证在端点具有 G2 连续

性和在中点具有 G1 连续性．

3 逼近的误差及其分析

3． 1 误差计算公式

定理 5 使用 3 次 Hermite 曲线段逼近 Conic 曲

线段，Hermite 曲线可以写成为

H( t) = K0 ( t) p0 + K1 ( t) p1 + K2 ( t) p2， ( 30)

其中 K0 ( t) = ( H1 ( t) － H3 ( t) α0·2w ) ，K1 ( t) =
( H3 ( t) α0·2w － H4 ( t) α1·2w) ，K2 ( t) = ( H2 ( t) +

H4 ( t) α1·2w) ．
证 将( 4) 式和( 5) 式代入( 3) 式得

H( t) =［H1 ( t) ，H2 ( t) ，H3 ( t) ，H4 ( t) ］［p0，p2，

α0·2w( p1 － p0 ) ，α1·2w( p2 － p1 ) ］，

将其化简得函数和控制点乘积形式为

H( t) = ( H1 ( t) － H3 ( t) α0·2w) p0 +
( H3 ( t) α0·2w － H4 ( t) α1·2w) p1 +
( H2 ( t) + H4 ( t) α1·2w) p2 ．

定理 5 得证．
由于 3 次 Hermite 曲线可以写成 ( 30 ) 式的形

式，3 次 Hermite 曲线段逼近 Conic 曲线段的误差函

数［9］可由下式计算:

dH ( H，r) ≤ 1
4 max 1

w2，( )1 ·
max

t∈［0，1］
f( H( t) ) p0 － 2p1 + p2 ，0 ＜ w≤3， ( 31)

其中 f( H( t) ) = K2
1 ( t) － 4w2K0 ( t) K2 ( t) ，f( H( t) ) 函

数是用来计算 Hermite 曲线上某点用重心坐标表示

时的误差值，dH ( H，r) 为 Hermite 曲线 H( t) 与 Conic
曲线 r( t) 之间的 Hausdorff 距离，其值大小直接反映

逼近效果． 在具体应用过程中，可以预先设置误差上

限的阈值，通过计算 ( 31 ) 式，如 果 发 现 待 逼 近 的

Conic 曲线段超过了阈值，可以先将其细分后再用 3
次 Hermite 曲线逼近．

3． 2 误差函数分析

根据( 31) 式可知，使用 3 次 Hermite 曲线逼近

Conic 曲线段的误差范围主要取决于 f( H( t) ) 部分

的函数值，而该部分如将公式直接展开将是 1 个最

高次数为 6 的复杂多项式，要取它的最大值需要对

这个多项式求导并求零值点，然后再筛选出极值点．
这种方法求取比较复杂，本文所采用的方法是直接

使用数值计算的方法［10-11］，将 f( H( t) ) 作为定义在

t∈［0，1］上的函数，并将该函数的图形详细绘制出

来后再分析． 具体地，在 f( H( t) ) 函数中将按照 w 与

α0，α1 是 否 相 关 对 参 数 w，α0，α1 分 为 2 种 情 况

考虑．
试验 1 设 α0 = α1 = 2 / ( 1 + w) ，即与 w 相关，

让 w 取值变换，所绘制的图形如图 1 所示． 误差值

在 t = 0． 5 处取得最小值，这是因为根据 ( 20 ) 式

Hermite逼近 Conic 曲线段的时候在 t = 0． 5 处的点

重合所致; 误差值在 t≈0． 2，t≈0． 8 处取得最大值，

误差上限的数量级为 10 －2 ． 另外，从图 1 中可以看

出当 w ＞ 1 时误差值的整体幅度随 w 值的增大而增

大，误差数量级为 10 －2 ; 但当 w = 1 时是一个非常特

殊的临界点，这时 α0 = α1 = 1 误差值恒等于 0． 实际
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上，只有 w 的取值在 1 附近且 α0 = α1 = 2 / ( 1 + w)

时，逼近 效 果 非 常 好，一 般 误 差 上 限 的 数 量 级 为

10 －4 ． 当 w ＜ 1 时又开始有误差值，并且随者 w 值的

减少而变大，误差数量级为 10 －2 ．

( a) w ＜ 1，α0 = α1 = 2 / ( 1 + w) ( b) w ＞ 1，α0 = α1 = 2 / ( 1 + w)

图 1 α0，α1 与 w 相关

试验 2 设 w 值不与 α0，α1 值相关． 绘制的图

形如图 2 所示． 从图 2 可以看出除了端点处以外，误

差曲线没有取零值的地方，也就是说 Hermite 曲线

与 Conic 曲线段没有共同的交点． 当w ＞ 1时，α0 /α1

值越大，误差曲线函数值越大，逼近效果越差; 当

w ＜ 1时，α0 /α1 值如果大于 1，其值越大，误差曲线函

数值越大，逼近效果越差; 当 w ＜ 1 时，α0 /α1 值如果

小于 1，其值越小，误差曲线函数值越大，逼近效果

越差．

( a) w = 0． 5，α0 /α1 ＞ 1 的误差函数曲线 ( b) w = 2，α0 /α1 ＞ 1 的误差函数曲线

( c) w = 0． 5，α0 /α1 ＜ 1 的误差函数曲线 ( d) w = 2，α0 /α1 ＜ 1 的误差函数曲线

图 2 α0，α1 与 w 无关
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4 试验数据及其分析

为了比较 3 次 Hermite 曲线逼近 Conic 曲线段

的整体效果，按照 w 的取值把试验分成 3 组完成［12］

( 所有的试验的控制点均为 p0 = ( 1，1 ) ，p1 = ( 2． 5，

2) ，p2 = ( 2，1) ) ．
A 组 设定 w = 0． 5，α0，α1 可变． 绘制的图形如

图 3( a) 所示． 可以看出图中参数是 α0 = 1． 55，α1 =

0． 5 的 Hermite 逼 近曲线具有 G2 连续性，但其 与

Conic 曲线段存在较大的误差，α0≠α1 且 α0 /α1 ＞ 1，

这一点也可以从图 2 中 得 到 映 证; 当α0 = α1 = 2 /
( 1 + w) = 4 /3 时绘制的 Hermite 逼近曲线与 Conic
曲线段在中点处具有 G1 连续性，逼近效果较好，图

中其它曲线反映了 α0 /α1 值越大误差也越大的这种

特点．

( a) w = 0． 5 ( b) w = 2

图 3 G2，G1Hermite 逼近曲线

B 组 设定 w = 2，绘制的图形如图 3 ( b) 所示．
它的基本情况和当 w = 0． 5 时类似，但由于 w 值较

大，Hermite 逼近曲线的误差较大; 可以看出图中参

数是 α0 = 1． 55，α1 = 0． 5 的 Hermite 逼近曲线具有

G2 连续性，但其与原 Conic 曲线段存在较大的误差;

当 α0 = α1 = 2 /3 时绘制的 Hermite 逼近曲线与 Conic
曲线段逼近效果较好，并且 Hermite 逼近曲线在 t =
0. 5 时与 Conic 曲线段重合． 其它情况的曲线反映了

α0 /α1 值越大误差也越大的情况．
C 组 设定 w = 1． 绘制的图形如图 4 所示． 其

中当 α0 = α1 = 1 时是非常特殊的取值情况，因为满

足这组取值的 Hermite 逼近曲线将能与 Conic 曲线

段在端点处具有 G2 连续性和在中点具有 G1 连续

性; 另外，当 α0≠α1 时，Hermite 逼近曲线与 Conic 曲

线段将有非常大的误差，比值 α0 /α1 ＞ 1 逼近曲线在

Conic 曲线段外部，α0 /α1 ＜ 1 在 Conic 曲线段内部．
特殊 地，利 用 3 次 Hermite 曲 线 逼 近 1 /4

圆［13-14］的效果和误差如图 5 所示，Conic 曲线段的

控制点为 p0 = ( 0，1 ) ，p1 = ( 1，1 ) ，p2 = ( 1，0 ) ，w =

槡2 /2，α0 = α1 = 2 / ( 槡1 + 2 /2 ) ． 从图中可以看出逼近

效果非常好，最大的误差上限值仅为 5． 4 × 10 －4 ．

( c) α0 = x，α1 = 1 ( d) α0 = 1，α1 = x

图 4 当 w = 1 时 Hermite 曲线逼近效果
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( a) 逼近效果 ( b) 误差曲线

图 5 Hermite 曲线逼近 1 /4 单位圆

5 结束语

主要讨论了利用常见 3 次 Hermite 曲线这种特

定类型的曲线逼近 Conic 曲线段，并推导了在端点

具有 G2 连续性、中点具有 G1 连续性、保形性 3 种几

何条件性质需要满足的条件． 本文的结论可以直接

扩展到曲面的情况，采用本文讨论问题的方法还可

以推广到用更高阶的 Hermite 曲线逼近 Conic 曲线

段情况，在用高阶 Hermite 曲线逼近中，由于阶数升

高，将能在端点处、中点处和保形方面取得更高的几

何连续性的结论，但计算复杂度将大大增加．
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