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单位圆内高阶齐次线性微分方程解与不动点的研究
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摘要: 讨论了系数是单位圆内的解析函数的高阶齐次线性微分方程解及解的 1 次导数和 2 次导数与其
不动点之间的关系，并获得了它们之间的精确估计．
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0 引言

假设读者熟悉单位圆内的 Nevanlinna 理论和记
号及系数是单位圆内的解析系数的高阶线性微分方

程解的增长性．近年来国内外有许多研究者做了很
多有益的工作［1-11］，本文在他们研究的基础上，继续

讨论单位圆内高阶齐次线性微分方程解与不动点的

关系问题，并获得了高阶齐次线性微分方程解以及

它们的 1 阶导数和 2 阶导数取其不动点的收敛指数
的精确估计．
假设读者熟悉单位圆 Δ = { z: z ＜ 1} 和全平面

C上亚纯函数的 Nevanlinna值分布理论的基本结果
和标准符号［1-18］，并使用 σ( f) 和 σ2 ( f) 分别表示亚
纯函数 f( z) 的增长级和超级，用 λ( f) 表示 f( z) 的零
点收敛指数，用 λ ( f) 表示 f ( z ) 的不同零点收敛
指数．

1 定义与定理

定义 1 单位圆 Δ内的亚纯函数 f( z) 的级定义
为 σ( f) = lim

r→1 －
log + T( r，f) log ( 1 － r) － 1，对于单位

圆 Δ内的解析函数 f( z) 的级定义为
σM ( f) = lim

r→1 －
log + log + M( r，f) log( 1 － r) － 1，

其中 M( r，f) 是 f( z) 在单位圆 Δ内的最大模．
定义 2 设 f( z) 是单位圆 Δ 内的亚纯函数，如

果 σ( f) = lim
r→1 －

T( r，f) log( 1 － r) － 1 = +，则称 f( z) 是

可允许的; 反之，若上式不成立，则称 f( z) 是不可允

许的．
定义 3 单位圆 Δ内的亚纯函数 f( z) 的超级定

义为 σ2 ( f) = lim
r→1 －

log + log + T( r，f) log( 1 － r) － 1 ．

定义 4 设 f( z) 为单位圆 Δ 内的解析函数，定
义

σM，2( f) = lim
r→1 －

log + log + log +M( r，f) log( 1 － r) －1 ．

定义 5 对于单位圆 Δ内的亚纯函数 f( z) 在 Δ

内的 a-值点( a∈C∪{ +} ) 序列的收敛指数 λ ( f －
a) 定义为

λ( f － a) = lim
r→1 －

log + n r，( f － a)( )－1 log( 1 － r) －1，

f( z) 在 Δ内判别的 a-值点( a∈C∪{ +} ) 序列的收
敛指数 λ( f － a) 定义为

λ( f － a) = lim
r→1 －

log + n r，( f － a)( )－1 log( 1 － r) －1 ．

定义 6 对于单位圆 Δ内的亚纯函数 f( z) 在 Δ

内的 a-值点( a∈C∪ { +} ) 序列的 2 级收敛指数
λ2 ( f － a) 定义为
λ2( f － a) = lim

r→1 －
log + log + n r，( f － a)( )－1 log( 1 － r) －1，

f( z) 在 Δ 内判别的 a-值点( a∈C∪{ +} ) 序列的 2
级收敛指数 λ2 ( f － a) 定义为
λ2( f － a) = lim

r→1 －
log + log + n r，( f － a)( )－1 log( 1 － r) －1 ．

注 1 对于单位圆 Δ内的亚纯函数 f( z) 在 Δ内

的 a-值点( a∈C∪{ +} ) 序列的收敛指数 λ ( f － a)
也可定义为

λ( f － a) = lim
r→1 －

log + N r，( f － a)( )－ 1 log( 1 － r) － 1 ．

f( z) 在 Δ内判别的 a-值点( a∈C∪{ +} ) 序列的收
敛指数 λ( f － a) 定义为



λ( f － a) = lim
r→1 －

log +N r，( f － a)( )－1 log( 1 － r) －1 ．

对 Δ内的亚纯函数 f( z) 在 Δ 内的 a-值点( a∈

C∪{ +} ) 序列的 2 级收敛指数 λ2 ( f － a ) 定义为
λ2 ( f － a) = lim

r→1 －
log + log + N r，( f － a)( )－ 1 log ( 1 －

r) － 1 ． f( z) 在 Δ内判别的 a-值点( a∈C∪{ +} ) 序列
的 2 级收敛指数 λ2 ( f － a) 定义为

λ2 ( f － a) = lim
r→1 －

log + log + N r，( f － a)( )－ 1

log( 1 － r) － 1 ．
这是由于

n r， 1( )f － a
log 1 + r

2r ≤

∫
r+ ( 1－r) /2

r

n( t，( f － a) －1 )
t dt≤

N 1 + r
2 ，

1( )f － a
log 1 + r

2r ，

N r， 1( )f － a
－ N r0，

1( )f － a
≤

∫
r

r0

n( t，( f － a) －1 )
t dt≤ n r， 1( )f － a

log r
r0
，

n r， 1( )f － a
log 1 + r

2r ≤

∫
r+ ( 1－r) /2

r

n( t，( f － a) －1 )
t dt≤

N 1 + r
2 ，

1( )f － a
log 1 + r

2r ，

N r， 1( )f － a
－ N r0，

1( )f － a
≤

∫
r

r0

n( t，( f － a) －1 )
t dt≤ n r， 1( )f － a

log r
r0
．

定义 7 设函数 f( z) 是单位圆 Δ 内的亚纯函
数，则 f( z) 取不动点 z的收敛指数定义为

λ( f － z) = lim
r→1 －

log + N r， 1( )f － z
log 1

1 － r，

亚纯函数 f( z) 取不动点 z的 2 级收敛指数定义为

λ2 ( f － z) = lim
r→1 －

log + N r， 1( )f － z
log 1

1 － r．

定理 1 设 A0 ( z) 是单位圆 Δ 内的解析函数，
A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 是单位圆 Δ内的不可允许的解析
函数，且

max{ σ( Aj ) ( j = 1，2，…，k － 1) } ＜ σ( A0 ) =
σ ＜ + +，

则微分方程

f( k) + Ak－1 f
( k－1) + Ak－2 f

( k－2) + … + A1 f ' + A0 f = 0
( 1)

的所有非零解 f( z) 满足

λ( f － z) = λ( f ' － z) = λ( f ″ － z) = σM ( f) = +∞，
且

λ2( f － z) = λ2( f ' － z) = λ2( f ″ － z) = σM，2( f) = σ，
其中 z是 f( z) 的不动点．

2 所需引理

引理 1 设 f( z) 是单位圆 Δ内的亚纯函数，k是
自然数，则 m( r，f( k) ( z) f( z) ) = S( r，f) ，其中
S( r，f) = O( log + T( r，f) ) + O( log( 1 － r) －1 ) ，

rE，E［0，1) 且满足∫E dr
1 － r ＜ + +．若 f( z) 是有

穷级，则 m r，f
( k) ( z)
f( z( )) = O log 1

1( )( )－ r
．

引理 2 设 f( z) 是单位圆 Δ内的解析函数，则
σ( f) ≤ σM ( f) ≤ σ( f) + 1．

引理 3 设 A0 ( z) ，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 是单位圆
Δ内的解析函数，

max{ σ( Aj ) ( j = 1，2，…，k － 1) } ≤
σ( A0 ) = σ ＜ + +，

则微分方程( 1) 的所有不恒为 0 的解 f( z) 满足
σ( f) = + +．

引理 4 设 A0 ( z) ，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 是单位圆
Δ内的解析函数，

max{ σ( Aj ) ( j = 1，2，…，k － 1) } ＜ σM ( A0 ) ，

则微分方程( 1) 的所有不恒为 0 的解 f( z) 满足
σM ( A0 ) = σ2 ( f) ≥ σ( A0 ) ．

引理 5 设 f( z) 是单位圆 Δ内的亚纯函数，则
σ2 ( f) = σM，2 ( f) ．

引理6 设A0 ( z) ，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 是单位圆Δ
内的解析函数，max{ σ( Aj ) ( j = 1，2，…，k － 1) } ＜
σM ( A0 ) = σ，则微分方程( 1) 的所有不恒为 0 的解
f( z) 满足

σM ( f) = + +，σM，2 ( f) = σ．
证 由已知和引理 2，引理 3 可知 σM ( f) =

+ ∞ ．由已知和引理 4，引理 5 可知
σM，2 ( f) = σ2 ( f) = σM ( A0 ) = σ．

故引理 6 成立．
引理 7 设 f( z)  0 是微分方程( 1) 的解，

g( z) = f( z) － z，则
g ( k) + Ak－1g

( k－1) + Ak－2g
( k－2) + … + A1g' +

A0g = － ( A1 + A0 z) ． ( 2)
证 因为 g( z) = f( z) － z，则
f( z) = g( z) + z，f ' = g' + 1，f ″( z) = g″( z) ，

…，f( k－1) ( z) = g ( k－1) ( z) ，f( k) ( z) = g ( k) ( z) ． ( 3)
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将( 3) 式代入方程( 1) 并整理得
g ( k) + Ak－1g

( k－1) + Ak－2g
( k－2) + … + A1g' +

A0g = － ( A1 + A0 z) ．
故引理 7 成立．
引理 8 设 f( z)  0 是微分方程( 1) 的解，

w( z) = f '( z) － z，则
w ( k) + Dk－1w

( k－1) +… + D1w' + D0w = － ( D1 + D0 z) ，
其中 Dk－1 ( z) = ( Ak－1 － A'0 /A0 ) ，Dk－j－1 ( z) = A'k－j +
Ak－j－1 － Ak－jA'0 /A0 ( j = 1，2，…，k － 1) ．
证 将微分方程( 1) 的两边求导得

f( k+1) + Ak－1 f
( k) +∑

k－1

j = 1
( A'k－j + Ak－j－1 ) f

( k－j) +

A'0 f = 0， ( 4)
再由微分方程( 1) 得

f = － 1
A0
( f( k) + Ak－1 f

( k－1) + … + A2 f ″ + A1 f ') ，( 5)

将( 5) 式代入( 4) 式并整理得

f( k+1) + ( Ak－1 － A'0 /A0 ) f
( k) +∑

k－1

j = 1
( A'k－j +

Ak－j－1 － Ak－jA'0 /A0 ) f
( k－j) = 0． ( 6)

又由 w( z) = f '( z) － z可得
f '( z) = w( z) + z，f ″ = w' + 1，f( z) = w″( z) ，…，
f( k) ( z) = w ( k－1) ( z) ，f( k+1) ( z) = w ( k) ( z) ． ( 7)
将( 7) 式代入方程( 6) 并整理得

w ( k) + ( Ak－1 － A'0 /A0 ) w
( k－1) +∑

k－1

j = 1
( A'k－j +

Ak－j－1 － Ak－jA'0 /A0 ) w
( k－j－1) =

－ { ( A'2 + A1 － A2A'0 /A0) z + ( A'1 + A0 － A1A'0 /A0) } ．
令

Dk－1 ( z) = ( Ak－1 － A'0 /A0 ) ，Dk－j－1 ( z) = A'k－j +
Ak－j－1 － Ak－jA'0 /A0 ( j = 1，2，…，k － 1) ，

则

w ( k) + Dk－1w
( k－1) +… + D1w' + D0w = － ( D1 + D0 z) ．

故引理 8 成立．
引理 9 设 f( z)  0 是方程( 1) 的解，h( z) =

f ″( z) － z，则
h ( k) + Hk－1h

( k－1) + Hk－2h
( k－2) + … + H1h' +

H0h = － H1 + H0
( )z ，

其中

φ1 ( z) = A″1 + 2A'0 － A1A″0 /A0，

φ2 ( z) = A'1 + A0 －A1A'0 /A0，

Hk－1 = Ak－1 － φ1 /φ2，

Hk－2 = 2A'k－1 + Ak－1 －
A″0 /A0 － φ1 ( Ak－1 － A'0 /A0 ) φ2，

Hk－j－2 = A″k－j + 2A'k－j－1 + Ak－j－2 － Ak－j
A″0
A0

－

φ1

φ2
A'k－j + Ak－j－1 － Ak－j

A'0
A( )
0

( j = 1，2，…，k － 3) ．

证 对微分方程( 4) 两边求导并整理得
f( k+2) + Ak－1 f

( k+1) + ( 2A'k－1 + Ak－1 ) f
( k) +

∑
k－2

j = 1
( A″k－j + 2A'k－j－1 + Ak－j－2 ) f

( k－j) + ( A″1 + 2A'0 ) f ' +

A″0 f = 0． ( 8)
将( 5) 式代入微分方程( 8) 并整理得

f( k+2) + Ak－1 f
( k+1) + ( 2A'k－1 + Ak－1 － A″0 /A0 ) f

( k) +

∑
k－2

j = 1
( A″k－j + 2A'k－j－1 + Ak－j－2 － Ak－jA″0 /A0 ) f

( k－j) +

( A″1 + 2A'0 － A1A″0 /A0 ) f ' = 0． ( 9)
令

φ1 ( z) = A″1 + 2A'0 － A1A″0 /A0，

φ2 ( z) = A'1 + A0 － A1A'0 /A0 ．
( 10)

由( 10) 式和微分方程( 6) 可得

f ' = － 1
φ2

f( k+1) + Ak－1 －
A'0
A( )
0

f( k{ ) +

∑
k－2

j = 1
A'k－j + Ak－j－1 － Ak－j

A'0
A( )
0

f( k－j) ， ( 11)

将( 11) 式代入微分方程( 9) 并整理得

f( k+2) + Ak－1 －
φ1

φ( )
2

f( k+1) (+ 2A'k－1 + Ak－1 －
A″0
A0

－

φ1

φ2
Ak－1 －

A'0
A( ) )
0

f( k) +∑
k－2

j =
(

1
A″k－j + 2A'k－j－1 + Ak－j－2 －

Ak－j
A″0
A0

－
φ1

φ (
2

A'k－j + Ak－j－1 － Ak－j
A″0
A ) )
0

f( k－j) = 0．

( 12)
令

Hk－1 = Ak－1 －
φ1

φ2
，

Hk－2 = 2A'k－1 + Ak－1 －
A″0
A0

－
φ1

φ2
Ak－1 －

A'0
A( )
0

，

Hk－j－2 = A″k－j + 2A'k－j－1 + Ak－j－2 － Ak－j
A″0
A0

－

φ1

φ2
A'k－j + Ak－j－1 － Ak－j

A'0
A( )
0

( j = 1，2，…，k － 2) ．

( 13)
将( 13) 式代入微分方程( 12) 并整理得
f( k+2) + Hk－1 f

( k+1) + Hk－2 f
( k+1) +… + H1 f + H0 f ″ = 0．

( 14)
又由 h( z) = f ″ － z，则

f ″ = h + z，f = h' + 1，f( 4) = h″，…，
f( k+1) = h ( k－1) ，f( k+2) = h ( k) ， ( 15)
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将( 15) 式代入微分方程( 14) 并整理得
h ( k) + Hk－1h

( k－1) + Hk－2h
( k－2) + … + H1h' +

H0h = － ( H1 + H0 z) ．
故引理 9 成立．

3 定理的证明

定理1的证明 设 f( z) 0是方程( 1) 在单位
圆 Δ内的解，由引理 6 得

σM ( f) = + ∞，σM，2 ( f) = σ．
令 g( z) = f( z) － z，w( z) = f '( z) － z，h( z) =

f ″( z) － z，则由文献［6］可得 f( z) ，f '( z) ，f ″( z) 分
别取不动点 z的点分别是 g( z) ，w( z) ，h( z) 的零点，
且有

σM( g) = σM( f － z) = σ( f ' － z) = σ( f ″ － z) =
σM ( f) = σM ( w) = σM ( h) ，

λ( f － z) = λ( f ' － z) = λ( f ″ － z) = λ( f) =
λ( g) = λ( w) = λ( h) ，
λ2 ( f － z) = λ2 ( f ' － z) = λ2 ( f ″ － z) =

λ2 ( g) = λ2 ( w) = λ2 ( h) ，
σM，2 ( f － z) = σM，2 ( f ' － z) = σM，2 ( f ″ － z) =
σM，2 ( g) = σM，2 ( w) = σM，2 ( h) = σM，2 ( f) ．
因为 A0 ( z) 是单位圆 Δ 内的可允许的解析函

数，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 都是单位圆 Δ 内的不可允许
的解析函数．故 A1 + A0 z0．若不然就有 A1 + A0 z =
0，则 A0 = － A1 / z．由引理 1 知

m( r，A0 ) ≤ m r，1( )/ z + m r，A( )
1 =

(O log + ( 1 － r) － )1 ．

这与 A0 ( z) 是单位圆 Δ 内的可允许的解析函
数，A1 ( z) ，…，Ak－1 ( z) 都是单位圆 Δ 内的不可允许
的解析函数矛盾．故 A1 + A0 z 0．同理可证

D1 + D0 z 0，H1 + H0 z 0．
由引理7的( 2) 式可知，g( z) 的阶数大于 k的零

点都是 A1 ( z) + A0 ( z) z的零点，故有

N r，1( )g
≤ kN r，1( )g

+ N r， 1
A1 + A0

( )z ．

同理由引理 8 和引理 9 可得

N r，1( )w
≤ k N r，1( )w

+ N r， 1
D1 + D0

( )z ，
N r，1( )h

≤ k N r，1( )h
+ N r， 1

H1 + H0
( )z ．

另一方面，由引理 7 ～ 引理 9 可得
1

A1 + A0z
－ g( n)

g － An－1
g( n－1)
g －… － A1

g'
g － A( )0 = 1

g，

1
D1 + D0z

－ w( k)
w － Dk－1

w( k－1)
w －… － D1

w'
w － D( )0 = 1

w，

1
H1 + H0z

－ h( k)
h － Hk－1

h( k－1)
h －… － H1

h'
h － H( )0 = 1

h ．

所以

m r，1( )g
≤∑

k－1

j = 0
O( m( r，Aj ) ) + O( m( r，z) ) +

O( log + T( r，g) ) + O log + 1
1( )－ r
，

m r，1( )w
≤∑

k－1

j = 0
O( m( r，Dj ) ) + O( m( r，z) ) +

O( log + T( r，w) ) + O log + 1
1( )－ r
，

m r，1( )h
≤∑

k－1

j = 0
O( m( r，Hj ) ) + O( m( r，z) ) +

O( log + T( r，h) ) + O log + 1
1( )－ r
，

其中 r E［0，1) ，∫E dr
1 － r ＜ +．所以ε ＞ 0，存

在正常数 C，使得

T( r，g) = T r，1( )g
+ O( 1) ≤ k N r，1( )g

+

O( m( r，φ) ) + C 1
1( )－ r

σ+ε
，

T( r，w) = T r，1( )w
+ O( 1) ≤ k N r，1( )w

+

O( m( r，φ) ) + C 1
1( )－ r

σ+ε
，

T( r，h) = T r，1( )h
+ O( 1) ≤ k N r，1( )h

+

O( m( r，φ) ) + C 1
1( )－ r

σ+ε
．

又 z是 f( z) 的不动点，因此微分方程( 1) 的所
有非零的解 f( z) 满足
λ( f － z) = λ( f ' － z) = λ( f ″ － z) = σM ( f) = + +，
λ2( f － z) = λ2( f ' － z) = λ2( f ″ － z) = σM，2( f) = σ．
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The Research on Solutions of Higher Order Homogeneous Linear Differential
Equations and Fixed Points in the Unit Disc

JIN Jin
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Abstract: The relation between solutions of second order homogeneous linear differential equations whose coeffi-
cients are analytic functions in the unit disc and their fixed points has been investigated，and the precise estimate is
obtained．
Key words: unit disc; higher order linear differential equations; fixed points; analytic function; exponent of conver-
gence
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