
第 37 卷 第 5 期 江西师范大学学报(自然科学版) Vol． 37 No． 5
2013 年 9 月 Journal of Jiangxi Normal University(Natural Science) Sep． 2013

收稿日期:2013-06-25
基金项目:国家自然科学基金 (11211171，11301234)，江西省自然科学基金 (20114BAB201011) 和江西省教育厅基金

(GJJ12174)资助项目．
作者简介:王 兰(1979-)，女，安徽池州人，讲师，主要从事微分方程数值解法的研究．

文章编号:1000-5862(2013)05-0462-04

Dirac 方程分裂步多辛格式
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摘要:把非线性的 Dirac 方程分裂成线性和非线性 2 个子问题，这 2 个子问题具有辛或者多辛结构，可以

用辛格式对它们进行离散计算，得到的格式具有整体辛性． 此格式较传统的多辛格式具有效率高、计算快

等优点．
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0 引言

Dirac 方程是量子物理和相对论物理中重要的

数学模型，考虑它的初边值问题
［1］:

ut + vx + iu + i( v 2 －

u 2)u = 0，x∈ Ｒ，t ＞ 0，

vt + ux － iv + i( u 2 －

v 2)v = 0，x∈ Ｒ，t ＞ 0，

u(x，0) = u0(x)，v(x，0) = v0(x)，

lim
x →∞

u(x，t) = lim
x →∞

v(x，t) = 0















，

(1)

其中 i = －槡 1． 易知Dirac方程的初边值问题(1) 满

足粒子出现的概率守恒，即

P( t) = ∫Ｒ( u(x，t) 2 + v(x，t) 2)dx =

∫Ｒ( u0(x) 2 + v0(x) 2)dx = P(0) ． (2)

(2) 式是量子物理中的重要守恒律，数值方法对此

守恒律的保持具有重要的意义和作用． 对这一问题

的数值方法研究是近年来的热点问题
［2-5］．

辛和多辛算法是近 20 年来计算数学领域发展

的一类重要算法． 与传统算法相比，它具有保持系统

几何结构特征的优点，同时具有长时间稳定的数值

模拟能力． 然而，由于算法的辛或者多辛条件，这类

算法基本上是完全隐式的，对于非线性问题需要求

解非线性的代数方程组
［6］，从而计算效率通常不

高． 为对多辛算法进行改进同时扩大它的应用范围，

文献［7］发展了 1 种分裂步的多辛算法，它既有多

辛算法的特点，又有计算效率高的优势
［8-10］．

多辛哈密尔顿系统的一般形式是

Mzt + Kzx = !zS( z)， (3)

其中 z∈Ｒm，M，K∈Ｒm×m
是反对称矩阵，S( z) 是光

滑实函数，也称作哈密尔顿能量泛函． 它满足多辛守

恒律

ωt + κx = 0， (4)

其中微分2-形式ω = dz∧Mdz，κ = dz∧Kdz． 称多

辛哈密尔顿系统(3) 的保持多辛守恒律(4) 的相应

离散形式的数值方法为多辛格式． 构造多辛格式的

主要方法有Ｒunge-Kutta方法，及其与其它空间离散

方法的组合方法，如谱方法、有限元方法． 然而，通过

这种方 法 构 造 出 来 的 多 辛 格 式 往 往 是 完 全 隐 式

的
［11］，需要求解非线性的代数方程组，从而大大增

加了计算的复杂度． 为克服此弊端，引进分裂步的思

想，把多辛哈密尔顿系统(3) 分裂成若干个子哈密

尔顿系统，然后对这些子系统构造辛或者多辛格式，

最后把它们组合起来．

1 Dirac 方程的多辛结构及其分裂子

系统

为得到 Dirac 方程(1) 的多辛结构，令 u = p +



iq，v = f + ig，z = (p，q，f，g) T，则可以得到 Dirac 方

程(1) 的多辛方程组:

－ qt － gx = p + ( f 2 + g2 － p2 － q2)p，

pt + fx = q + ( f 2 + g2 － p2 － q2)q ，

－ gt － qx = － f － ( f 2 + g2 － p2 － q2) f，

ft + px = － g － ( f 2 + g2 － p2 － q2)g










，

(5)

从而得辛结构矩阵 M =

0 － 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 － 1











0 0 1 0

，K =

0 0 0 － 1
0 0 1 0
0 － 1 0 0











1 0 0 0

，哈密尔顿函数为 S( z) [= 1 +

(p2 + q2 － f 2 － g2) / ]2 (p2 + q2 － f 2 － g2) /2，其多辛

守恒律为


t

(dq∧dp + dg∧df) + 
x

(dg∧dp + dq∧df) = 0．

由 S( z) 的表达式可知，这是一个不可分的哈密

尔顿系统，只能构造完全隐式的多辛格式． 基于此，

把(5) 式分裂成多辛线性子系统:

ut + vx = 0，

vt + ux = 0{
，

(6)

与非线性辛子系统:

ut = － i［1 + ( v 2 － u 2)］u，

vt = i［1 － ( u 2 － v 2)］{ v．
(7)

多辛线性子系统(6) 具有与原系统(5) 一样的

多辛结构，非线性子系统(7) 的辛结构为

d
dt(dq∧ dp + dg∧ df) = 0，x，t．

非线性子系统具有点点的概率守恒，即x，t，
Pu( t) = u(x，t) 2 =

p(x，t) 2 + q(x，t) 2 = Pu(0)，

Pv( t) = v(x，t) 2 =

f(x，t) 2 + g(x，t) 2 = Pv(0)










．

(8)

这一点点守恒律将使得非线性子问题可以精确

求解． 用分离变量法计算可得其精确解为

u(x，t) = e － i［1+( v(x，0) 2－ u(x，0) 2)］tu(x，0)，

v(x，t) = ei［1－( u(x，0) 2－ v(x，0) 2)］t v(x，0)
{ ．

由此精确解的表达式知，它保持了点点守恒律(8) ．

2 多辛格式及其分裂格式

下面对Dirac方程(1) 构造多辛格式． 为此，用2
族平行线 xj = － L + jk，tn = nτ，j = 0，1，…，J，n = 0，

1，…，N，对时空区域［－ L，L］× ［0，T］进行一致网

格剖分，其中 k = 2L /J，τ = T /N 分别为空间和时间

步长． 对多辛哈密尔顿方程组(5) 在时空方向都用

中点格式也就是 1 级辛 Ｒunge-Kutta 方法离散，得

－ δt q
n+1 /2
j +1 /2 － δxg

n+1 /2
j +1 /2 = pn+1 /2

j +1 /2 [+ ( f n+1 /2
j +1 /2 ) 2 +

(gn+1 /2
j +1 /2 ) 2 － (pn+1 /2

j +1 /2 ) 2 － (qn+1 /2
j +1 /2 ) ]2 pn+1 /2

j +1 /2 ，

δt p
n+1 /2
j +1 /2 + δx f

n+1 /2
j +1 /2 = qn+1 /2

j +1 /2 [+ ( f n+1 /2
j +1 /2 ) 2 +

(gn+1 /2
j +1 /2 ) 2 － (pn+1 /2

j +1 /2 ) 2 － (qn+1 /2
j +1 /2 ) ]2 qn+1 /2

j +1 /2 ，

－ δtg
n+1 /2
j +1 /2 － δxq

n+1 /2
j +1 /2 = － f n+1 /2

j +1 /2 [－ ( f n+1 /2
j +1 /2 ) 2 +

(gn+1 /2
j +1 /2 ) 2 － (pn+1 /2

j +1 /2 ) 2 － (qn+1 /2
j +1 /2 ) ]2 f n+1 /2

j +1 /2 ，

δt f
n+1 /2
j +1 /2 + δxp

n+1 /2
j +1 /2 = － gn+1 /2

j +1 /2 [－ ( f n+1 /2
j +1 /2 ) 2 +

(gn+1 /2
j +1 /2 ) 2 － (pn+1 /2

j +1 /2 ) 2 － (qn+1 /2
j +1 /2 ) ]2 gn+1 /2

j +1 /2

























，

其中 δtu
n+1 /2
j = (un+1

j － un
j ) /τ，δxu

n
j+1 /2 = (un

j+1 －

un
j ) / k，un+1 /2

j +1 /2 (= un
j+1 /2 + un+1

j +1 / )2 /2 = (un
j + un+1

j +

un
j+1 +un+1

j +1 ) /4 等． 此格式是多辛的．
在实际计算中，为简化计算和减少内存开支，采

用如下便于计算的形式:

δtu
n+1 /2
j +1 /2 + δxv

n+1 /2
j +1 /2 + iun+1 /2

j +1 /2 + i( vn+1 /2j +1 /2
2 －

un+1 /2
j +1 /2

2)un+1 /2
j +1 /2 = 0，

δt v
n+1 /2
j +1 /2 + δxu

n+1 /2
j +1 /2 － ivn+1 /2j +1 /2 + i( un+1 /2

j +1 /2
2 －

vn+1 /2j +1 /2
2)vn+1 /2j +1 /2 = 0













，

(9)

有关格式的分析推导可以参见文献［4］．
对多辛哈密尔顿线性子系统(6) 利用中心 Box

格式离散得

δtu
n+1 /2
j +1 /2 + δxv

n+1 /2
j +1 /2 = 0，

δt v
n+1 /2
j +1 /2 + δxu

n+1 /2
j +1 /2 = 0{ ．

(10)

此格式也保持(6) 的多辛几何结构． 它是多辛格式，

且能够保持概率守恒律(2) 的离散形式，即具有离

散概率守恒律:

Pn+1 = h∑
J－1

j =
(

1
un+1
j +1 /2

2 + vn+1j +1 /2 )2 = Pn = … = P0 ．

因此，可以得到(1) 式的具有多辛结构特征的

数值格式如下．
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(ⅰ)Lie-Trotter 分裂:

u*j = e－i［1+( vnj 2－ unj 2)τ］un
j ，v

*
j = ei［1－( unj 2－ vnj 2)］τvnj ，

un+1
j+1/2 － u*j+1/2

τ
+
vn+1j+1 － vn+1j + v*j+1 － v*j

2k = 0，

vn+1j+1/2 － v*j+1/2
τ

+
un+1
j+1 － un+1

j + u*j+1 － u*j
2k = 0











 ．

(11)

(ⅱ)Strang 分裂:

u*
j = e － i［1+( vnj 2－ unj 2)］τ /2un

j ，

v*j = ei［1－( unj 2－ vnj 2)］τ /2vnj ，

u＊＊j +1 /2 － u*
j +1 /2

τ
+
v＊＊j +1 － v＊＊j + v*j +1 － v*j

2k = 0，

v＊＊j +1 /2 － v*j +1 /2
τ

+
u＊＊j +1 － u＊＊j + u*

j +1 － u*
j

2k = 0，

un+1
j = e － i［1+( v＊＊j

2－ u＊＊j
2)］τ /2u＊＊j ，

vn+1j = ei［1－( u＊＊j
2－ v＊＊j

2)］τ /2v＊＊j

















．

(12)

分裂步多辛格式(11) 与(12) 分别具有1阶和2
阶时间分裂精度，而多辛格式(10) 在时空方向均具

有 2 阶离散误差． 因而，格式(11) 的误差为 O(τ +
k2)，格式(12) 的误差为 O(τ2 + k2) ．

与相应的传统多辛格式(9) 相比，格式(11) 与

(12) 具有以下优点:格式(9) 在每一个时间层需要

求解 1 个非线性的代数方程组，而格式(11) 和(12)

只需要求解 1 个线性的代数方程组，而非线性问题

是精确求解，因而避免了做非线性迭代． 从如下数值

实验可 以 看 到 它 们 的 计 算 时 间 比 传 统 多 辛 格 式

(9) 少．

3 数值实验

这里考察分裂步多辛格式(11) 和(12) 的数值

效果． 取适当的初始条件，使得初边值问题(1) 有如

下孤立波解:

u(x，t) = 2(1 － λ2)(1 + λ槡 )·

cosh 1 － λ槡 2x
1 + λcosh2 1 － λ槡 2x

e － iλt，

v(x，t) = 2(1 － λ2)(1 － λ槡 )·

isinh 1 － λ槡 2x
1 + λcosh2 1 － λ槡 2x

e － iλt













 ，

其中 λ = 0． 75． 取 x ∈［－ 60，60］，空间步长 k =
0． 12，时间步长 τ = 0． 1，分别用格式(11) 与(12)

进行计算到时间 t = 100． 把计算结果与文献［4］中

的研究结果进行对比，分析计算效率． 表 1 列出了数

值解当 t = 100 时最大模意义下的误差，而图 1 给出

了数值解随时间的演化关系，图 2 给出了粒子出现

的概率波动幅度随时间的发展关系． 由图 1，图 2 和

表 1 可以看出，在多辛算法中引入分裂步方法思想

后得到的分裂步多辛算法较传统多辛算法快得多，

计算时间不到后者的 1 /7． 而得到解的误差相当，而

且本文新构造的格式也能够在长时间内模拟原问

题，粒子出现的概率波动非常稳定，虽然不守恒，但

是误差一直很小．

图 1 数值解的实部与虚部随时间的演化关系
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表 1 数值解当 t = 100 时最大模意义下的误差

u 的实部 u 的虚部 v 的实部 v 的虚部 计算时间

格式(9) 3． 162 1e － 3 9． 334 2e － 4 1． 304 3e － 4 3． 748 2e － 4 105． 80

格式(11) 3． 484 2e － 3 7． 385 8e － 3 6． 543 0e － 3 2． 346 9e － 3 13． 28

格式(12) 7． 050 8e － 4 2． 424 8e － 4 2． 084 0e － 4 3． 039 4e － 4 14． 26

图 2 粒子出现的概率波动情况随时间的演化关系
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The Split-Step Multisymplectic Scheme for Dirac Equation
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2． Basic Teaching Department，Nanchang Institute of Science ＆ Technology，Nanchang Jiangxi 330108，China)

Abstract:One splits the Dirac equation into a linear subproblem and a nonlinear subproblem． The subproblems are
equipped with symplectic or multisymplectic structures． Then，they are approximated by symplectic integrators． As a
whole，the scheme is symplectic． It is superior to the traditional multisymplectic integrator in efficiency and computa-
tional cost．
Key words:Dirac equation;split-step method;symplectic scheme;computational efficiency
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