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基于有理 Haar小波求解分数阶
第 2 类 Fredholm积分方程
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( 宁夏大学数学计算机学院，宁夏 银川 750021)

摘要: 利用有理 Haar小波函数数值求解分数阶第 2 类 Fredholm积分方程，用有理 Haar小波定义及性质
与配置法给出有理 Haar小波积分算子矩阵，将积分方程转化为代数方程组进行求解．最后通过误差分析
和数值算例将分数阶积分方程的精确解和用 Haar小波所得数值解进行比较，表明了该算法具有较高的
精确度．
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0 引言

近年来，分数阶微积分受到越来越多数学家和
物理学家的关注，因为在一些科学领域，比如物理、
力学、化学和生物学中的很多实际问题都被转化为
分数阶偏微分方程和积分方程．所以，求解分数阶积
分方程就显得很重要．但一般情况下，很难得到其解
析解，因此，获得其数值解具有一定的理论意义和应
用价值．求解分数阶积分方程的方法也很多，比如
Adomian分解法﹑配置法﹑功率谱密度法等． 最近
小波变换被用来求解积分方程［1-2］，主要用到的有
Haar小波﹑ Legendre 小波﹑ Chebyshev 小波等，并
逐渐用这些方法求解了不同类型的分数阶微积分方
程［3-8］． 1976 年，Ｒ． T． Lynch 给出了有理 Haar 小波
的定义，他通过去掉无理数和引进 2 元积分基将
Haar变换有理化，称之为有理化 Haar 小波，它保存
了 Haar小波的所有性质，具有很高的应用价值． 目
前运用该方法求解整数阶积分方程的研究很
多［9-11］，但求解分数阶积分方程的相关文献却很少．
本文主要利用有理 Haar 小波求解了分数阶第 2 类
Fredholm积分方程，最后数值算例表明了该方法的
有效性．

1 分数阶微积分定义

定义 1 α阶 Ｒiemann-Liouville分数阶积分为

( IαA+ f) ( x) =
1
Γ( α) ∫

x

A
( x － t) α－1f( t) dt，x ＞ A，［α］＞ 0，

( 1)

( IαB－ f) ( x) =
1
Γ( α) ∫

B

x
( t － x) α－1f( t) dt，x ＜ B，［α］＞ 0，

( 2)
其中( 1) 式和( 2) 式分别是 Ｒiemann-Liouville分数
阶的左积分和右积分，Γ( α) 是伽马函数，α 是正实
数，［α］是 α的整数部分，若 α = n∈ N，则( 1) 式、
( 2) 式和整数阶积分定义一致，即

IαA+ f( t) = InA+ f( t) = ∫
t

A
dτ1∫

τ 1

A
dτ2…∫

τ n－1

A
f( τn ) dτn =

1
( n － 1) ! ∫

t

A

f( τ) dτ
( t － τ) 1－n

，

对于右积分 Iαβ － f( t) 也类似．
α阶分数阶微分定义为

( Dα f) ( x) = 1
Γ( n － α) ∫

x

a
( x － t) n－α－1 f( n) ( t) dt，

其中 f( n) ( x) = dn f /dxn，n =［α］+ 1．若α + 1 = n∈
N，则Dα f( x) 是常微分方程 f( n) ( x) 且( IαDα f) ( x) =

f( x) －∑
m－1

k = 0
f( k) ( 0) x

k

k! ．

2 有理 Haar函数及函数逼近

记有理 Haar函数为 ＲH( r，t) ，r = 1，2，3，…．有



理 Haar函数的函数值仅由值 + 1，－ 1，0构成，定义
［a，b］上的有理 Haar函数［12］ 为

ＲH( r，t) =

1， J1 ≤
t － a
b － a ＜ J1 /2，

－ 1，J1 /2 ≤
t － a
b － a ＜ J0，

0， 其它










，

其中 Ju = ( j － u) /2 i，u = 0，1 /2，1，r = 2 i + j － 1，
i = 0，1，2，3，…，j = 1，2，3，…，2 i ． i = j = 0当且仅当
ＲH( 0，t) = 1，a≤ t ＜ b．
有理 Haar小波满足正交性

∫
b

a
ＲH( r，t) ＲH( v，t) dt = 2 －i ( b － a) ，r = v，

0， r≠ v{ ，

其中 v = 2n + m － 1，n = 0，1，2，…，m = 1，2，…，2n ．
定义在［a，b］上平方可积的函数可以用有理

Haar小波 ＲH( r，t) 展开为

f( t) = ∑
+!

r = 0
arＲH( r，t) ， ( 3)

其中 ar = 2 i

( b － a) ∫
b

a
f( t) ＲH( r，t) dt，r = 2 i + j － 1，

i = 0，1，2，…，j = 1，2，…，2 i ．当 r = 0时，取 i = j =
0．若令 i = 0，1，2，…，m，则将( 3) 式中的无穷级数
截断且取它的前 k项逼近，有

f( t) =∑
k－1

r =0
arＲH( r，t) =∑

k－1

r =0
arφr ( t) = ATΨ( t) ， ( 4)

其中 k = 2m+1，m = 0，1，2，…，A 和 Ψ分别是有理
Haar小波的系数向量和基向量函数，表达式为 A =
［a0，a1，…，ak－1］

T，Ψ( t) =［φ0( t) ，φ1( t) ，…，φk－1( t) ］
T，

其中 φr ( t) = ＲH( r，t) ，r = 0，1，2，…，k － 1．
取节点 xl = ( 2l － 1) / ( 2k) ，l = 1，2，…，k，则

( 4) 式的离散形式为

f( xl ) = ∑
k－1

r = 0
arＲH( r，xl ) = ∑

k－1

r = 0
arφr ( xl ) ，

从而得到了有理 Haar小波矩阵

Φk×k = ［Ψ( a + 1
2k( b － a) ) ，Ψ( a + 3

2k( b －

a) ) ，…，Ψ( a + 2k － 1
2k ( b － a) ) ］．

相应地，有 F = ATΦk×k，其中 F的第 l个分量为
f( xl ) ．

3 分数阶第 2类 Fredholm积分方程

考虑分数阶积分方程

f( x) － 1
Γ( α) ∫

b

a
K( x，t) ( x － t) α－1 f( t) dt = u( x) ，

x∈［a，b］ ( 5)

的数值解，已知核 K( x，t) 和函数 u( x) ，α ＞ 0 是实
数，当 α = 1 时，( 5) 式是一般的 Fredholm 积分方
程．必须要考虑到的情况是: 当 α 为非整数时，表达
式( x － t) α 仅当 x≥ t时有意义．所以用下面的形式
给出了分数阶第 2 类 Fredholm积分方程

f( x) － 1
Γ( α [) ∫

x

a
K( x，t) ( x － t) α－1f( t) dt + ∫

b

x
K( x，t)·

( t － x) α－1 f( t) d ]t = u( x) ，x∈［a，b］， ( 6)

其中括号里面分别表示 Ｒiemann-Liouvill 分数阶的
左积分和右积分．记

gr ( xl ) =
1

Γ( α) ∫
b

a
K( xl，t) ( xl － t) α－1φr ( t) dt，

其中 r = 0，1，…，k － 1，l = 1，2，…，k － 1．
当 x→ xl 时，引进矩阵

G =［gr ( xl) ］=
1
Γ( α [) ∫

x l

a
K( xl，t) ( t － xl ) α

－1φr ( t) dt +

∫
b

xl
K( xl，t) ( xl － t) α－1φr ( t) d ]t ． ( 7)

结合有理 Haar小波的定义可以计算出该矩阵

( ⅰ) G = 1
Γ( α [) ∫

ε1 /2

ε1
K( xl，t) ( t － xl ) α

－1 dt －

∫
ε0

ε1 /2

K( xl，t) ( t － xl )
α－1d ]t ，xl ∈ ( － !，ε1 ) ;

( ⅱ) G = 1
Γ( α [) ∫

x l

ε1
K( xl，t) ( xl － t) α－1 dt +

∫
ε1 /2

xl
K( xl，t) ( t － xl )

α－1d ]t － 1
Γ( α) ∫

ε0

ε1 /2

K( xl，t) ·

( t － xl )
α－1dt，xl ∈［ε1，ε1 /2］;

( ⅲ) G [= ∫
ε1 /2

ε1
K( xl，t) ( xl － t) α－1dt －

∫
x l

ε1 /2
K( xl，t) ( xl － t) α－1dt］ － 1

Γ( α) ∫
ε0

xl
K( xl，t) ( t －

xl ) α
－1dt，xl ∈［ε1 /2，ε ]0 ;

( ⅳ) G = 1
Γ( α [) ∫

ε1 /2

ε1
K( xl，t) ( xl － t) α－1dt －

∫
ε0

ε1 /2

K( xl，t) ( xl － t) α－1dt］，xl ∈ ( ε0，+ !) ，

其中 ε1 = a + ( j － 1) ( b － a) /2i，ε1/2 = a + ( j － 1 /2)·
( b － a) /2 i，ε0 = a + j( b － a) /2 i ．
由( 4) 式可得

f( t) = ∑
k

r = 1
arφr ( t) ， ( 8)

将( 8) 式代入( 6) 式，并利用( 7) 式得

∑
k

r = 1
ar［φr ( xl ) － gr ( xl) ］ = u( xl ) ，l = 1，2，…，k．

转化为矩阵形式
AT ( Φ － G) = U， ( 9)
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其中 Φ = ［φr ( xl ) ］，U = ［u( xl ) ］，G = ［gr ( xl) ］．
通过 Matlab解此线性方程组，得到( 9) 式的解 AT，

进而得到( 5) 式的解．

4 误差分析与数值算例

为了说明有理 Haar小波的有效性和精确性，利
用该方法求解了文献［1］中的算例，并与 Haar小波
方法进行了比较，并给出了误差分析．
( i) 若精确解 f是已知的，可计算 ek ( i) = f( xi ) －

fk ( xi ) ，i = 1，2，…，k，并定义误差估计为 δk =
max

i
ek ( i) 或全局误差σk = ‖ek‖2 / k;

( ii) 若精确解 f是未知的，则先计算方程在分辨
率 J时的数值解 fJ ( x) ，再计算分辨率为 J + 1时的数
值解 fJ+1 ( x) ，则 eJ ( xi ) = fJ ( xi ) － fJ+1 ( xi ) ，误差估

计定义为 δJ = max
i

eJ ( xi ) ，σJ = ‖fJ － fJ+1‖2 / k．

例 1 考虑方程 f( x) － 1
Γ( α [) ∫

x

0
xt( x －

t) α－1 f( t) dt + ∫
1

x
xt ( t － x) α－1 f( t) d ]t = 11x /12 － x2，

x∈［0，1］．
当 α = 1． 0 时方程的精确解为 f( x) = x( 1 －

x) ，表1给出了α = 1． 0，k取不同值的数值解和精确
解以及误差．表 2给出了当 α = 1． 5，k = 8，16，32时
方程的数值解的误差估计．图 1 给出了当 k = 32，α
取不同值时方程精确解与数值解的比较，图 2 则给
出了当 k = 64，α = 1． 0 时精确解与数值解的比较．
表 1 当 α = 1． 0，k取不同值时的数值解及精确解

x k = 32 k = 64 精确解

1 /32 0． 030 03 0． 030 21 0． 030 27
5 /32 0． 131 60 0． 131 78 0． 131 83
9 /32 0． 201 92 0． 202 09 0． 202 15
13 /32 0． 240 99 0． 241 15 0． 241 21
17 /32 0． 248 81 0． 248 97 0． 249 02
21 /32 0． 225 38 0． 225 53 0． 225 58
25 /32 0． 170 70 0． 170 85 0． 170 89
29 /32 0． 084 77 0． 084 91 0． 084 96
δk 6． 0 × 10 －5 3． 113 × 10 －6

σk 1． 51 × 10 －5 5． 505 × 10 －7

表 2 当 α = 1． 5，k = 8，16，32 时数值解的误差估计

k δJ σJ

8 1． 228 × 10 －3 2． 008 × 10 －4

16 3． 023 × 10 －4 3． 558 × 10 －5

32 7． 708 × 10 －5 6． 297 × 10 －6

图 1 k = 32，α取不同值的数值解与精确解 图 2 k = 64，α = 1． 0 的数值解与精确解

由表1和表2可知，当 α = 1． 0，k = 32，64时的
数值解与精确解的误差很小，并利用第 2 种误差计
算方法得到了当 α = 1． 5，k取不同值时的局部和全
局误差估计，说明了该方法的有效性和良好的逼近

效果，并随着 k值的增大误差越来越小．
例 2 求解方程

f( x) － 1
Γ( α [) ∫

x

0
( 2 － x － t) ( x － t) α－1 f( t) dt +

∫
3

x
( 2 － x － t) ( t － x) α－1 f( t) d ]t = 15x /4 + x2 ．

当 α = 1． 0时方程的精确解为 f( x) = x2 － 3，x∈

［0，3］．表 3 给出了当 α = 1． 5，k = 16，32 和 α =
1． 0，k = 64，128时的误差估计与文献［1］所得误差
的比较．图 3和图 4分别给出了当 k = 32，α = 1． 0，
0． 5，1． 5和 k = 32，α = 0． 9，1． 0，1． 1时的数值解与
精确解的比较．
图 3 和图 4是 α取不同值时方程所得的数值结

果，说明了有理 Haar 小波方法的有效性，并将当
α = 1． 0，1． 5，k取不同值时所得数值结果与文献
［1］进行比较，误差明显更小，说明本文方法更优一
些．且所得数值解随着 k 值的增大误差越小． 因此，
如果要得到好的解，就应该相应的取较大 k值．
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图 3 α = 0． 5，1． 0，1． 5，k = 32 的数值解与精确解 图 4 α = 0． 9，1． 0，1． 1，k = 32 的数值解与精确解
表 3 当 α = 1． 5，k = 16，32 和 α = 1． 0，k = 64，128 时的误差估计

α k 本文方法
误差

本文方法
全局误差

文献［1］方法
误差

文献［1］方法
全局误差

1． 5 16 δJ = 0． 102 0 σJ = 9． 4 × 10 －3 δJ = 0． 386 σJ = 4． 3 × 10 －2

1． 5 32 δJ = 0． 030 2 σJ = 1． 9 × 10 －3 δJ = 0． 200 σJ = 1． 5 × 10 －2

1． 0 64 δk = 2． 7 × 10 －3 σk = 8． 9 × 10 －5 δk = 7． 7 × 10 －3 σk = 1． 8 × 10 －4

1． 0 128 δk = 5． 9 × 10 －4 σk = 1． 5 × 10 －5 δk = 6． 8 × 10 －4 σk = 3． 2 × 10 －5

5 结论

本文运用有理 Haar 小波求解了第 2 类分数阶
Fredholm积分方程，利用配置法将 Fredholm 积分方
程转换为代数方程组进行求解，最后通过误差分析

和数值算例的数值解与精确解的比较说明了该算法

的有效性，且与文献［1］中的结果进行比较，得到了
该算法比文献［1］中的逼近效果更好，同时也得出了
随着最大分辨率的增大，数值解的精度也越来越高．
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The Tunable Hybrid Meta-Material Based on Vanadium Oxide Phase Transition

YU Ping，XIONG Kuang-wei
( School of Basic Sciences，East China Jiaotong University，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: A tunable hybrid metamaterial in THz band has been designed and simulated． The resonance frequencies
shift of this hybrid structure is obtained by actively varying the effective length of electrically resonant cross． This
was realized by using Vanadium dioxide ( VO2 ) film bridges that can be triggered the insulator-metal phase transi-
tion at the four tops of the cross structure． Simulation results present that dual band resonances come from the indi-
vidual structure． So this hybrid metamaterial based on VO2 phase transition shows some advantages such as tunabili-
ty，frequency agility，easily fabrication and polarization independency in THz band．
Key words: compound unusual transmitter; dioxide vanadium; the band tunable
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Numerical Solution of Fractional Fredhlom Integral Equation of the
Second Kind Based on the Ｒationalized Haar Wavelet

ZHANG Qian，HAN Hui-li* ，ZHANG Pan-pan
( School of Mathematics and Computer Science，Ningxia University，Yinchuan Ningxia 750021，China)

Abstract: The rationalized Haar functions are used to solve the solution of fractional order Fredholm integral equa-
tion of the second kind． The integral equation can be reduced to a system of algebraic equations by using ration-
alized Haar wavelet and collection method． Finally，the numerical solution of fractional integral equation with exact
solution and the numerical solutions using Haar wavelet are compared by error analysis and numerial examples． The
result shows that the algorithm has high accuracy．
Key words: rationalized Haar wavelet; fractional order; Fredhlom integral equation of the second kind; collocation
method
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