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摘要: 基于局部星形凸集、半( E，F) -凸函数和半局部凸函数的定义，给出了一些新的广义凸函数的概念，

即半局部半( E，F) -凸函数、半局部半( E，F) -伪凸函数、半局部半( E，F) -拟凸函数、半局部半( E，F) -严格

凸函数和半局部半( E，F) -强凸函数，进而研究了这些广义凸函数的性质．
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0 引言

凸分析广泛应用于数学领域中，然而非凸的集

合与函数大量地存在于实际问题中，所以对凸集以

及凸函数的推广有着重要的现实意义． 文献［1］对

凸集以及凸函数定义的条件进行弱化，进而给出 E-
凸集、E-凸函数的定义，并讨论了相关理论的一些结

果． 文献［2-4］先后指出和修正关于 E-凸集、E-凸函

数及 E-凸规划的几个错误． 文献［5-6］分别引入了

局部凸函数、半局部凸函数． 文献［7］又研究了广义

半局部凸函数及其性质． 在这些凸函数的基础上，胡

清洁［8］给出了半局部 E-凸函数的概念，并讨论了它

的性质，晁绵涛等［9］研究了次 b 凸函数和次 b 凸规

划． 2009 年，简金宝等［10］定义了( E，F) -凸集、( E，

F) -凸函数的概念，之后文献［11-12］进一步研究了

它们的性质． 简金宝等［13］引入了半-( E，F) -凸函数

及其规划问题，曾友芳等［14］探究了 B-半-( E，F) -凸
函数和规划． 文献［15］引入了局部星形集，并在星

形集的基础上定义了半局部凸函数．
本文在局部星形凸集、半局部凸函数、半局部

E-凸函数、( E，F) -凸函数和半( E，F) -凸函数基础

上，定义局部星形( E，F) -凸集和一些广义半局部半

( E，F) -凸函数，然后分析它们和广义凸函数之间的

关系及它们的若干性质．

1 预备知识

定义1 MＲn 称为( E，F) -凸集，若存在点到

集合 的 映 射 E，F: M → 2Ｒn
，使 得 λE( x) + ( 1 －

λ) F( y)  M，x，y∈ M，λ∈［0，1］．
定义2 函数 f: M→Ｒ为MＲn 上的( E，F) -凸

函数，若存在点到集合的映射 E，F: M→ 2Ｒ
n
，使得 M 是

( E，F) -凸集，且x，y∈M，x－∈E( x) ，y－ ∈F( y) ，

λ∈［0，1］，f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤λf( x

－
) +( 1 － λ) f( y－) ．

定义 3 函数 f: M→ Ｒ 为 M Ｒn 上的半( E，

F) -凸函数，若存在点到集合的映射 E，F: M→ 2Ｒn
，

使得 M 是( E，F) -凸集，且x，y∈M，x－∈ E( x) ，

y－ ∈ F( y) ，λ ∈ ［0，1］，f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤

λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ．
定义4 设 x0∈MＲn，若对每个 x∈M，都存

在最大正数 α( x0，x) ≤ 1，使得 λ ∈ ( 0，α( x0，

x) ) ，有 λx0 + ( 1 － λ) x∈M，则称 M 在点 x0 处为局

部星形的． 若 M 在每个 x0 ∈ M 是局部星形的，则称

M 为局部星形集．
定义5 设 f( x) 为局部星形集MＲn 上的实值

函数，若x，y∈M，存在正数d( x，y) ≤α( x，y) ≤1，

使得对λ∈ ( 0，d( x，y) ) ，有 f( λx + ( 1 － λ) y) ≤
λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ，则称 f( x) 为 M 上的半局部凸

函数．



2 半局部半( E，F) -凸函数

定义6 设 x0∈MＲn，若映射E，F: M→2Ｒn
，

对每个 x∈M，都存在正数α( x0，x) ≤1，使得λ∈
( 0，α( x0，x) ) ，有λE( x0 ) + ( 1 － λ) F( x) M，则称

M 在点 x0 处为局部星形( E，F) -凸的． 若 M 在每个

x0 ∈ M 是局部星形( E，F) -凸的，则称 M 为局部星

形( E，F) -凸集．
定义 7 函数 f: M→ Ｒ 为 M Ｒn 上的半局部

( E，F) -凸函数，若存在点到集合的映射 E，F: M →
2Ｒn

，使得 M 是局部星形( E，F) -凸集，且存在正数

d( x，y) ≤ α( x，y) ≤ 1，有x，y∈M，x－∈ E( x) ，

y－∈ F( y) ，λ∈［0，d( x，y) ］，f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤

λf( x
－
) + ( 1 － λ) f( y－) ．
定义 8 函数 f: M→ Ｒ 为 M Ｒn 上的半局部

半( E，F) -凸函数，若存在点到集合的映射 E，F:

M→2Ｒn
，使得 M 是局部星形( E，F) -凸集，且存在正

数 d( x，y) ≤ α( x，y) ≤ 1，有 x，y ∈ M，x－ ∈

E( x) ，y－ ∈ F( y) ，λ ∈［0，d( x，y) ］，f( λx
－ + ( 1 －

λ) y－) ≤ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ．
定义 9 设函数 f 为 M Ｒn 上的实值函数，若

存在点到集合的映射 E，F: M→ 2Ｒn
，使得 M 是局部

星形( E，F) -凸集，则

( i) 称 f 是半局部半( E，F) -严格凸函数，若存

在正数 d( x，y) ≤ α( x，y) ≤ 1，x，y ∈ M，f( x) ≠

f( y) ，x－ ∈ E( x) ，y－ ∈ F( y) ，λ∈［0，d( x，y) ］，有

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ＜ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ．

( ii) 称 f 是半局部半( E，F) -强凸函数，若存在

正数 d( x，y) ≤α( x，y) ≤1，x，y∈M，x－∈ E( x) ，

y－ ∈ F( y) ，x≠ y，λ∈［0，d( x，y) ］，有

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ＜ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ．

定义10 称函数 f: M→Ｒ是 MＲn 上的半局

部半( E，F) -拟凸函数，若存在点到集合的映射 E，

F: M→2Ｒn
，使得M是局部星形( E，F) -凸集，且存在

正数 d( x，y) ≤ α( x，y) ≤ 1 有

x，y∈M，x－∈ E( x) ，y－∈ F( y) ，λ∈［0，

d( x，y) ］，f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤ max{ f( x) ，f( y) } ．

定义 11 假设函数 f 为定义在局部星形( E，

F) -凸集 M 上的实值函数，则

( i) 称 f 是半局部半( E，F) -严格拟凸函数，若

存在正数 d( x，y) ≤ α( x，y) ≤ 1，x，y∈M，x－∈

E( x) ，y－∈ F( y) ，f( x) ≠ f( y) ，λ∈［0，d( x，y) ］，

有 f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ＜ max{ f( x) ，f( y) } ．

( ii) 称 f 是半局部半( E，F) -强拟凸函数，若存

在正数 d( x，y) ≤ α( x，y) ≤ 1，x，y ∈ M，x－ ∈

E( x) ，x≠ y，y－ ∈ F( y) ，λ∈［0，d( x，y) ］，有

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ＜ max{ f( x) ，f( y) } ．

定义12 称函数 f: M→Ｒ是 MＲn 上的半局

部半( E，F) -伪凸函数，若存在点到集合的映射 E，

F: M→2Ｒn
，使得M是局部星形( E，F) -凸集; 存在函

数 b( x，y) : M × M→Ｒ + 和正数 d( x，y) ≤α( x，y) ≤

1，x，y∈ M，x－ ∈ E( x) ，y－ ∈ F( y) ，λ ∈［0，

d( x，y) ］，有 f( x) ＜ f( y) f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤

f( y) + λ( λ － 1) b( x，y) ．
定义 13 设函数 f 是定义在局部星形( E，F) -

凸集 M Ｒn 上的实值函数，如果x，y ∈ M，存在

正数 d( x，y) ≤ α( x，y) ≤ 1，有x－∈ E( x) ，y－∈
F( y) ，λ∈［0，d( x，y) ］，

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤ min{ f( x) ，f( y) } ，

则称 f 为 M 上的半局部半( E，F) -伪拟凸函数．

3 半局部半( E，F) -凸函数的性质

定理1 设 f: M→Ｒ为定义在局部星形( E，F) -
凸集 M  Ｒn 上 的 半 局 部 半 ( E，F) - 凸 函 数，则

κ∈Ｒ，水平集 Sκ = { x | x∈M，f( x) ≤ κ} 为局部

星形( E，F) -凸集．
证 设对每个( x，y) ∈ Sκ，则 x，y∈M，f( x) ≤

κ，f( y) ≤ κ． 又因为 M 为局部星形( E，F) -凸集，则

λ∈ ( 0，α( x，y) ) ，有λE( x) + ( 1 － λ) F( y) M，

因为 f 为半局部半( E，F) -凸函数，则存在正数 d( x，

y) ≤ α( x，y) ， 使 得 λ ∈ ( 0，d( x，y) ) ， 有

x－ ∈E( x) ，y－ ∈ F( y) ，

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ≤

λκ + ( 1 － λ) κ = κ，

即 λE( x) + ( 1 － λ) F( y)  Sκ，λ( 0 ＜ λ ＜ d( x，

y) ) ，因此 Sκ 为局部星形( E，F) -凸集．
性质1 若函数 f为局部( E，F) -凸集M上的半

局部( E，F) -凸函数，φ: Ｒ→ Ｒ 是非减凸函数，那么

复合函数 φ  f 是 M 上的半局部( E，F) -凸函数．
证 因为 f: Ｒn→Ｒ为( E，F) -凸集M上的半局

部( E，F) -凸函数，则 x，y ∈ M，d( x，y) ∈ ( 0，

α( x，y) ］，使得 λ ∈［0，d( x，y) ］，x－ ∈ E( x) ，

y－ ∈ F( y) ，有
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φ( f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ) ≤ φ［λf( x

－
) + ( 1 －

λ) f( y－) ］．
又 φ: Ｒ→ Ｒ 非减凸函数，所以，

φ( f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ) ≤ φ［λf( x

－
) + ( 1 －

λ) f( y－) ］≤ λφ( f( x－) ) + ( 1 － λ) φ( f( y－) ) ，

故复合函数 φ  f 是 M 上的半局部( E，F) -凸函数．
性质 2 凸函数 f 是半局部半( E，F) -凸函数．
此时 M 为凸集，x = E( x) ，y = E( y) ，即证．
注 1 性质 2 的逆命题不一定成立．
例 1 已知 f: Ｒ→ Ｒ 为

f( x) =
0，x≤ 0，

1，0 ＜ x ＜ 1，

1 /3，x≥ 1
{

，

和 E，F: Ｒ→ Ｒ 分别为 E( x) = { x－ | x－ = －| x | } ，

F( y) = { y－ | y－ = －| y | } ．
易证 f 是 Ｒ 上的半局部半( E，F) -凸函数，但 f

不是 Ｒ 上的凸函数． 因为当 x = － 1，y = 1 /2，λ =
1 /4 时，f( λx + ( 1 － λ) y) = 1 ＞ 3 /4 = λf( x) +
( 1 － λ) f( y) ．

性质3 半局部E-凸函数 f是半局部半( E，F) -
凸函数．

取 F( y) = E( y) ．
注 2 性质 3 的逆命题不一定成立．
例 2 设 f: M = ［－ 1，1］→ Ｒ，E，F: M→ Ｒ 为

f( x) = 0，－ 1 ≤ x ＜ 0，

1，0 ≤ x≤ 1{ ，

E( x) = x－ x－ =
x
3 ，－ 1 ≤ x ＜ 0，

－ 1，0 ≤ x≤ 1
{{ }

，

，

F( y) = { y－ y－ = － y ，－ 1 ≤ y≤ 1} ．
易见 M 为局部星形( E，F) -凸集，现证明 f 是半

局部半( E，F) -凸函数．
当 － 1 ≤ x ＜ 0 时，有

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) = f( λ

3 x + ( 1 － λ) y) ≤

λ
3 f( x) ≤ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ．

当 0 ≤ x≤ 1 时，有

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) = f( － λ － ( 1 － λ) y) = 0≤

λ≤ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ，

则 f 是半局部半( E，F) -凸函数，但 f 不是半局部 E-

凸函数． 因为当 x = － 1，y = － 2 /3，λ = 1 /2 时，x－ =

－ 1 /3，y－ = － 2 /3，则 f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) = 0 ＞ － 1 /2 =

λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ．

性质4 若 f( x) 为半局部半( E，F) -凸函数，则

它是半局部半( E，F) -拟凸函数．
证 由已知 f( x) 为半局部半( E，F) -凸函数，

则存在正数 d( x，y) ≤α( x，y) ，使得λ∈ ( 0，d( x，

y) ) ，x－ ∈ E( x) ，y－ ∈ F( y) ，有

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ≤

max{ f( x) ，f( y) } ．
由定义 10 可知 f 是半局部半( E，F) -拟凸函数．
注 3 性质 4 的逆命题不一定成立．
性质 5 设 f( x) 为局部星形( E，F) -凸集 M 上

的半局部半( E，F) -凸函数，则 f( x) 是 M 上的半局

部半( E，F) -伪凸函数．
证 据条件 f( x) 为半局部半( E，F) -凸函数，

从而有正数 d( x，y) ≤α( x，y) ，使得λ∈ ( 0，d( x，

y) ) ，x－ ∈ E( x) ，y－ ∈ F( y) ，当 f( x) ＜ f( y) 时，

有

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) =

λf( x) + f( y) － λf( y) = f( y) + λ( f( x) － f( y) ) ，

令 b( x，y) = ［f( x) － f( y) ］/ ( λ － 1) ＞ 0，则有 f( λx
－ +

( 1 － λ) y－) ≤ f( y) + λ( λ － 1) b( x，y) ． 由定义 12 知，

f( x) 是 M 上的半局部半( E，F) -伪凸函数．
性质6 若 f为局部星形( E，F) -凸集M上的半

局部半( E，F) -凸函数，φ: Ｒ→ Ｒ 是非减的凸函数，

则复合函数φ  f是M上的半局部半( E，F) -凸函数．
性质 7 如果 fi : M→ Ｒ 是( E，F) -局部星形凸

集 M 上的半局部半( E，F) -凸函数( i = 1，2，3，…，

k) ，则 h( x) =∑
k

i = 1
αi fi ( x) ( αi ≥ 0，i = 1，2，3，…，k)

也是 M 上的半局部半( E，F) -凸函数．
性质 8 设 f( x) 为定义在局部星形( E，F) -凸

集 M Ｒn 上的半局部半( E，F) -拟凸函数，若 φ:

Ｒ→Ｒ为非减的函数，则 h( x) = φ( f( x) ) 也为半局

部半( E，F) -拟凸函数．
证 因为 f 为 M 上的半局部半( E，F) -拟凸函

数，则x，y∈M，存在正数 d( x，y) ≤α( x0，x) ≤1，

使得x－∈E( x) ，y－∈F( y) ，λ∈ ( 0，d( x，y) ) ，

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤ max{ f( x) ，f( y) } ．

又 φ: Ｒ→ Ｒ 为非减的函数，所以，

h( x) = φ( f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ) ≤

φ( max{ f( x) ，f( y) } ) ≤ max{ φ( f( x) ) ，φ( f( y) ) } ，

故复合函数 h( x) 也为半局部半( E，F) -拟凸函数．
性质 9 设 f，－ g: M→ Ｒ 是局部星形( E，F) -

凸集 M 上的半局部半( E，F) -凸函数，若 f≥ 0，g ＞
0，则 h = f /g 是 M 上的半局部半( E，F) -拟凸函数．

06 江西师范大学学报( 自然科学版) 2014 年



证 x，y∈M，存在正数 d( x，y) ≤α( x，y) ≤

1，x－∈ E( x) ，y－∈ F( y) ，λ∈［0，d( x，y) ］，有

f( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≤ λf( x) + ( 1 － λ) f( y) ，

g( λx
－ + ( 1 － λ) y－) ≥ λg( x) + ( 1 － λ) g( y) ．

则

h( λx
－ + ( 1 － λ) y－) = f( λx

－ + ( 1 － λ) y－)

g( λx
－ + ( 1 － λ) y－)

≤

λf( x) + ( 1 － λ) f( y)
λg( x) + ( 1 － λ) g( y)

= λg( x)
λg( x) + ( 1 － λ) g( y)

·

h( x) + ( 1 － λ) g( y)
λg( x) + ( 1 － λ) g( y)

·h( y) ≤

max{ h( x) ，h( y) } ．
因此，函数 h = f /g 是 M 上的半局部半( E，F) -

拟凸函数．
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Semilocal Semi( E，F) -Convex Function and It’s Properties
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Abstract: The definitions of some generalized convex functions are presented by using the concepts of local star-
shaped set，semi ( E，F) -convex function and semilocal convex function，which are semilocal semi ( E，F) -convex
function，semilocal semi ( E，F ) -pseudo convex function，semilocal semi ( E，F ) -quasi convex function，semilocal
semi( E，F) -strict convex function，and semilocal semi( E，F) -strong convex function． The properties of these gener-
alized convex functions are researched．
Key words: local starshaped( E，F) -convex set; semilocal semi( E，F) -convex function; semilocal semi( E，F) -quasi
convex function; semilocal semi( E，F) -pseudo convex function
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