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非倍测度下参数型 Marcinkiewicz 积分
多线性交换子的一些估计
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摘要: 当假设测试 μ 满足多项式增长的条件时，得到了参数型 Marcinkiewicz 积分与 Lipβ ( μ) 函数生成的

多线性交换子 Mρ
b f( x) 具有( Lp ( μ) ，Lq ( μ) ) 的有界性，以及在 H1 ( μ) 空间的端点估计，从而推广了参数型

Marcinkiewicz 积分单线性交换子的相关结果．
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0 引言

设 μ 是定义在 Ｒd 上的非负 Ｒadon 测度且满足

增长条件: 对所有的 x∈ Ｒd，r ＞ 0，都有

μ( B( x，r) ) ≤ C0 r
n， ( 1)

其中 C0，n 是正数且 0 ＜ n≤ d，B( x，r) = { y∈Ｒd :

y － x ＜ r} ．x∈ supp( μ) 及 r ＞ 0，满足 μ( B( x，

2r) ) ≤ Cμ( B( x，r) ) ，则称 μ 是倍测度．
对于方体 Q Ｒd，总假设 Q 是闭的且平行于坐

标轴，用 l( Q) 表示其边长． 设 α ＞ 1，β ＞ αn，若

μ( αQ) ≤ βμ( Q) ，则称 Q 为( α，β) 倍方体． 这里 αQ
表示与 Q 同心且边长为 l( αQ) = αl( Q) 的方体．

给定 Ｒd 中的任意 2 个方体 Q  Ｒ，记 KQ，Ｒ =

1 +∑
NQ，Ｒ

k = 1

μ( 2kQ)
［l( 2kQ) ］n，其 中 NQ，Ｒ 是 使 得 l( 2kQ) ≥

l( Ｒ) 成立的最小正整数 k，KQ，Ｒ 的概念是由X Tolsa．
在文献［1］中首次提出．

近年来，交换子理论在调和分析中具有重要作

用［2-3］，在测试 μ 仅满足多项式增长性的条件下，许

多学者研究了 Marcinkiewicz 积分交换子 Lebesgue
空 间、Morrey 空 间 和 Hardy 空 间 以 及 参 数 型

Marcinkiewicz 有界性，得到了许多结论［4-12］． 2013
年，李 亮 等 在 文 献［9］ 中 讨 论 了 非 倍 情 况 下，

Marcinkiewicz 积分高阶交换子在 Hardy 空间的有界

性，受 此 启 发，本 文 给 出 了 非 倍 情 况 下，参 数 型

Marcinkiewicz积分算子的多线性交换子的一些估计．
设核函数 K( x，y) 是定义在 Ｒd × Ｒd \ { ( x，y) :

x = y} 上的局部可积函数且满足下列条件:

( i) 存在常数 C ＞ 0，使得对所有的 x，y∈Ｒd 且

x≠ y 有

K( x，y) ≤ C x － y － ( n－1) ; ( 2)

( ii) 当 x － x' ≤ x － y 2 时，有

K( x，y) － K'( x，y) ≤ C x － x' ε

x － y n－1+ε， ( 3)

其中 0 ＜ ε≤ 1;

( iii) 当 y － y' ≤ x － y 2 时，有

K( x，y) － K( x，y') ≤ C y － y'
x － y n－1+ε， ( 4)

其中 0 ＜ ε≤ 1．
定义关于上述 K( x，y) 的参数型 Marcinkiewicz

积分算子 Mρ ( f) ( x) 为

Mρ ( f) ( x) [= ∫
∞

0

1
tρ ∫ x－y ≤t

K( x，y)
x － y 1－ρ·

f( y) dμ( y)
2 dt ]t ，x∈ Ｒ，ρ ＞ 0． ( 5)

对于局部可积函数 bi，i = 1，2，…，m，记 b =
( b1，…，bn ) ，则参数型 Marcinkiewicz 积分多线性交

换子 Mρ
b ( f) ( x) 定义如下:



Mρ
b ( f) ( x) {= ∫

∞

0

1
tρ ∫ x－y ≤t

K( x，y)
x － y 1－ρ·

∏
m

i = 1
［bi ( x) － bi ( y) ］f( y) dμ( y)

2 dt }t
1 /2
． ( 6)

本文总是假定 Mρ( f) ( x) ( 以下都简记为 Mρ) 在

L2( μ) 上有界． 特别 K( x，y) = Ω( x，y) x － y d－1，其

中 Ω 为满足零次齐次函数且 Ω ∈ Lipα ( Sd－1 ) ( 0 ＜
α≤ 1) ，则容易验证此 K( x，y) 满足( 2) 式和( 3)

式． 又若 μ是Ｒ中的 d 维 Lebesgue测度． 当 ρ = 1 时，

则( 5) 式定义的 Mρ 恰为文献［9］给出介绍的标准

Marcinkiewicz 积分算子．
定义1 对于任意给定的 β ＞ 0，若函数 f 满足:

‖f‖∧
·
β = sup

x，h∈Ｒn，h≠0

Δ［β］+1
h f( x)

h β ＜ ∞，

则称 f( x) 是 Lipschitz 空间∧
·

βＲ
n，其中 Δk

h 表示 k 阶

不同算子．
定理 1 设 m∈ N，核函数 K( x，y) 满足( 2) ～

( 4) 式，Mρ
b 为( 6) 式所定义的参数型 Marcinkiewicz

积分多线性交换子，bi∈∧
·
β( Ｒn ) ( 0 ＜ βi≤1) ，i =

1，2，…，m，1 / q = 1 / p － β /n，β =∑
m

i = 1
βi ( 0 ＜ β≤ n) ，

则 Mρ
b 是从 Lp ( μ) 到 Lq ( μ) 的有界算子．

定理 2 设 m∈ N，0 ＜ β i≤ 1，bi∈∧
·
β( Ｒn ) ，

Mρ
b 为( 6) 式定义的参数型 Marcinkiewicz 多线性交

换子，其中核函数 K( x，y) 满足( 2) ～ ( 4) 式，假定

Mβ 在 L2 ( μ) 上有界，0 ＜ β =∑
m

i = 1
βi ＜ n 及1 / q = 1 －

β /n，则 Mρ
b 是 H1 ( μ) 到 Ln/ ( n－β) ( μ) 上的有界算子，

即f = H1 ( μ) ，存在常数 C 使得

Mρ
b ( f) ( x) ≤ C‖b‖∧

·
β
‖f‖H1( μ) ．

后续内容中 C 表示不依赖于主要参数的常数，

但其值在不同的地方可能不相同; 对任意的 μ 可测

集合 E，χE 表示特征函数; 对于固定的 1≤ p ＜ ∞，p
与 p' 满足共轭关系，即 1 / p + 1 / p' = 1．

1 预备知识

本文采用文献［1］所给出的原子 Hardy 空间

H1，∞
a ( μ) 的定义，该定义与文献［15］中引入 grand

极大算子 Mφ 来定义具有非倍测度的 H1 ( μ) 等价．
定义 2 设 0 ＜ p≤ 1≤ q≤∞，p≠ q，非负整

数 s≥［n( 1 / p － 1) ］( 记号［x］表示 x 的整数部分) ，

如果函数 a( x) ∈ Lq ( Ｒn ) 满足下列条件:

( i) suppa B( x0，r) ;

( ii) ‖a‖≤ B( x0，r) 1 / q－1 / p ;

( iii) ∫a( x) xαdx = 0，0 ≤ α ≤ s;

则称 a( x) 为中心在 x0 处的( p，q，s) 原子．

定义 3 设 s ＞ 1，称函数 h( x) ∈ L1
loc ( μ) 为原

子块，若满足

( i) 存在方体 Ｒ 使得 supph( x)  Ｒ;

( ii) 对于 i = 1，2，存 在 紧 支 集 分 别 包 含 在

Qi (  Ｒ) 中的函数 ai ( x) 和实数 λ i，使得 h( x) =

λ1a1 ( x) + λ2a2，且 ‖ai‖L∞ ( μ) ≤［μ( mQi ) KQi，Ｒ］
－1，

定义有限原子块 h H1，∞
a

( μ) = λ1 + λ2 ，称 f ∈

H1，∞
a ( μ) ，它是指存在满足∑

∞

j = 1
hJ H1，∞

a ( μ)
＜ ∞ 的有

限原子块{ hj} j∈N 使得 f( x) = ∑
∞

j = 1
hj ( x) ，所以 f 的

H1，∞
a ( μ) 范数定义为

‖f‖H1，∞
a

( μ) = inf{∑
j

hj H1，∞
a ( μ)

} ，

其中{ hj} j∈N 取遍 f 的所有可能原子．

X． Tolsa 在文献［1］中证明了 H1，∞
a ( μ) 与 s ＞ 1

的选取有关．
定义4 设0 ＜ α ＜ ∞，定义与非倍测度 μ相关

的分数次积分 Iα 为

Iα( f) ( x) = ∫Ｒd

f( y)
x － y n－αdμ( y) ，x∈ supp( μ) ． ( 7)

J． García-Cuerva 等在文献［16］中对 Iα 进行了

研究并得到:

引理 1 假定 0 ＜ α ＜ n，Iα 为( 7) 式所定义的

分数次积分，对 1≤ p ＜ n /α 且 1 / q = 1 / p － α /n，存

在常数 C ＞ 0，使得对所有的 λ ＞ 0 和具有紧支集的

函数 f∈ L∞ ( μ) ，有

‖Iα ( f) ‖Lq( μ) ≤ C‖f‖Lp( μ) ，

μ( x∈ Ｒd : Iα ( f) ( x) ＞ λ) ≤ C ‖f‖L1( μ)( )λ

n / ( n－α)

．

2 定理的证明

定理1的证明 因为bi∈∧
·

β( Ｒ
n) ( 0 ＜ βi≤1) ，

i = 1，2，…，m，由 Minkowski 不等式和( 1) 式得

Mρ
b ( f) ( x) {= ∫

!

0

1
tρ ∫ x－y ≤t

K( x，y)
x － y 1－ρ·

∏
m

i = 1
［bi ( x) － bi ( y) ］f( y) dμ( y)

2 dt }t
1 /2

≤
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∫Ｒd

K( x，y)
x － y 1－ρ∏

m

i = 1
b( x) － b( y) f( y) ·

∫
!

x－y

dt
t1+2( )ρ

1/2

dμ( y) ≤C‖b‖∧·β∫Ｒd

1
x － y n－ρ x － y β·

f( y)
1

x － y ρdμ( y) ≤ C‖b‖∧
·
β∫Ｒd

1
x － y n－β·

f( y) dμ( y) ≤ C‖b‖∧
·
β
Iβ ( f ) ( x) ，

注意到 0 ＜ ∑
m

j = 1
β j = β ＜ n，结合引理 1 即可得到定

理 1 的结论．
定理 2 的证明 根据原子 Hardy 空间 H1，∞

a ( μ)

的定义，只需证明定理 2 对于每个原子块 h 成立即

可． 为了便于计算，在证明中取 s = 4． 设方体 Q 满足

supp( h)  Ｒ，∫Ｒd
h( x) dμ( x) = 0，并且

h( x) = λ1a1 ( x) + λ2a2 ( x) ， ( 8)

其中 λ1，λ2 是实数，满足 h H1，∞a
= λ1 + λ2 ． 函数 ai

( i = 1，2) 有界且 supp( ai )  Qi  Ｒ，并满足

‖ai‖L∞ ≤［μ( 4QiKQi，Ｒ) ］－1 ．
设 xＲ 为方体 Ｒ 的中心，有

Mρ
b ( h) ‖Lq( μ) = ∫Ｒd Mρ

b ( h) ( x) qdμ( x( ))
1 / q
≤

∫2Ｒ Mρ
b ( h) ( x) qdμ( x( ))

1 / q
+

∫Ｒd \2Ｒ
Mρ

bh( x) qdμ( x( ))
1 / q

= I + II．

根据( 8) 式，有

I = ∫2Ｒ Mρ
bh( x) qdμ( x( ))

1 / q
=

∫2Ｒ Mρ
b［λ1a1 ( x) + λ2a2 ( x) ］ qdμ( x( ))

1 / q
≤

λ1 ∫2Ｒ Mρ
b ( a1 ) ( x) qdμ( x( ))

1 / q
+

λ2 ∫2Ｒ Mρ
b ( a2 ) ( x) qdμ( x( ))

1 / q
= Ι1 + Ι2 ．

为了估计 I1，作如下分解:

Ι1 = λ1 ∫2Ｒ Mρ
b ( a1 ) ( x) qdμ( x( ))

1 / q1
+

λ1 ∫2Ｒ \2Q1 Mρ
b ( a1 ) ( x) qdμ( x( ))

1 / q1
≤

λ1 ∫2Q1 Mρ
b ( a1 ) ( x) qdμ( x( ))

1 / q1
+

λ1 ∫2Ｒ \2Q1 Mρ
b ( a1 ) ( x) qdμ( x( ))

1 / q1
= Ι11 + Ι12 ．

选取 p1，q1 使得 1 ＜ p1 ＜ n /β，1 ＜ q ＜ q1，其中

1 / q1 = 1 / p1 － β /n． 由 Hlder 不等式，KQ1，Ｒ≥ 1 以及

引理 1 中的 Mρ
b 的( Lp1 ( μ) ，Lq1 ( μ) ) 有界性，得

Ι11 = λ1 ∫2Q1 Mρ
b ( a1 ) ( x) q1dμ( x( ))

1 / q1
≤

λ1 ∫2Q1 Mρ
b( a1) ( x) q1dμ( x[ ])

1 / q1
μ( 2Q1)

1 / q－1 / q1 ≤

C‖b‖∧
·
β λ1 ‖a1‖Lp1( μ) μ( 2Q1 ) 1 / q－1 / q1 ≤

C‖b‖∧
·
β λ1 ‖a1‖L!( μ) μ( 2Q1 ) 1 / p1+1 / q－1 / q1 ≤

C‖b‖∧
·
β λ1

μ( Q1 )
μ( 4Q1 ) KQ1，Ｒ

≤ C‖b‖∧
·
β λ1 ．

简记 N1 表示为 N2Q1，2Ｒ 且结合

‖a1‖L∞ ( μ) ≤［μ( 4Q1 ) KQ1，Ｒ］
－1，

得到

Ι12 = λ1 ∫2Ｒ \2Q1 Mρ
b ( a1 ) ( x) qdμ( x( ))

1 / q
≤

λ1 ∑
N1+1

k = 1
∫2k+1Q1 \2kQ [

1
∫
!{
0

1
tρ ∫ x－y ≤t

K( x，y)
x － y 1－ρ·

∏
m

i =1
［bi ( x) － bi ( y) ］a1( y) dμ( y)

2 dt ]t
q/2
dμ( x) 1 }/ q ≤

C λ {1 ∑
N1+1

k =1
∫2k+1Q1\2kQ [

1
∫Q1∏

m

i =1
bi( x) － bi( y) x － y n·

a1 ( y) dμ( y ])
q
dμ( x })

1 / q

≤

C‖b‖∧
·
β λ {1 ∑

N1+1

k = 1
l ( 2kQ1 ) q( β－n)·

∫2k+1Q1 \2kQ [
1
∫Q1 a1 ( y) dμ( y ])

q
dμ( x })

1 / q

≤

C‖b‖∧
·
β λ [1 ∑

N1+1

k = 1
l ( 2kQ1 ) q( β－n) μ( 2k+1Q1 ) ·

‖a1‖
q
L!( μ) μ ( Q1 ) ]q

1 / q

≤ C‖b‖∧
·
β λ1

[

·

∑
N1+1

k = 1
l ( 2kQ1 ) q( β－n) μ( 2k+1Q1 ) μ ( 4Q1 ) －q·

K－q
Q1，Ｒμ ( Q1 ) ]q

1 / q

≤ C‖b‖∧
·
β λ1

{
·

K－q
Q1，Ｒ∑

N1+1

k = 2

μ( 2kQ1 )

l ( 2kQ1 ) }n

1 / q

≤ C‖b‖∧
·
β λ1 ，

这里用到文献［17］中给出的

∑
N1+1

k = 1

μ( 2kQ1 )

l ( 2kQ1 ) n ≤ CKQ1，Ｒ ．

由前面关于 Ι11 和 Ι12 的结论，得到 Ι1 的估计．
类似地方法可得 Ι2≤ C‖b‖∧

·
β λ | ，综合得出 Ι 的

估计．

II = ∫Ｒd \2Ｒ ∫
!

0

1
tρ ∫ x－y ≤t

K( x，y)
x － y 1－[{ ρ·

∏
m

i =2
［bi ( x) － bi ( y) ］h( y) dμ( y) 2 dt

t
q / ]2 dμ( x })

1 / q
=
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∫Ｒd \2Ｒ ∫
x－xＲ +2l( Ｒ)

0

1
tρ ∫ x－y ≤t

K( x，y)
x － y 1－[{ ρ·

∏
m

i =2
［bi ( x) － bi ( y) ］h( y) dμ( y)

2 dt
t

q / ]2

dμ( x })
1 / q

+

∫Ｒd \2Ｒ ∫
!

x－xＲ +2l( Ｒ)

1
tρ ∫ x－y ≤t

K( x，y)
x － y 1－[{ ρ·

∏
m

i =2
［bi ( x) － bi ( y) ］h( y) dμ( y)

2 dt
t

q / ]2
dμ( x })

1 / q
=

II1 + II2 ．

对 i = 1，2，y∈QiＲ，x∈Ｒd \( 2Ｒ) ，有 x － y ～

x － xＲ ～ x － xＲ + 2l( Ｒ) ，由 Minkowski 不等式得

II1 = C ∫Ｒd \2Ｒ ∫Ｒd

h( y)
x － y n－[{ ρ∏

m

i = 1
bi ( x) － bi ( y) ·

∫ x－xＲ +2l( Ｒ)

x－y

dt
t1+2( )ρ

1 /2

dμ( y ])
q
dμ( x })

1 / q

≤

C ∫Ｒd \2Ｒ ∫Ｒd

h( y)
x － y n－[{ ρ∏

m

i = 1
bi ( x) － bi ( y)

(
·

1
( x － xＲ + 2l( Ｒ) ) 2ρ －

1
x － y 2 )ρ

1 /2
dμ( x ])

q
dμ( y })

1 / q

≤ C‖b‖m
Lipβ
·

∫Ｒ {d ∑
!

k = 1
∫2k+1Ｒ \2kＲ l ( Ｒ) ρ /2

x － y n－β+ρ /( )2

q

dμ( x })
1 / q
·

h( y) dμ( y) ≤ C‖b‖∧
· (β ∑

2

j = 1
λ j ‖aj‖L1( μ ))

[
·

∑
!

k = 1
l ( Ｒ) ρ /2 l ( 2kＲ) －n+β－ρ /2μ ( 2k+1Ｒ) 1 ]/ q ≤

C‖b‖∧·β ∑
2

j =1
λj

μ( Qj)
μ( 4Qj) KQj，

( )
Ｒ

≤C‖b‖∧·β ∑
2

j =1
λ( )
j

．

y ∈ Ｒ，有 x － y ≤ x － xＲ + y － xＲ ≤

x － xr + 2l( Ｒ) ≤ t，由Minkowski不等式，条件( 3)

和( 4) 以及 h 的消失性∫Ｒd
h( x) dμ( x) = 0 得

II2 ≤ ∫Ｒd \2Ｒ ∫Ｒd

K( x，y)
x － y 1－{ ρ∏

m

i = 1
［bi ( x) － bi ( y) ］·

h( y) dμ( y) ∫
!

x－xＲ +2l( Ｒ)

dt
t1+2( )ρ

1 /2 q
dμ( x })

1 / q

≤

∫Ｒd \2Ｒ ∫Ｒd

K( x，y)
x － y 1－{ ρ∏

m

i = 1
［bi ( x) － bi ( y) ］h( y) ·

1
［ x － xＲ + 2l( Ｒ) ］ρdμ( y)

q
dμ( x })

1 / q

≤

C ∫Ｒd \2Ｒ ∫Ｒd

K( x，y)
x － y 1－{ ρ∏

m

i = 1
［bi ( x) － bi ( y) ］·

h( y) dμ( y)
q
dμ( x })

1 / q

≤

C ∫Ｒd \2Ｒ ∫Ｒd

K( x，y) － K( x，xＲ )

x － y 1－ρ{ ·

∏
m

i = 1
［bi ( x) － bi ( y) ］h( y) dμ( y)

q
dμ( x })

1 / q

≤

C‖b‖∧
·
β∫Ｒd∑

!

k = 1 ∫2k+1Ｒ \2k [Ｒ

K( x，y) － K( x，xＲ ){ x － y
·

x － y ]β
q
dμ( x) h( y }) dμ( y) ≤

C‖b‖∧
·
β∫Ｒd h( y) ·

∑
!

k =
[

1
∫2k+1Ｒ \2k (Ｒ

y － xＲ
ε

x － y n+β+ )ε

q
dμ( x ])

1 / q
dμ( y) ≤

C‖b‖∧
·
β∫Ｒd h( y) ∑

!

k =1
2k( β－ε－n+n/q) l( Ｒ) β－n+n/qdμ( y) ≤

C‖b‖∧
·
β∑

!

k = 1
2 －kε∫Ｒd ∑

2

j = 1
λ jaj ( y) dμ( y) ≤

C‖b‖∧
·
β∑

2

j =1
λj

μ( Qj)
μ( 4Qj) KQj，Ｒ

≤C‖b‖∧
· (β ∑

2

j =1
λ )j ，

这里 1 / q = 1 － β /n 和 0 ＜ ε≤ 1．
由 I，II 的估计，得到

‖Mρ
b‖Lq( μ) ≤ C h H1，∞a ( μ) ．

最 后，结 合 有 限 原 子 线 性 组 合 在 有 限 的

H1，∞
a ( μ) 中的稠密性，从而得到定理 2 的结论．
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The Boundedness of Higher Order Commutators for the Parametric
Marcinkiewicz Integral with Non-Doubling Measures

ZHOU Jiang，WANG Ding-huai
( College of Mathematics and System Sciences，Xinjiang University，Urumqi Xinjiang 830046，China)

Abstract: Under the assumption that μ only satisfies the polynomial growth condition，the ( Lp ( μ) ，Lq ( μ) ) bound-
edness of higher order commutator Mρ

b f( x) generated by the parametric Marcinkiewicz integral and Lipβ ( μ) func-
tion are estabished． And the boundedness on H1 ( μ) spaces is also obtained，which promote some results on single
linear parametric Marcinkiewicz integral commutators．
Key words: non-doubling measure; parametric Marcinkiewicz integral; Lipβ ( μ) function; Hardy space
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