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摘要: 依据现有循环不变式的定义和开发策略，阐述了一类单元赋值语句型循环不变式开发方法，同时
使用 Dijkstra最弱前置谓词方法确认了循环不变式的正确性．最后通过典型实例来说明该方法的应用．
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0 引言

循环不变式揭示了循环程序的本质特征，循环

不变式对于循环程序的理解、软件验证、形式化程序
设计和自动程序设计至关重要，甚至部分人认为不

知道循环不变式就不可能理解循环［1］．
循环不变式的开发分为手工开发和自动开发．

早期采取手工的方式，随着理论和技术发展，自动方

式被广泛应用于循环不变式的开发． 而自动方式又
被分为静态方法和动态方法． 静态方法仅分析程序
的源代码本身，其中基于抽象解释的方法和基于约

束的方法是应用最广的系统性方法． 抽象解释是在
抽象域上的符号程序执行，其抽象域综合描述了循

环迭代的语义． P． Cousot 和 Ｒ． Cousot［2］将抽象解释
更新并扩展到处理现代程序语义． 基于抽象解释的
不变式生成技术［3-6］可以构造多种类型的线性和多

项式循环不变式．基于约束的技术依赖于非简单的
数学域( 例如多项式或者凸面多面体) 上的复杂决

策过程来精确地表达带有一定模板特性的循环语

义．基于约束技术同样可以构造出线性和多项式循
环不变式［7］．近 10 年动态方法开始应用于循环不变
式的开发，其通过选取充足多样的输入，然后在执行

程序的过程中探测程序的不变式特性． M． D． Ernst
等［8］的 Daikon 技术表明动态方法在开发循环不变
式具有实用性，并且带动了许多后续工作［9-13］．
B． Meyer等［1］采用的 domain theory，用各个应用领域
内的具体特征函数和谓词高度抽象地表达包括后置

断言和循环不变式在内的断言，系统地分析确认和

分类计算机科学的许多领域的典型算法的循环不变

式，指出循环不变式呈现与领域相关的模式特征，以

期利用这些模式特征来开发循环不变式．
静态方法是稳健的并且对于其能开发出的一类

不变式是完备的．利用不变式代表数学域的可判定
性、可保证稳健性和完备性，因而这些技术处理新的
不变式特性时会受到不可判定性的制约． 动态方法
把候选不变式特性中不违背任何一次程序执行的不

变式特性被当做可能的不变式，因此这是不稳健的，

只是一种启发式猜测． 动态不变式开发方法在正确
实现时能较好地发挥作用，但对于许多循环不变式

的开发仍存在如何获取充足多样的测试集的问题．
当前动态方法较少应用于开发循环不变式，但是其

主要被应用于推导前后置断言或者中间断言中．
薛锦云［14］提出的按循环变量的元数分类的思

路来研究循环不变式，是一种静态方法．单元赋值语
句指赋值符号右边仅出现 1 个与赋值符号左边相同
的循环变量且不出现其他的变量( 循环控制变量除

外) 的赋值语句． 从而单元赋值语句型循环程序就
指循环体里仅出现 1 条单元赋值语句且不出现其他
多元赋值语句的循环程序．

1 循环不变式的新定义和新开发策略

这里的新定义和新的开发策略［14-15］是由薛锦

云提出，定义在循环程序段中，其值随着程序的执行

不断改变的变量为循环变量． 循环不变式支配着这
些循环变量的变化，反应了它们的变化规律． 因此，



薛锦云给出如下定义．
定义 1 给定循环语句 DO 和它的所有循环变

量的集合 A，1 个反应 A中每 1 个循环变量的变化规
律且在循环体 S执行前后均为真的谓词称为循环语
句 DO的循环不变式．
本文要研究的单元赋值语句型循环程序，按定

义 A集合里仅含 1 个循环变量，就是赋值语句符号
左边出现的变量．然后需要寻找反应该变量的变化
规律，且在循环体 S执行前后均为真的谓词，如此就
能得出循环不变式．
设问题 P的解由解序列由 P1，P2，…，Pn构成，

其中每个 Pi ( 1≤ i≤n) 为其右边某个 Pk子问题的

解，Pn为 P 的解．把 Pi和它前面的 1 个或者多个 Pj

( 1≤j≤i) ，关联起来的等式叫做问题求解序列的递
推关系，简称为递推关系，用 Pi = F ( Pj ) 表示，其中

Pj为 Pi子问题的序列．寻找递推关系即把问题 P 的
解表示成它的子问题的解的函数． 从而有了开发循
环不变式的新策略．
策略 1 以循环程序正确性验证条件为基准，

考察循环初始条件及循环结束所得的信息，分析程

序所解问题的实际背景、数学性质和程序特征，通过
归纳推理找出所有循环变量的变化规律，即为所求

的循环不变式．
按照以上策略，分析单元赋值语句型问题的实

际背景，数学性质和程序特征可得递推关系由单元

赋值语句，结合初始条件和循环结束的信息，由归纳

推理可以找到循环不变式．

2 2 种单元赋值语句型循环不变式
开发方法

按照循环不变式新的开发策略，通过对大量单

元赋值语句型循环程序的研究，发现单元赋值语句

型循环程序各种各样，这里通过 2 个典型的形式来
说明单元赋值语句型循环程序的开发规律． 下面分
别叙述这 2 种形式的循环不变式的开发步骤及利用
Dijkstra最弱前置谓词［16］方法进行正确性证明，为
了表述和证明的方便，程序按照 Dijkstra 卫士命令
语言书写．
2． 1 第 1 种循环程序{ Q: in≥i0 }

var S: real; var i: integer;
S: = S( 0) ; i: = i0 ;
do i ＜ in→S: = p* Sr + q; i: = i + 1 od
{ Ｒ: S = S( in － i0 ) }

结合 S = S( 0 ) 和( i: i0≤i≤in － 1: S ( i － i0 +
1) = p* ( S( i － i0 ) )

r + q) ，当 i = in － 1 时得出后置
断言 Ｒ: S = S( in － i0 ) ) ，Q 为前置断言，S 为循环变
量，i为循环控制变量，S( 0) 、i0、in表示实数，单元赋
值语句 S: = p* Sr + q中 p、q、r表示实数且 p≠0、r≠
0．循环不变式开发步骤为:
( i) 进入循环前，分析循环初始条件，得到循环

变量 S的初始值 S( 0) 及循环控制变量初始值 i0 ;
( ii) 进入循环，首先找到循环控制条件 i ＜ in ．结

合第( i) 步，可得循环不变式合取项 S = S( i － i0 ) ∧
i0≤i≤in ;
( iii) 然后找到 S: = p* Sr + q，得到问题求解序

列的递推关系 S( i) = p* ( S( i － 1) ) r + q;
( iv) 将第( ii) 步和第( iii) 步得到的结果合取即

可得到循环不变式 I:
S = S( i － i0 ) ∧i0≤i≤in∧

［S( i) = p* ( S( i － 1) ) r + q］．
循环不变式确认及程序正确性证明:

( i) QWP( " S: = S( 0) ，i: = i0 "，I) ，循环开始
前，I成立．

in≥i0( ( S = S( i － i0 ) ∧i0≤i≤in∧［S( i) =
p * ( S( i － 1) ) r + q］) ii0 )

S
S( 0) ≡ { ［S ( i ) = p *

( S( i － 1) ) r + q］总为真且不参与文字替换} ，
in≥i0S ( 0 ) = S ( 0 ) ∧ i0≤ i0≤ in∧［S ( i) = p*
( S( i － 1) ) r + q］≡true．
( ii) I∧GuardWP( ″S = p* Sr + q; i = i + 1″，I) ，

Guard表示“i ＜ in”要保证循环每次执行后不变式成
立，进行如下证明:

I∧Guard≡S = S( i － i0 ) ∧i0≤i≤in∧［S( i) =
p* ( S( i － 1) ) r + q］∧i ＜ in≡
S = S( i － i0 ) ∧i0≤i ＜ in∧［S( i) =

p* ( S( i － 1) ) r + q］．
WP( ″S = p* Sr + q; i = i + 1″，I) ≡

( ( S = S ( i － i0 ) ∧ i0 ≤ i≤ in ∧［S ( i ) = p *
( S( i － 1) ) r + q］) ii + 1 )

S
p* Sr + q≡{ 文字替换} ．

p* Sr + q = S( i +1 － i0)∧i0≤i +1≤in∧［S( i) =
p* ( S( i － 1) ) r + q］≡ { 利 用［S ( i ) = p *
( S( i － 1) ) r + q］对 S( i + 1 － i0 ) 等量替换} ．

p* Sr + q = p* ( S( i － i0 ) )
r + q∧i0 － 1≤i ＜ in∧

［S( i) = p* ( S( i － 1) ) r + q］≡
S = S( i － i0 ) ∧i0 － 1≤i ＜ in∧［S( i) =

p* ( S( i － 1) ) r + q］．
I∧GuardWP( ″S = p* Sr + q; i = i + 1″，I) ≡

{ i0≤i ＜ ini0 － 1≤i ＜ in}≡true．
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( iii) I∧ GuardＲ 循环不变式和 Guard 的否
定能得到后置断言成立．

I∧ Guard≡S = S( i － i0 ) ∧i0≤i≤in∧
［S( i) = p* ( S( i － 1) ) r + q］∧i≥in≡
S = S( i － i0)∧i = in∧［S( i) = p* ( S( i －1) )

r + q］≡
S = S( in － i0 ) ∧［S( i) = p* ( S( i － 1) ) r + q］
S = S( in － i0 ) ．
因此，( I∧ GuardＲ) ≡true．
( iv) 循环的终止性显然成立．

2． 2 第 2 种循环程序

{ Q: in≥i0 }
var S: real; var i: integer;
S: = S( 0) ; i: = in ;
do i ＞ i0→i: = i － 1; S: = p* Sr + a［i］od
{ Ｒ: S = S( in － i0 ) } ．
结合 S = S( 0 ) 和( i: i0 + 1≤i≤in : S ( in － i +

1) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］) ，当 i = i0 + 1 时得
出后置断言 Ｒ: S = S( in － i0 ) ，开发步骤如下:
( i) 进入循环前，分析循环初始条件，得到循环

变量 S的初值 S( 0) 及循环控制变量的初值 in ;
( ii) 进入循环，首先得到循环控制条件 i ＞ i0，结

合第( i) 步，可得循环不变式的合取项
S = S( in － i) ∧i0≤i≤in ;

( iii) 然后得到 S: = p* Sr + a［i］，可得问题求
解序列的递推关系 S ( in － ( i － 1 ) ) = p* ( S ( in －
i) ) r + a［i － 1］;
( iv) 将第( ii) 步和第( iii) 步得到的结果合取即

可得循环不变式 I:
S = S( in － i) ∧i0≤i≤in∧［S( in － ( i － 1) ) =

p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］．
循环不变式确认及程序正确性证明:

( i) QWP( " S: = S( 0) ，i: = in "，I) ，循环开始
前，I成立．

in≥i0( ( S = S( in － i) ∧i0≤i≤in∧［S( in －
i + 1) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］) iin )

S
S( 0)≡

{ ［S( in － i + 1 ) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］总为
真且不参与文字替换} ．
in≥i0S( 0) = S( 0) ∧i0≤in≤in∧［S( in － i + 1) =
p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］≡true．
( ii) I∧GuardWP ( ″ i = i － 1; S = p * Sr +

a［i］″，I) ，Guard 表示“i ＞ i0”要保证循环每次执行
后不变式成立，进行以下证明:

I∧Guard≡S = S( in － i) ∧i0≤i≤in∧［S( in －
i + 1) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］∧i ＞ i0≡

S = S( in － i) ∧i0 ＜ i≤in∧［S( in － i + 1) =
p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］．
WP( ″i = i － 1; S = p* Sr + a［i］″，I) ≡( ( S = S( in －
i) ∧i0≤i≤in∧［S( in － i + 1) = p* ( S( in － i) ) r +
a［i － 1］］) Sp* Sr + a［i］)

i
i － 1≡{ 文字替换} ．

p* Sr + a［i － 1］= S( in － i + 1) ∧i0 + 1≤i≤in + 1∧
［S( in － i + 1) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］≡
{ 利用［S( in － i + 1 ) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］
对 S( in － i + 1) 等量替换} ．

p* Sr + a［i － 1］= p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］∧
i0 + 1≤i≤in +1∧［S( in － i +1) = p* ( S( in － i) )

r +
a［i －1］］≡S = S( in － i)∧i0 +1≤i≤in +1∧
［S( in － i + 1) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］．
I∧GuardWP( ″i = i － 1; S = p* Sr + a［i］″，I) ≡
{ i0 ＜ i≤ini0 + 1≤i≤in + 1}≡true．
( iii) I∧ GuardＲ 循环不变式和 Guard 的否

定能得到后置断言成立．
I∧ Guard≡S = S( in － i) ∧i0≤i≤in∧

［S( in － i + 1) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］∧i≤
i0≡S = S( in － i) ∧i = i0∧［S( in － i + 1) =
p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］≡S = S( in － i0 ) ∧
［S( in － i + 1) = p* ( S( in － i) ) r + a［i － 1］］
S = S( in － i0 ) ．
因此，I∧ GuardＲ≡true．
( iv) 循环的终止性显然成立．

3 应用举例

本文开发的循环不变式具有一定的普遍性，关

键就是对单元赋值语句进行了抽象，当参数 p、q、r
取不同的具体值时，就可以得到许多该类型的不同

循环程序的循环不变式． 现在列举 3 例典型程序说
明方法的应用．
例 1 猴子吃桃问题: 有一只猴子第 1 天摘下

若干个桃子，当即吃掉了一半，又多吃了 1 个; 第 2
天将剩下的桃子吃掉一半，有多吃了 1 个; 按照这样
的吃法，每天都吃前一天剩下的桃子的一半，又多吃

1 个．到了第 10 天，就只剩下 1 个桃子，编程实现这
只猴子第 1 天共摘下了多少个桃子?
{ Q: 10≥1}
var i: integer; var s: integer;
s: = 1; i: = 1;
do i ＜ 10→s: = 2* s + 2; i: = i + 1 od
{ Ｒ: s = s( 9) } ．
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通过观察，它是第 1 种情形的具体化，这里 p =
2，q = 2，r = 1．
( i) s和 i的初值都为 1;
( ii) i ＜ 10，循环不变式的合取项为

s = s( i － 1) ∧1≤i≤10;
( iii) s: = 2* s + 2，问题求解序列的递推关系:

s( i) = 2* s( i － 1) + 2;
( iv) 将 ( ii ) 和 ( iii ) 的结果合取得到循环不

变式:

s = s( i － 1) ∧1≤i≤10∧［s( i) = 2* s( i － 1) + 2］．
例 2 b进制数转化为十进制数．给定任意 b 进

制及其指数位置数值数组，将其转化为十进制数．例
如，5 进制及其指数位置数值数组〈3，2，0，1〉，表示
十进制数 138 = 3* 50 + 2* 51 + 0* 52 + 1* 53 ．下面
的算法程序简单直接，很容易想到，其本质上可以用

秦九韶算法求解，它将 n － 1 次多项式的值转化为求
n － 1 个 1 次多项式的值，执行效率可显著提高．
{ Q: n≥0}
var i: integer; var sum: integer;
var a: array( 0: n － 1，integer) ;
sum: = 0; i: = 0;
do i ＜ n→sum: = sum + a［i］* bi ; i: = i + 1
od
{ Ｒ: s = s( n) } ．
这里单元赋值语句形式类似于第 1 种情形，开

发步骤相似，其中 n、b表示整数:
( i) sum和 i的初值都为 0;
( ii) i ＜ n，循环不变式的合取项为

sum = sum( i) ∧0≤i≤n;
( iii) sum: = sum + a［i］* bi，问题求解序列的递

推关系 sum( i) = sum( i － 1) + a［i － 1］* bi － 1 ;

( iv) 将( ii) 和( iii) 的结果合取得循环不变式:
sum = sum( i) ∧0≤i≤n∧［sum( i) =

sum( i － 1) + a［i － 1］* bi － 1］．
例 3 秦九韶算法，求 a［n － 1］* xn － 1 + a［n －

2］* xn － 2 +… + a［1］* x + a［0］的值．
{ Q: n≥0}
var i: integer; var s: integer;
var a: array( 0: n － 1，integer) ;
s: = 0; i: = n;
do i ＞ 0→i: = i － 1; s: = s* x + a［i］od
{ Ｒ: s = s( n) } ．
通过观察，它是第 2 种情形的具体化，这里 p =

x，r = 1，n为整数．
( i) s和 i的初值分别为 0 和 n;

( ii) i ＞ 0，循环不变式的合取项为 s = s( n － i) ∧
0≤i≤n;
( iii) s = s* x + a［i］，问题求解序列的递推关系

为 s( n － ( i － 1) ) = s( n － i) * x + a［i － 1］) ;
( iv) 将( ii) 和( iii) 的结果组装得循环不变式:
s = s( n － i) ∧0≤i≤n∧［s( n － ( i － 1) ) =

s( n － i) * x + a［i － 1］) ］．

4 总结和展望

从上面的介绍可看出，通过抽象概括出单元赋

值语句和单元赋值语句型循环程序的概念，抓住循

环不变式的本质特征，在新的开发策略的指导下，使

得一类单元赋值语句型循环不变式的开发变得简

单、有效．相比其他的各种开发方法，可以避免盲目
性，确保结果的可靠性．新的开发策略提到的分析所
解问题的实际背景、程序特征、数学性质和 Meyer 等
的 domain theory 表示断言( 尤其是后置断言和循环
不变式) ，与利用的具体应用领域的特征函数和谓

词思维角度不谋而合． 新的开发策略结合从循环不
变式的本质特征和正确性验证条件得到的不变式稳

健且有用，而 Meyer 等的用 domain theory 表达的循
环不变式利用程序证明器保证正确理论上并不完全

严格正确．
在实践上，大量开发稳健而有用的循环不变式

仍是巨大的挑战，仅单元赋值语句型循环程序的循

环不变式的构造就比较复杂，本文解决的是部分情

形，进一步解决需要在数据组织结构和不变式的表

示理论等方面努力． 还可进一步扩展到多元赋值语
句型循环程序，这有待相关理论和技术的进步．
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The Ｒesearch on Methods of Developing a Class of Loop Invariants of
Single-Variable-Assignment Type

YANG Huang-lei，XUE Jin-yun*

( Jiangxi Provincial Key Laboratory for High Performance Computing Technology，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: According to definition of loop invariants and strategy for developing loop invatiants proposed，methods of
developing a class of loop invariants of single-variable-assignment type and confirmthe correct of loop invariants by
using Dijkstra’s weakest pre-condition method hans been elaborated． Finally，some typical examples to illustrate the
application of the methods has been listed．
Key words: single-variable assignment; loop invariants; strategy for developing; the weakest pre-condition method
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