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2 阶微分方程的解与小函数的关系
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摘要: 运用 Nevanlinna 值分布的基本理论和方法，研究了几类 2 阶线性微分方程的解及其导数取小函数

的不同点的收敛指数，得到了方程解及其导数取小函数的不同点的收敛指数为无穷和 2 阶收敛指数等于

解的超级的精确结果．
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0 引言与结果

本文 使 用 Nevanlinna 值 分 布 理 论 的 标 准 记

号［1-2］，用 σ( f) 表示亚纯函数 f( z) 的增长级，λ( f)
表示 f( z) 的零点收敛指数，λ( f) 表示 f( z) 的不同零

点收敛指数，λ( f － φ) 表示 f( z) 取小函数 φ 的不同

点的收敛指数，σ2 ( f) 表示亚纯函数 f( z) 的超级，

λ2 ( f － φ) 表示 f( z) 取小函数 φ 的不同点的 2 级收

敛指数．
关于微分方程的解与小函数的关系已被众多学

者研究，得到了一些有趣的结果［3-6］． 例如关于 2 阶

线性微分方程

f ″ + A1e
az f ' + A0e

bz f = 0， ( 1)

陈宗煊在文献［7］中证明了下面的结果．
定理 A 假设 Aj ( z)  0( j = 0，1) 是整函数，

σ( Aj ) ＜ 1，a，b 是复常数且满足 ab≠ 0 和 a≠ b，则

方程( 1) 的每个解 f(  0) 都具有无穷级．
之后，陈宗煊等在文献［3］中又研究了方程( 1)

的解及其导数与小函数之间的关系，证明了下面 2
个定理．

定理 B 假设 Aj ( z)  0( j = 0，1) 是整函数，

σ( Aj ) ＜ 1，a，b 是复常数且满足 ab≠ 0 和 a≠ b，如

果 φ( z) (  0) 是有限级整函数，则方程( 1) 的每个

解 f(  0) 满足 λ( f － φ) = ∞ ．
定理 C 假设 Aj ( z)  0( j = 0，1) 是整函数，

σ( Aj ) ＜ 1，a，b 是复常数且满足 ab≠ 0 和 arg a ≠
arg b 或 a = cb( 0 ＜ c ＜ 1) ，如果 φ( z) (  0) 是有

限级整函数，则 方 程 ( 1) 的 每 个 解 f(  0) 满 足

λ( f － φ) = λ( f ' － φ) = λ( f ″ － φ) = ∞ ．
另外，关于 2 阶线性微分方程

f ″ + Aeaz f ' + ( B0e
bz + B1e

dz ) f = 0， ( 2)

文献［8］证明了下面的结果．
定理D 假设A( z) ( 0) ，Bi ( z) ( 0) ( i = 0，

1) 是整函数，σ( A) ＜ 1，σ( Bi ) ＜ 1，a，b，d 是复常

数，abd≠ 0， a ≠ max{ b ， d } 且( a － b) ( a －
d) ≠ 0，当 b = d 时，B0 ( z) + B1 ( z)  0，如 果

φ( z) (  0) 是级小于 1 的整函数，则方程( 2) 的每

个解 f(  0) 满足

λ( f － φ) = λ( f ' － φ) = λ( f ″ － φ) = ∞ ．
以上定理研究了方程( 1) 和( 2) 的解及其导数

取小函数的不同点的收敛指数与解的增长级之间的

关系，证明了方程( 1) 和( 2) 的解 f( 0) 满足λ( f －
φ) = λ( f ' － φ) = λ( f ″ － φ) = σ( f) = ∞ ． 本文

是在前人研究的基础上，进一步研究了方程( 1) 和

( 2) 以及相关的非齐次方程的解及其导数取小函数

的不同点的 2 级收敛指数与解的超级之间的关系，

得到了下面的结果．
定理 1 假设 Aj ( z)  0( j = 0，1) 是整函数，

σ( Aj ) ＜ 1，a，b 是复常数且满足 ab≠ 0 和 a≠ b，如

果 φ( z) (  0) 是有限级整函数，则方程( 1) 的每个

解 f(  0) 满足 λ2 ( f － φ) = σ2 ( f) ． 进一步，如果

φ( z) (  0) 是级小于 1 的整函数，则方程( 1) 的每

个解 f(  0) 还满足 λ( f ' － φ) = λ( f ″ － φ) = ∞
且 λ2 ( f ' － φ) = λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ．

定理 2 假设 Aj ( z)  0( j = 0，1) 是整函数，



σ( Aj ) ＜ 1，a，b 是复常数且满足 ab≠ 0 和 a≠ b，如

果 φ( z) (  0) ，F( z) (  0) 都是有限级整函数，则

方程

f ″ + A1e
az f ' + A0e

bz f = F ( 3)

的每个 解 f(  0) 都 满 足 λ( f － φ) = ∞，并 且

λ2 ( f － φ) = σ2 ( f) ，至多除去1 个例外的非零解． 进

一步，如果φ( z) ( 0) ，F( z) ( 0) 都是级小于1 的

整函数，则方程( 3) 的每个解 f( 0) 还满足λ( f ' －
φ) = λ( f ″ － φ) = ∞ 并且 λ2 ( f ' － φ) = λ2 ( f ″ －
φ) = σ2 ( f) ，至多除去 1 个例外的非零解．

定理 3 假设 Aj ( z)  0( j = 0，1) 是整函数，

σ( Aj ) ＜ 1，a，b 是复常数且满足 ab≠ 0 和 arg a ≠
arg b 或 a = cb( 0 ＜ c ＜ 1) ，如果 φ( z) (  0) 是有

限级整函数，则 方 程 ( 1) 的 每 个 解 f(  0) 满 足

λ2 ( f － φ) = λ2 ( f ' － φ) = λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ．
定理4 假设 A( z) ( 0) ，Bi ( z) ( 0) ( i = 0，

1) 是整函数，σ( A) ＜ 1，σ( Bi ) ＜ 1，a，b，d 是复常

数，abd≠ 0， a ≠ max{ b ， d } 且( a － b) ( a －
d) ≠ 0，当 b = d 时，B0 ( z) + B1 ( z)  0，如 果

φ( z) (  0) 是级小于 1 的整函数，则方程( 2) 的每

个解 f(  0) 满足

λ2 ( f － φ) = λ2 ( f ' － φ) = λ2 ( f ″ － φ) =
σ2 ( f) ．

定理5 假设 A( z) ( 0) ，Bi ( z) ( 0) ( i = 0，

1) 是整函数，σ( A) ＜ 1，σ( Bi ) ＜ 1，a，b，d 是复常

数，abd≠ 0， a ≠ max{ b ， d } 且( a － b) ( a －
d) ≠ 0，当 b = d 时，B0 ( z) + B1 ( z)  0，如 果

φ( z) (  0) 和 F( z) (  0) 都是级小于 1 的整函数，

则方程

f ″ + Aeaz f ' + ( B0e
bz + B1e

dz ) f = F

的每个解 f(  0) 满足 λ( f － φ) = λ( f ' － φ) =
λ( f ″ － φ) = ∞ 且 λ2 ( f － φ) = λ2 ( f ' － φ) = λ2

( f ″ －φ) = σ2 ( f) ，至多除去 1 个例外的非零解．

1 引理

引理1［9］ 假设 aj ( j = 0，1，…，k － 1) ，F( 0)

是整函数，f 满足微分方程

f( k) + ak－1 f
( k－1) + … + a0 f = F ( 4)

且 max{ σ( F) ，σ( aj ) ; j = 0，1，…，k － 1} ＜ σ( f) =

σ( 0 ＜ σ≤ ∞ ) ，则 λ( f) = λ( f) = σ( f) ．
注1 由引理1的证明过程易知，当 aj ( j = 0，1，

…，k － 1) 和F是亚纯函数时，引理1 的结论也成立．
引理 2 在引理 1 的条件下，若 σ( f) = ∞，则

在引理 1 的结论下，进一步还有

λ2 ( f) = λ2 ( f) = σ2 ( f) ．
证 将( 4) 式改写为

1
f = 1

F ( f
( k)

f + ak－1
f( k－1)

f + … + a0 ) ． ( 5)

由 ( 5) 式，若 z0 为 f的大于 k的α阶零点，则 z0 必

为 F 的 α － k 阶零点，从而有

n( r，1 / f) ≤ kn( r，1 / f) + n( r，1 /F) ，

N( r，1 / f) ≤ kN( r，1 / f) + N( r，1 /F) + O( 1) ．
再由对数导数引理，至多除去 1 个线测度为有限的 r
值集 E 外，有

m( r，f( j) / f) = O{ log( rT( r，f) ) } ( j = 1，…，k) ，

m( r，1 / f) ≤ m( r，1 /F) +∑
k－1

j = 0
m( r，aj ) +

O{ log( rT( r，f) } ( r E) ．
所以

T( r，f) = T( r，1 / f) + O( 1) ≤ kN( r，1 / f) +

T( r，1 /F) + O{ log( rT( r，f) ) } + ∑
k－1

j = 0
T( r，aj ) =

kN( r，1 / f) + T( r，F) + O{ log( rT( r，f) ) } +∑
k－1

j = 0
T( r，

aj ) ( r E) ．
因为 max{ σ( F) ，σ( aj ) ; j = 0，1，…，k － 1} ＜

σ( f) = ∞，所以由上式可得 σ2 ( f) ≤ λ2 ( f) ． 故有

λ2 ( f) = λ2 ( f) = σ2 ( f) ．
引理3［10］ 假设 f1 ( z) ，f2 ( z) ，…，fn ( z) ( n≥2)

为亚纯函数，g1 ( z) ，g2 ( z) ，…，gn ( z) 为整函数，满足

条件

( i)∑
n

j = 1
fj ( z) e

gj( z) ≡ 0;

( ii) gj ( z) － gk ( z) ( 1≤ j ＜ k≤ n) 不为常数;

( iii) T( r，fj ) = o［T( r，egh－gk ) ］( 1≤ j≤ n，1≤
h ＜ k≤ n) ( r→∞，r E) ，其中 E 是对数测度为有

限的集合，

则有 fj ( z) ≡ 0( j = 1，2，…，n) ．
由定理 A 容易得到下面的引理 4．
引理 4 假设 Aj ( z)  0( j = 0，1) 是整函数，

σ( Aj ) ＜ 1，a，b 是复常数且满足 ab≠ 0 和 a≠ b，如

果 F(  0) 是有限级整函数，则方程( 3) 的每个解

f(  0) 的级为无穷，至多除去 1 个例外的非零解．
引理 5［3］ 假设 a，b 是复常数满足 ab ≠ 0 和

arg a≠ arg b 或 a = cb( 0 ＜ c ＜ 1) ，定义指标集:

Λ1 = { 0，a} ; Λ2 = { 0，a，b，a + b，2a} ．
( i) 如果 Hj ( j∈Λ1 ) 和 Hb 都是级小于1 的亚纯

函 数，Hb ( z)  0，令 ψ1 ( z) = ∑
j∈Λ1

Hj ( z) e
jz，则
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ψ1 ( z) + Hbe
bz  0;

( ii) 如果 Hj ( j∈ Λ2 ) 和 H2b 都是级小于 1 的亚

纯函 数，H2b ( z)  0，令 ψ2 ( z) = ∑
j∈Λ2

Hj ( z) e
jz，则

ψ2 ( z) + H2be
2bz  0;

( iii) 假设 ψ20 ( z) ，ψ21 ( z) ，ψ22 ( z) 具有 ( ii) 中

ψ2 ( z) 的形式，H2b ( z)  0，φ( z) 是有限级亚纯函

数，则

φ″( z)
φ( z) ψ22 ( z) + φ'( z)

φ( z) ψ21 ( z) + ψ20 ( z) + H2be
2bz 0．

引理 6［11］ 假设 A( z) ，Bi ( z) ( i = 0，1) 是整函

数，σ( A) ＜ 1，σ( Bi ) ＜ 1，且 a ≠max{ b ，d } ，

则方程( 2) 的每个解 f(  0) 的级为无穷．
注2 从引理6的证明过程可以知道A( z) 0，

Bi ( z)  0( i = 0，1) 且 abd≠ 0．

2 定理的证明

定理1 的证明 假设 f( 0) 是方程( 1) 的解，

则 f是整函数，由定理A可知σ( f) = ∞ ． 令 g0 ( z) =
f( z) － φ( z) ，则 σ( g0 ) = σ( f) = ∞，再由定理 B 知

λ( f － φ) = λ( g0 ) = ∞，进一步有 λ2 ( f － φ) =

λ2 ( g0 ) ． 将 f = g0 + φ 代入( 1) 式，得到

g″0 + A1e
azg'0 + A0e

bzg0 =
－ { φ″ + A1e

azφ' + A0e
bzφ} ． ( 6)

注意到( 6) 式可能存在有限级解，但这里可仅

讨论满足 g0 = f － φ的无穷级解，所以只需对( 6) 式

的无穷级整函数解 g0 证明 λ2 ( g0 ) = σ2 ( f) 成立．
由于方程( 1) 的所有非零解为无穷级而 φ( z)

是有限级整函数，可知

X0 = φ″ + A1e
azφ' + A0e

bzφ 0．

又因σ( X0 ) ＜ σ( g0 ) = ∞，σ( A0e
az ) = σ( A1e

bz ) =
1 ＜ σ( g0) = ∞，对方程( 6) 应用引理 2 有 λ2( g0) =

λ2( g0) = σ2( g0) ，即 λ2 ( f － φ) = σ2 ( f) ．

进一步的情形，先证 λ2 ( f ' － φ) = σ2 ( f) ．
令 g1 = f ' － φ，则 σ( g1 ) = σ( f ') = σ( f) =

∞，并且 λ2 ( f － φ) = λ2 ( g1 ) ．
对方程( 1) 两边进行微分，得到

f + A1e
az f ″ + ［( A1e

az ) ' +
A0e

bz］f ' + ( A0e
bz ) 'f = 0． ( 7)

由( 1) 式得到

f = － 1
A0e

bz ( f ″ + A1e
az f ') ． ( 8)

将( 8) 式代入( 7) 式得

f + ( A1e
az －

( A0e
bz ) '

A0e
bz ) f ″ + ［( A1e

az ) ' +

A0e
bz －

( A0e
bz ) '

A0e
bz A1e

az］f ' = 0． ( 9)

将f ' = g1 + φ，f ″ = g'1 + φ'，f = g″1 + φ″ 代

入( 9) 式，得到

g″1 + h1g'1 + h0g1 = h， ( 10)

其中 h1 = A1e
az － ( A0e

bz ) ' ( A0e
bz ) ，h0 = ( A1e

az ) ' +
A0e

bz － ( A0e
bz ) 'A1e

az ( A0e
bz ) ，－ h = φ″ + ( A1e

az －
( A0e

bz ) ' ( A0e
bz ) ) φ' + ［( A1e

az ) ' + A0e
bz － ( A0e

bz ) '
A1e

az ( A0e
bz) ］φ = φ″ － ( A'0 /A0 + b) φ' +［A1φ' +

A'1φ + A1aφ － ( A'0 /A0 + b) A1φ］eaz + A0φe
bz ．

现证明 h 0． 事实上，如果 h≡ 0，则

φ″
φ

－ (
A'0
A0

+ b) φ'
φ

+ ［A1
φ'
φ

+ A'1 + A1a － (
A'0
A0

+

b) A1］eaz + A0e
bz = 0，

由引理 3 可知 A0 ≡ 0，这与题设矛盾，所以 h 0．
因此，由引理 1 有 λ( g1 ) = λ( g1 ) = σ( g1 ) =

∞，即 λ( f ' － φ) = ∞ ． 再由引理 2 有 λ2 ( g1 ) =
λ2 ( g1 ) = σ2 ( g1 ) ，即 λ2 ( f ' － φ) = σ2 ( f) ．

下面再证 λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ． 令 g2 = f ″ － φ，

则 σ( g2 ) = σ( f ″) = σ( f) = ∞ 和 λ2 ( f ″ － φ) =
λ2 ( g2 ) ． 微分( 7) 式的两边，得到

f( 4) + A1e
az f + ［2( A1e

az ) ' + A0e
bz］ f ″ +

［( A1e
az ) ″ + 2( A0e

bz ) '］f ' + ( A0e
bz ) ″f = 0． ( 11)

将( 8) 式代入( 11) 式，并由( 9) 式得到

f( 4) + H3 f + H2 f ″ = 0， ( 12)

其中

H3 = A1e
az － U1 /U2，H2 = 2( A1e

az ) ' +

A0e
bz －

( A0e
bz ) ″

A0e
bz －

U1

U2
［A1e

az －
( A0e

bz ) '
A0e

bz ］，

U1 = ( A1e
az ) ″ + 2( A0e

bz ) ' － A1e
az ( A0e

bz ) ″ ( A0e
bz ) ，

U2 = ( A1e
az ) ' + A0e

bz － A1e
az ( A0e

bz ) ' ( A0e
bz ) ，

显然 H3，H2，U1，U2 都是亚纯函数，并且它们的级都

小于或等于 1．
将f ″ = g2 + φ，f = g'2 + φ'，f( 4) = g″2 + φ″ 代

入( 12) 式，得到

g″2 + H3g'2 + H2g2 = － ( φ″ + H3φ' + H2φ) ． ( 13)

记 X = φ″ + H3φ' + H2φ，使用类似于上面的证

明方法，可得 X 0．
因此，由引理 1 有 λ( g2 ) = σ( g2 ) = ∞，即

λ( f ″ － φ) = ∞ ． 再由引理 2 有 λ2 ( g2 ) = σ2 ( g2 ) ，

即 λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ．
定理2 的证明 假设 f( 0) 是方程( 3) 的解，
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则 f是整函数，由引理4 可知，至多除去1个例外的非

零解，其他所有非零解满足 σ( f) = ∞ ． 令 g3 ( z) =
f( z) － φ( z) ，由 σ( φ) ＜ ∞ 知 σ( g3 ) = σ( f) = ∞，

且有 λ( f － φ) = λ( g3 ) 和 λ2 ( f － φ) = λ2 ( g3 ) ． 将

f = g3 + φ 代入( 3) 式，得到

g″3 + A1e
azg'3 + A0e

bzg3 =
F － { φ″ + A1e

azφ' + A0e
bzφ} ． ( 14)

记 X1 = F － { φ″ + A1e
azφ' + A0e

bzφ} = F － X0，

显然 X1  0． 若不然，则 φ 是方程( 3) 的解，故由引

理 4 可知，至多除去1 个例外的非零解 φ( z) ，其它所

有的 φ 是无穷级，这与 φ 的假设矛盾．
对方程( 14) ，由引理 1 可知 λ( g3 ) = λ( g3 ) =

σ( g3 ) = ∞，即 λ( f － φ) = ∞ ．

类似于定理1，由引理2有λ2 ( g3 ) = σ2 ( g3 ) ，即

λ2 ( f － φ) = σ2 ( f) ．
下证进一步的结论．
先证 λ( f ' － φ) = ∞ 和 λ2 ( f ' － φ) = σ2 ( f) ．

令 g4 = f ' － φ，则 σ( g4 ) = σ( f ') = σ( f) = ∞，

λ( f ' － φ) = λ( g4 ) ，λ2 ( f ' － φ) = λ2 ( g4 ) ．
对方程( 3) 两边进行微分，得到

f + A1e
az f ″ + ［( A1e

az ) ' + A0e
bz］f ' +

( A0e
bz ) 'f = F'． ( 15)

由方程( 3) 得到

f = － 1
A0e

bz ( f ″ + A1e
az f ' － F) ， ( 16)

将( 16) 式代入( 15) 式得

f + ( A1e
az － ( A0e

bz ) ' ( A0e
bz ) ) f ″ + ［( A1e

az ) ' +

A0e
bz －

( A0e
bz ) '

A0e
bz A1e

az］f ' = F ' － F
A0e

bz ． ( 17)

将f ' = g4 + φ，f ″ = g'4 + φ'，f = g″4 + φ″ 代

入( 17) 式，得到 g″4 + h1g'4 + h0g4 = h2，其中

h1 = A1e
az － ( A0e

bz ) ' ( A0e
bz ) ，

h0 = ( A1e
az ) ' + A0e

bz － ( A0e
bz ) 'A1e

az ( A0e
bz ) ，

－ h2 = φ″ － ( A'0 /A0 + b) φ' + ［A1φ' + A'1φ +
A1aφ － ( A'0 /A0 + b) A1φ］eaz + A0φe

bz － F' +
F /A0e

bz ．
现证明 h2  0． 事实上，如果 h2 ≡ 0，则

φ″
φ

－ (
A'0
A0

+ b) φ'
φ

+ ［A1
φ'
φ

+ A'1 + A1a －

(
A'0
A0

+ b) A1］eaz + A0e
bz － F'

φ
+ F
A0e

bzφ
= 0，

将上式两边乘以 A0e
bz，得到

［A0
φ″
φ

－ ( A'0 + A0b) φ'
φ

－ F'
φ
A0］ebz +

［A0A1
φ'
φ

+ A0A'1 + A0A1a － ( A'0 + A0b) A1］e ( a+b) z +

A2
0e

2bz － F'
φ
A0e

bz + F
φ

= 0．

因为 σ( Aj ) ＜ 1( j = 0，1) ，σ( F) ＜ 1，σ( φ) ＜
1，由引理 3 有 A2

0 ≡ 0，即 A0 ≡ 0，与题设矛盾，故

h2  0．

因此，由引理 1 可得 λ( f ' － φ) = λ( g4 ) =

σ( g4 ) = σ( f) = ∞ ． 再 由 引 理 2 有 λ2 ( g4 ) =

σ2 ( g4 ) ，即 λ2 ( f ' － φ) = σ2 ( f) ．

下证 λ( f ″ － φ) = ∞，λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ． 令

g5 = f ″ － φ，则 σ( g5 ) = σ( f ″) = σ( f) = ∞，

λ( f ″ － φ) = λ( g5 ) 以及 λ2 ( f ″ － φ) = λ2 ( g5 ) ．
微分( 15) 式的两边，得到

f( 4) + A1e
az f + ［2( A1e

az ) ' + A0e
bz］ f ″ +

［( A1e
az ) ″ + 2( A0e

bz ) '］f ' + ( A0e
bz ) ″f = F ″． ( 18)

将( 16) 式代入( 18) 式，并由( 17) 式得到

f( 4) + H3 f + H2 f ″ = H1， ( 19)

其中

H3 = A1e
az － U1 /U2，H2 = 2( A1e

az ) ' +

A0e
bz －

( A0e
bz ) ″

A0e
bz －

U1

U2
［A1e

az －
( A0e

bz ) '
A0e

bz ］，

H1 = F ″ －
U1

U2
( F ' － F

A0e
bz ) －

( A0e
bz ) ″

A0e
bz F，

U1 = ( A1e
az ) ″ + 2( A0e

bz ) ' － A1e
az ( A0e

bz ) ″
A0e

bz ，

U2 = ( A1e
az ) ' + A0e

bz － A1e
az ( A0e

bz ) '
A0e

bz ，

显然 H3，H2，H1，U1，U2 都是亚纯函数，且它们的级

都小于或等于 1．
将f ″ = g5 + φ，f = g'5 + φ'，f( 4) = g″5 + φ″ 代

入( 19) 式，得到

g″5 + H3g'5 + H2g5 = H1 － ( φ″ + H3φ' + H2φ) ．
记 X2 = H1 － ( φ″ + H3φ' + H2φ) ，使用类似于上

面的证明方法，可得 X2  0．

由引理 1 可知 λ( f ″ － φ) = λ( g5 ) = σ( g5 ) =

σ( f) = ∞ ． 再由引理 2 有 λ2 ( g5 ) = σ2 ( g5 ) ，即

λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ．

所以方程( 2) 的每个非零解 f 满足 λ( f － φ) =
λ( f ' － φ) = λ( f ″ － φ) = ∞，并且 λ2 ( f － φ) =

λ2 ( f ' － φ) = λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ，至多除去 1 个

例外的非零解．
定理3 的证明 假设 f( 0) 是方程( 1) 的解，

则 f是整函数，由定理A可知σ( f) = ∞ ． 又由定理C
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知 λ( f － φ) = λ( f ' － φ) = λ( f ″ － φ) = ∞，再由

定 理 3 的 条 件 满 足 定 理 1 的 条 件， 所 以 有

λ2 ( f － φ) = σ2 ( f) ．

现证 λ2 ( f ' － φ) = σ2 ( f) ． 令 g1 = f ' － φ，同定

理 1，有( 7) ～ ( 10) 式成立．
现证明 h 0． 事实上，如果 h≡ 0，则

φ″ /φ － ( A'0 /A0 + b) φ' /φ + ［A1φ' /φ + A'1 +
A1a － ( A'0 /A0 + b) A1］eaz + A0e

bz = 0．
由引理 5 中( iii) ，可得

φ″ /φ － ( A'0 /A0 + b) φ' /φ + ［A1φ' /φ + A'1 +
A1a － ( A'0 /A0 + b) A1］eaz + A0e

bz  0．
这个矛盾表明 h 0．

类似于定理 1，由引理 2 有 λ2 ( g1 ) = λ2 ( g1 ) =

σ2 ( g1 ) ，即 λ2 ( f ' － φ) = σ2 ( f) ．

下面证明 λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ． 令 g2 = f ″ － φ，

同定理 1 有( 11) ～ ( 13) 式成立．
记 X = φ″ + H3φ' + H2φ，使用类似于上面的证

明方法，可得 X 0．
因此，由引理 2 有 λ2 ( g2 ) = σ2 ( g2 ) ，即

λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ．
定理4 的证明 假设 f( 0) 是方程( 2) 的解，

则 f 是整函数，由引理6 可知 σ( f) = ∞ ． 令 g0 ( z) =
f( z) － φ( z) ，则 σ( g0 ) = σ( f) = ∞，再由定理 D 可

知 λ( f － φ) = λ( f ' － φ) = λ( f ″ － φ) = ∞，还有

λ2 ( f － φ) = λ2 ( g0 ) ．
将 f = g0 + φ 代入( 2) 式，得到

g″0 + Aeazg'0 + ( B0e
bz + B1e

dz ) g0 =
－ ［φ″ + Aeazφ' + ( B0e

bz + B1e
dz ) φ］． ( 20)

注意到( 20) 式可能存在有限级解，但这里仅需

讨论满足 g0 = f － φ 的无穷级解，所以只需对( 20)

式的无穷级整函数解 g0 证明 λ2 ( g0 ) = σ2 ( f) 即可．
由于方 程 ( 2) 的 所 有 非 零 解 具 有 无 穷 级 而

φ( z) (  0) 是有限级整函数，可知

X0 = φ″ + Aeazφ' + ( B0e
bz + B1e

dz ) φ 0，

从而，由引理 2 可得 λ2 ( g0 ) = σ2 ( g0 ) ，即

λ2 ( f － φ) = σ2 ( f) ．

现证 λ2 ( f ' － φ) = σ2 ( f) ，令 g1 = f ' － φ，则

σ( g1 ) = σ( f ') = σ( f) = ∞ 和 λ2 ( f ' － φ) =

λ2 ( g1 ) ．
对方程( 2) 两边进行微分，得到

f + Aeaz f ″ + ［( Aeaz ) ' + ( B0e
bz + B1e

dz) ］f ' +
( B0e

bz + B1e
dz ) 'f = 0． ( 21)

由方程( 2) 有

f = － 1
B0e

bz + B1e
dz ( f ″ + Aeaz f ') ． ( 22)

将( 22) 式代入( 21) 式得

f + ［Aeaz －
( B0e

bz + B1e
dz ) '

B0e
bz + B1e

dz ］ f ″ + ［( Aeaz ) ' +

( B0e
bz + B1e

dz ) －
( B0e

bz + B1e
dz ) '

B0e
bz + B1e

dz Aeaz］f ' = 0． ( 23)

将f ' = g1 + φ，f ″ = g'1 + φ'，f = g″1 + φ″ 代

入( 23) 式，得到 g″1 + h1g'1 + h0g1 = h，其中

h1 = Aeaz － ( B0e
bz + B1e

dz ) ' ( B0e
bz + B1e

dz ) ，

h0 = ( Aeaz ) ' + ( B0e
bz + B1e

dz ) － ( B0e
bz + B1e

dz ) 'Aeaz

( B0e
bz + B1e

dz ) ，

－ h = φ″ + ［Aeaz － ( ( B'0 + B0b) ebz + ( B'1 +
B1d) edz ) ' ( B0e

bz + B1e
dz) ］φ' + ［( A' + Aa) eaz +

( B0e
bz + B1e

dz ) － ( ( B'0 + B0b) ebz + ( B'1 +
B1d) edz ) 'Aeaz ( B0e

bz + B1e
dz) ］φ．

现证明 h 0． 事实上，如果 h≡ 0，则

［B0
φ″
φ

－ ( B'0 + B0b) φ'
φ

］ebz +［B1
φ″
φ

－ ( B'1 +

B1d) φ'
φ

］edz + ［AB0
φ'
φ

－ A( B'0 + B0b) + B0 ( A' +

Aa) ］e ( a+b) z + ［AB1
φ'
φ

－ A( B'1 + B1d) + B1 ( A' +

Aa) ］e( a+d) z + B2
0e

2bz + B2
1e

2dz + 2B0B1e
( b+d) z = 0． ( 24)

下面分 2 种情形讨论:

情形 1 当 b = d 时，由条件 a ≠ max{ b ，

d } 知 a≠ b，则( 24) 式可写成

［( B0 + B1 ) φ″
φ

－ ( B'0 + B'1 + ( B0 + B2 ) b) φ'
φ

］ebz +

{ A( B0 + B1 ) φ'
φ

－ A［B'0 + B'1 + ( B0 + B1 ) b］+

( B0 +B1 ) ( A' + Aa) } e ( a+b) z + ( B0 + B1 ) 2e2bz = 0．
由于 A，B0，B1，φ的增长级都小于1，由引理3 可

知( B0 + B1 ) 2 ≡ 0，这与题设矛盾．
情形 2 当 b≠ d 时，由条件( a － b) ( a － d) ≠

0 知 a ≠ b 且 a ≠ d，再对 ( 24) 式应用引理 3 得

2B0B1 ≡ 0，这也与题设矛盾．
综合 2 种情形可知 h 0． 因此，由引理 2 可得

λ2 ( g1 ) = σ2 ( g1 ) ，即 λ2 ( f ' － φ) = σ2 ( f) ．

下面证明 λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ．
令 g2 = f ″ － φ，则 σ( g2 ) = σ( f ″) = σ( f) =

∞ 和 λ2 ( f ″ － φ) = λ2 ( g2 ) ．
微分( 21) 式，可得

f( 4) + A1e
az f + ［2( A1e

az ) ' + ( B0e
bz +

B1e
dz) ］f ″ + ［( A1e

az ) ″ + 2( B0e
bz +
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B1e
dz ) '］f ' + ( B0e

bz + B1e
dz ) ″f = 0． ( 25)

将( 22) 式代入( 25) 式，并由( 23) 式得到

f( 4) + H3 f + H2 f ″ = 0， ( 26)

其中

H3 = Aeaz － U1 /U2，H2 = 2( Aeaz ) ' + ( B0e
bz +

B1e
dz ) －

( B0e
bz + B1e

dz ) ″
B0e

bz + B1e
dz －

U1

U2
h1，U1 = ( Aeaz ) ″ +

2( B0e
bz + B1e

dz ) ' － Aeaz
( B0e

bz + B1e
dz ) ″

B0e
bz + B1e

dz ，

U2 = ( Aeaz ) ' + ( B0e
bz + B1e

dz ) －

Aeaz ( B0e
bz + B1e

dz ) '
B0e

bz + B1e
dz ．

显然 H3，H2，U1，U2 都是亚纯函数，且它们的增

长级都小于或等于 1．
将f ″ = g2 + φ，f = g'2 + φ'，f( 4) = g2 ″ + φ″ 代

入( 26) 式，得到

g2 ″ + H3g2 ' + H2g2 = － ( φ″ + H3φ' + H2φ) ．
使用类似于上面的证明方法，可得 X1 = φ″ +

H3φ' + H2φ  0． 因此，由引理 2 可得 λ2 ( g2 ) =
σ2 ( g2 ) ，即 λ2 ( f ″ － φ) = σ2 ( f) ．

定理 5 的证明 由引理 6，用类似于定理 2，定

理 3 及定理 4 的证明方法可证得定理 5 也成立．
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The Ｒelations between Solutions of Second Order
Linear Differential Equations with Functions of Small Growth

MIN Xiao-hua，ZHANG Hong-xia，YI Cai-feng*

( College of Mathematic and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: It was investigated that the relations between solutions of second order linear differential equations and
their 1th and 2 th derivatives with the small growth functions by using the theory and the method of Nevanlinna val-
ue distribution． The precision result was obtained that convergence exponents of various points of equation solutions
and their derivatives fetch the small growth function is infinite and the 2th convergence exponents with the hyper or-
der of solution is equal．
Key words: differential equation; entire function; hyper-order; 2th exponents of convergence
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