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伪补 MS-代数的核理想与同余关系
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摘要:在伪补 MS-代数上引入核理想的概念，利用伪补 MS-代数主同余表示定理，讨论伪补 MS-代数上的
核理想的性质，得到核理想生成的同余关系的表达式．
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0 引言

1 个伪补代数( 简称 p-代数) 指的是 1 个代数
( L; ∨，∧，* ) ，L具有 1 个最小元 0 及 1 个映射* :

L→L，x* = max{ y∈ L x∧ y = 0} ． p-代数的基本
性质请参见文献［1-3］． 文献［4］在德摩根代数和
Stone代数的基础上抽象出 MS-代数，MS-代数是指
1 个有界配格被赋予 1 个 1 元运算 x → x° 使得
x≤ x°°且有( x∧ y) ° = x°∨ y°，1° = 0．方捷［5］在
p-代数与 MS-代数的基础上引入 1 类新的代数，称
为伪补 MS-代数( L; ∨，∧，* ，°，0，1) ( 简称 pMS-
代数) ． pMS-代数指的是 1 个有界分配格，被赋予 2
个 1元运算* 和°，即( L; * ) 是1个 p-代数，( L; °) 是
1个MS-代数，且运算* 和°满足交换律．文献［5］从
pMS-代数的运算属性，同余关系及其次直不可约代
数的角度研究了代数的结构．
理想是研究代数结构的一个重要工具．目前，有

些学者借助理想已经刻画了部分代数的结构． 如文
献［6］研究了伪补Ockham代数上的理想与滤子，构
造出了具有核理想与余核滤子的最小同余关系和最

大同余关系． 2007 年，方捷等［7］ 刻画了平衡拟补
Ockham代数的理想格的性质，将理想格构造成了
一个伪补代数．王雷波等［8］研究了双重伪补代数的
假值理想和假值同余． 文献［9］研究了双重伪补
Ockham代数上的理想与滤子的性质，结论是双重
伪补 Ockham代数上的理想格与其滤子格同构． 文
献［10］对于 BＲ0 代数中的

* 理想及其诱导的商代

数给出了特征刻画．在此研究工作的基础上，本文主

要讨论 pMS-代数的理想格及核理想的性质与特征，
并刻画由 pMS-代数的核理想生成的同余关系．
设 I是格 L的子格，如果 x，y∈ L，y≤ x∈ I总

有 y∈ I，则称子格 I是格 L的理想．对于 L的理想 I，
若存在L的1个同余关系φ使得 I = Kerφ，其中Kerφ =
{ x ∈ L x≡ 0( φ) } ，称理想 I为 L的核理想．假定 L
是 pMS-代数，设 θ是 L的1个格同余，且a，b∈ L，
( a，b) ∈ θ蕴涵( a* ，b* ) ∈ θ及( a°，b°) ∈ θ，则称
θ是 L的1个同余．设 a，b是 L中的元素，又 F是 L的
1个子集．将用符号 θ( a，b) 和 θlat ( a，b) 分别表示由
a，b所生成的主同余和格主同余;用 θ( F) 和 θlat ( F)
分别表示由 F 所生成的主同余和格主同余; 符号
ConL表示 L的所有同余所组成的同余格．

1 核理想的性质

核理想是 1 类特殊的理想［11］，理想若要转化为
核理想，在 pMS-代数中需有如下性质．
定理 1 设( L; ∨，∧，* ，°，0，1) 是 1 个 pMS-

代数，I 是 L 的理想，则 I 是 L 的核理想，当且仅当
( a∈L) a∈ I{ a＊＊，a* °}  I．
证 充分性 设 I 是 L 的核理想，则 φ ∈

ConL使得 I = Kerφ．令 a∈ I，则有 a ≡ 0( φ) ，从而
a＊＊ ≡ 0( φ) ，a* ° ≡ 0( φ) ，于是由核理想的定义知
{ a＊＊，a* °}  I．
必要性 设a∈ L，a∈ I蕴涵 a＊＊，a* °∈ I．

在 L上定义等价关系 ＲI 如下:

( x，y) ∈ ＲI( i∈ I) x∨ i = y∨ i．
易见，ＲI 是 1 个格同余．



下证 ＲI ∈ ConL．事实上，若( x，y) ∈ ＲI，则i∈I
使得 x∨ i = y∨ i．从而有 x* ∧ i* = y* ∧ i* ，故
( x* ∧ i* ) ∨ i＊＊ = ( y* ∧ i* ) ∨ i＊＊．即( x* ∨i＊＊) ∧
( i* ∨ i＊＊ ) = ( y* ∨ i＊＊ ) ∧ ( i* ∨ i＊＊ ) ．
由文献［2］知 i* ∨ i＊＊ = 1，因此，x* ∨ i＊＊ =

y* ∨ i＊＊ ．又由已知得 i＊＊∈ I，所以( x* ，y* ) ∈ＲI．
另一方面，由 x∨ i = y∨ i得 x°∧ i° = y°∧

i°．故有( x° ∧ i°) ∨ i* ° = ( y°∧ i°) ∨ i* °，从而得
( x°∨ i* °) ∧ ( i°∨ i* °) = ( y°∨ i* °) ∧ ( i°∨ i* °) ．
由文献［5］知 i° = i＊＊°，于是得 i° ∨ i* ° =

i＊＊°∨ i* ° = ( i＊＊ ∧ i* ) ° = 0° = 1，故 x°∨ i* ° =
y°∨ i* °．又由已知得 i* °∈ I，因此( x°，y°) ∈ ＲI．所
以 ＲI ∈ ConL．
下证KerＲI = I．若 x∈KerＲI，即( x，0) ∈ＲI，则

i∈ I使得 x∨ i = i．从而 x≤ i∈ I，故 x∈ I，因
此 KerＲI  I．
另一方面，设 i∈ I，由已知得 i＊＊ ∈ I．又由文献

［2］知 i≤ i＊＊，故 i∈ KerＲI，从而有 I KerＲI．所
以 KerＲI = I．
由定理 1 知，ＲI 是具有核理想 I 的 1 个同余关

系．同时，ＲI 具有下面的性质．
推论 1 ＲI 是具有核理想 I的最小同余关系．
证 由定理 1的证明过程知，ＲI 是具有核理想

I的同余关系． 设 φ ∈ ConL 且具有核理想 I，即 I =
Kerφ．i∈ I有 i≡ 0( φ) ．若( x，y) ∈ ＲI，则i∈
I 使得 x∨ i = y∨ i．于是得 x≡ x∨ i( φ) ，y≡ y∨
i( φ) ，从而有( x，y) ∈ φ，所以 ＲI ≤ φ．
设( L; ∨，∧，* ，°，0，1) 是 1 个 pMS-代数，记

I( L) ，KI ( L) 分别为 L 的所有理想与所有核理想构
成的集合．
定理 2 设( L; ∨，∧，* ，°，0，1) 是 1 个 pMS-

代数，则 KI ( L) 是 I( L) 的子格．
证 若 I，J∈ KI ( L) ，易得 I∧ J∈ KI ( L) ．
下证 I∨ J∈ KI ( L) ．令 x∈ I∨ J，由文献［3］

知，i∈ I及 j∈ J使得 x≤ i∨ j．从而由文献［5］
知 x＊＊≤ i＊＊∨ j＊＊，x* °≤ i* °∨ j* °．又因为 I，J∈
KI ( L) ，根据定理 1 知 i＊＊ ∈ I，i* ° ∈ I，j＊＊ ∈ J，
j* ° ∈ J．所以 x＊＊，x* ° ∈ I∨ J．又由定理 1 得 I∨
J∈ KI ( L) ．因此 KI ( L) 是 I( L) 的子格．
定理 3 设( L; ∨，∧，* ，°，0，1) 是 1 个 pMS-

代数，令C* ( KI ( L) ) = { ＲI I∈KI ( L) } ，其中ＲI如

定理 1 中定义，则 C* ( KI ( L) ) 是 ConL的子格．
证 易得Ｒ{ 0} = ω( 相等关系) 及ＲL = ι( 泛同

余关系) ．

先证I，J∈ KI ( L) ，有 ＲI ∧ ＲJ = ＲI∧J ．
由定理2知 I∧ J∈KI ( L) ．设( x，y) ∈ＲI∧ＲJ，

由文献［3］知( x，y) ∈ ＲI且( x，y) ∈ ＲJ．因此i∈
I，j∈ J使得 x∨ i = y ∨ i，x ∨ j = y ∨ j，从而有
x∨( i ∧ j) = y∨ ( i∧ j) ．又因为 i∧ j∈ I∧ J，所
以( x，y) ∈ ＲI∧J ．故 ＲI ∧ ＲJ ≤ ＲI∧J ．
另一方面，设( x，y) ∈ ＲI∧J，则i∈ I∧ J使得

x ∨ i = y∨ i，又因为 i∈ I且 i∈ J．于是得( x，y) ∈
ＲI，( x，y) ∈ ＲJ，因此( x，y) ∈ ＲI∧ ＲJ，从而 ＲI∧J ≤
ＲI ∧ ＲJ．所以 ＲI ∧ ＲJ = ＲI∧J ．
下证I，J∈ KI ( L) ，有 ＲI ∨ ＲJ = ＲI∨J ．
由定理 2知 I∨ J∈ KI ( L) ．设( x，y) ∈ ＲI∨J，则

h ∈ I ∨ J 有 x ∨ h = y ∨ h． 由文献［3］知，
i∈ I，i∈ J使得 h≤ i∨ j．于是得 x∨ i∨ j = y∨
i∨j，所以有

x≡
ＲI
x∨ i≡

ＲJ
x∨ i∨ j = x∨ i∨ j≡

ＲI
y∨ j≡

ＲJ
y．

因此( x，y) ∈ ＲI∨ ＲJ，从而有 ＲI∨J≤ ＲI∨ ＲJ．
另一方面，设( x，y) ∈ ＲI ∨ ＲJ，则x = x0，x1，

…，xn－1 = y且( xi，xi+1 ) ∈ ＲI 或者( xi，xi+1 ) ∈ ＲJ．不

失一般性，假设 x = x0≡
ＲI
x1≡

ＲJ
x2≡

ＲI
x3≡…≡ xn－1 =

y，则i1，i2，…，it ∈ I，j1，j2，…，js ∈ J，使得
x∨ i1 = x1 ∨ i1，x1 ∨ j1 = x2 ∨ j1，x2 ∨ i2 =
x3 ∨ i2，…．
令 i = i1 ∨ i2 ∨…∨ it ∨ j1 ∨ j2 ∨…∨ js，显

然有 i∈ I∨ J．因此 x∨ i = x1 ∨ i = … = y∨ i，
即( x，y) ∈ ＲI∨J ．故 ＲI ∨ ＲJ ≤ ＲI∨J ．

2 核理想的同余关系

设 I是 L的核理想，定义 Io = { x∈ L ( a∈
I) x≥ a* } ，显然 Io 是 L的滤子，有如下结论．
定理4 设( L; ∨，∧，* ，°，0，1) 是 pMS-代数，

I是 L的核理想，则 θ( I) = θlat ( I) ∨ θlat ( Io ) ．
证 设 a，b∈ L且 a≤ b，易得 a* ，b* ∈ Io ．由

定理1知 a°* ，b°* ∈ I．又由文献［5］知，a° = a°＊＊，
b° = b°＊＊，从而有 a°，b° ∈ Io ． 所以 θlat ( a，b) ≤
θlat ( I) ，θlat ( b°，a°) ≤ θlat ( Io ) ，θlat ( b

* ，a* ) ≤ θlat ( Io ) ．
由文献［5］知，若 L∈ pMS，a，b∈ L且 a≤ b有
θ( a，b) = θlat ( a，b) ∨ θlat ( b°，a°) ∨ θlat ( b

* ，a* ) ．
所以 θ( a，b) ≤ θlat ( I) ∨ θlat ( Io ) ． 由文献［3］知
θ( I) =∨ { θ( a，b) a，b ∈ I} ，于是可得 θ( I) ≤
θlat ( I) ∨ θlat ( Io ) ．
另一方面，设 a，b ∈ Io，a ≤ b，由 Io 的定义知，

c∈ I使得 b≥ a≥ c* ．由于( 0，c) ∈ θ( I) ，因此
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( c* ，1) ∈ θ( I) ．又因为( a，a) ，( b，b) ∈ θ( I) ，故
( a ∨ c* ，a∨ 1) ∈ θ( I) ，( b∨ c* ，b∨ 1) ∈ θ( I) ，
即( a，1) ∈ θ( I) ，( b，1) ∈ θ( I) ，从而得 ( a，b) ∈
θ( I) ． 结合 θ( Io ) =∨ { θ( a，b) a，b ∈ Io} ，故有
θ( Io ) ≤ θ( I) ，所以 θlat ( I) ∨ θlat ( Io ) ≤ θ( I) ．
定理5 设( L; ∨，∧，* ，°，0，1) 是 pMS-代数，

I是 L的核理想，则
( x，y) ∈ θ( I) ( a，b∈ I) ( x∨ a) ∧ b* =
( y∨ a) ∧ b* ．
证 在 L上定义 1 个等价关系 φ如下:
( x，y) ∈ φ( a，b∈ I) ( x∨ a) ∧ b* =
( y∨ a) ∧ b* ．
易见，φ是 1 个格同余．
先证 φ∈ ConL．设( x，y) ∈ φ，则a，b∈ I使得

( x∨ a) ∧ b* = ( y∨ a) ∧ b* ．故
( x° ∧ a°) ∨ b* ° = ( y° ∧ a°) ∨ b* °，

从而有( x°∨ b* °) ∧ ( a°∨ b* °) = ( y°∨ b* °) ∧
( a° ∨ b* °) ．
又因为 a°∨ b* °≥ a°，于是( x°∨ b* °) ∧ a° =

( y° ∨ b* °) ∧ a°． 由文献［5］知 a° = a°＊＊ =
( a°* ) * ，故( x°∨ b* °) ∧ ( a°* ) * = ( y°∨ b* °) ∧
( a°* ) * ．由定理 1知 b* °，a°* ∈ I，故( x°，y°) ∈ φ．
另一方面，由( x∨ a) ∧ b* = ( y∨ a) ∧ b* 得

( x* ∧ a* ) ∨ b＊＊ = ( y* ∧ a* ) ∨ b＊＊，即
( x* ∨ b＊＊ ) ∧ ( a∧ b* ) * = ( y* ∨ b＊＊ ) ∧
( a∧ b* ) * ．
又由定理 1知 b＊＊ ∈ I且 a∧ b* ≤ a∈ I，故由

φ的定义得( x* ，y* ) ∈ φ．因此 φ∈ ConL．
下证φ = θ( I) ．设( x，y) ∈φ，则a，b∈ I使得

( x ∨ a) ∧ b* = ( y ∨ a) ∧ b* ． 因为 ( a，0) ∈
θlat ( I) ，( b

* ，1) ∈ θlat ( Io ) ，所以 ( x，x ∨ a) ∈
θlat ( I) ，( ( x∨ a) ∧ b* ，x∨ a) ∈ θlat ( Io ) ，因此
( x，( x∨ a) ∧ b* ) ∈ θlat ( I) ∨ θlat ( Io ) ．
同理可得 ( y，( y ∨ a) ∧ b* ) ∈ θlat ( I) ∨

θlat ( Io ) ． 所以 ( x，y) ∈ θlat ( I) ∨ θlat ( Io ) ，即 φ ≤
θlat ( I) ∨ θlat ( Io ) ，结合定理 4 知 φ≤ θ( I) ．
另一方面，设 ( x，y) ∈ θ( I) = θlat ( I) ∨

θlat ( Io ) ，则x = x0，x1，…，xn－1 = y 且( xi，xi+1 ) ∈
θlat ( I) 或者( xi，xi+1 ) ∈ θlat ( Io ) ( i = 0，1，2，…，n －
2) ．不失一般性，假设

x = x0 ≡
θlat( I)

x1 ≡
θlat( Io)

x2 ≡
θlat( I)

x3 ≡…≡ xn－1 = y，
则i1，i2，…，it ∈ I，j1，j2，…，js ∈ I，使得

x∨ i1 = x1 ∨ i1，x1 ∧ j1
* = x2 ∧ j1

* ，

x2 ∨ i2 = x3 ∨ i2，x3 ∧ j2
* = x4 ∧ j2

* ，…．

令 i =∨t
k = 1 ik，j =∨s

r = 1 jr，易见 i，j∈ I，故有
( x∨ i) ∧ j* = ( x∨ ( ∨t

k = 1 ik ) ) ∧ ( ∧
s
r = 1 jr

* ) =
( x1 ∨ ( ∨

t
k = 1 ik ) ) ∧ ( ∧

s
r = 1 jr

* ) =
( x1 ∧ ( ∧

s
r = 1 jr

* ) ) ∨ ( ( ∨t
k = 1 ik ) ∧ ( ∧

s
r = 1 jr

* ) ) =
( x2 ∧ ( ∧

s
r = 1 jr

* ) ) ∨ ( ( ∨t
k = 1 ik ) ∧ ( ∧

s
r = 1 jr

* ) ) =
( x2 ∨ ( ∨

t
k = 1 ik ) ) ∧ ( ∧

s
r = 1 jr

* ) = … = ( y ∨
( ∨t

k = 1 ik ) ) ∧ ( ∧
s
r = 1 jr

* ) = ( y∨ i) ∧ j* ．
因此( x，y) ∈ φ，故 θ( I) ≤ φ．
推论2 设( L; ∨，∧，* ，°，0，1) 是 pMS-代数，

I是 L的核理想，x，y∈ L，则下列命题等价:
( i) ( x，y) ∈ θ( I) ;
( ii) ( i∈ I) x∨ i = y∨ i;
( iii) ( i，j∈ I) ( x∨ i) ∧ j* = ( y∨ i) ∧ j* ．
证 显然有( ii) ( iii) ．
由定理 5 知，( i) ( iii) ．
只需证( iii) ( ii) ．设i，j∈ I使得( x∨ i) ∧

j* = ( y∨ i) ∧ j* ．因此( ( x∨ i) ∧ j* ) ∨ j＊＊ =
( ( y∨ i) ∧ j* ) ∨ j＊＊，即 x ∨ ( i ∨ j＊＊ ) = y ∨
( i∨ j＊＊ ) ．又由定理1知 j＊＊ ∈ I，i∈ I，故 i∨ j＊＊ ∈
I，于是( ii) 得证．

3 结论

本文将核理想的概念引入到伪补 MS-代数上，
通过构造具有核理想的同余关系，利用伪补 MS-代
数主同余表示定理，获得了理想成为核理想的充要

条件以及核理想所生成的同余关系的代数表达式．
所得结果丰富了格序代数理论［12］．
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