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摘要: 首先介绍复模糊集值测度与复模糊集值可测函数的概念及复模糊集值可测函数的性质，以及基于

复模糊集值复模糊测度的复模糊集值积分概念及其基本性质; 其次，研究了复模糊集值复模糊积分的收

敛问题，得到了这种拓广到复模糊集值上的复模糊积分的单调收敛定理、法都定理、控制收敛定理等重要

的收敛性定理．
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0 引言

1998 年吴从炘等［1］将模糊测度的值域推广到

模糊实数域，并定义了模糊数模糊测度的 Sugeno 积

分; 郭彩梅等［2-3］也定义模糊值函数关于模糊值测

度的( G) 积分，将关于模糊值模糊测度的 Sugeno 积

分推广到模糊集上． 1989 年 J． J． Buckley［4］提出模糊

复数概念，需要考虑模糊复数的测度与积分问题; 张

广全［5-9］引进取值于模糊实数的模糊距离讨论了模

糊集上的模糊实数值测度问题，给出模糊( 实) 值模

糊积分; 1996 年仇计清等［10］将模糊测度与可测函

数概念扩展到模糊复数集上给出复模糊测度、复模

糊可 测 函 数 与 复 模 糊 积 分 概 念; 1999 年 王 贵 君

等［11］在 J． J． Buckley 的模糊复数概念基础上，给出

了模糊复值测度与模糊复值积分概念，取得一些重

要结论． 文献［12-15］研究了复模糊数集上的可测函

数及其积分问题，特别研究了 Sugeno 型、Choquet 型

模糊复数值积分及其性质，并将其应用于在分类技

术中． 为了将模糊测度、模糊可测函数概念扩展到更

广泛的复模糊集上，文献［16-18］研究了复模糊集值

测度、复模糊集值可测函数与复模糊集值复模糊积

分概念及其性质，本文在此基础上研究复模糊集值

复模糊积分的收敛定理，拓展模糊测度与模糊积分

理论．

1 预备

1． 1 模糊实数与模糊复数

定义 1 称实数集 Ｒ 上的满足以下条件的映射

a～ : Ｒ +→［0，1］为模糊实数( 简称模糊数) :

( i) a～ 是正规的，即x0 ∈ Ｒ，使得 a～ ( x0 ) = 1;

( ii) λ∈ ( 0，1］，a～ 的 λ 截集 aλ = { x ∈ Ｒ:

a～ ( x) ≥ λ} 是有界闭区间，即 aλ = ［a－
λ ，a+

λ］．
a∈ Ｒ，规定

a( x) = 1，x = a，

0，x≠ a{ ，

则λ∈ ( 0，1］，aλ = { a} = ［a，a］，这说明模糊实

数是普通实数的推广．
用 F* ( Ｒ) 表示 Ｒ 上模糊数的全体，F*

+ ( Ｒ) =

{ a～ ∈ F* ( Ｒ) : 当 x≤0 时 a～ ( x) = 0} 表示正模糊数

的全体，记 Δ( Ｒ) 为 Ｒ 上区间数的全体，F( X) 表示

集合X上模糊集的全体，F表示X上的某个σ-代数，

从而( X，F ) 是 1 个可测空间［19］．
定义2 设C为复数集，a～ ，b～∈F* ( Ｒ) ，定义映

射 a～ + ib～ : C→［0，1］，( a～ + ib～ ) ( x + iy) = a～ ( x) ∧
b～ ( y) ( x + iy∈ C) ，称 a～ + ib～ 为 1 个模糊复数( 或

Fuzzy 复数) ，称 a～ 为 a～ + ib～ 的实部( 记为 a～ = Ｒe( a～ +
ib～ ) ) ，称 b～ 为 a～ + ib～ 的虚部( 记为 b～ = Im( a～ + ib～ ) ) ．



记 c' = ( a～ ，b～ ) ，则 a～ = Ｒe c'，b～ = Im c'，特别地，当

b～ = 0 时，规定( a～ ，0～ ) = a～ ，a + ib∈ C，规定

c( z) = 1，x = a，y = b，

0，x≠ a 或 y≠ b{ ，

其中 z = x + iy，这说明模糊复数是复数的推广，也是

模糊实数的推广． 当 A 和 B 为 Ｒ 上的 2 个区间数时，

称 A + iB 为 C 上的复区间数，C 上复区间数的全体

记作 Δ( C) ．
模糊复数可以看成是复数和模糊实数的推广．

用F* ( C) 表示C上模糊复数的全体，F ( C) 表示由

复数集 C 的若干子集构成的 σ-代数． 记 F*
+ ( C) =

{ A～ + iB～ : A～ ，B～ ∈ F*
+ ( Ｒ) } ，用 F0 ( C) = { X～ + iY～ : X～ ，

Y～ ∈ F* ( Ｒ) } 表示 C 上的有界闭模糊复数的全体．
对于Ｒ的给定子集 A，B，定义( A，B) = { x + iy:

x∈ A，y∈ B} ; 对于 F* ( C) 的 2 个成员 A + iB 和

E + iD 以及 1 个复数 c = a + ib∈ C，定义运算  ∈
{ +，－，·} 如下:

( A + iB)  ( E + iD) = ( A  E) + i( B  D) ，

c  ( A + iB) = cA + icB．
称 a～ 为模糊无穷大［9］ 是指对于 a～ ∈ F* ( Ｒ) ，若

M ＞ 0，λ0 ∈ ( 0，1］，s． t． a+
λ0 ＞ M 或 a－

λ0 ＜ － M，

记为 ∞
～

; 对于 c'∈ F* ( C) ，若 a～ = Ｒe c'，b～ = Im c'
中至少 1 个为 ∞

～
，称 c' 是模糊无穷大，记为 ∞

～ ．
约定1 c'1，c'2∈F* ( C) ，c'1≤ c'2 当且仅当

Ｒe c'1 ≤ Ｒe c'2，Im c'1 ≤ Im c'2 ; c'1 = c'2 当且仅当

c'1 ≤c'2，c'2 ≤ c'1 ． c'1 ＜ c'2 当且仅当 c'1 ≤ c'2 且

Ｒe c'1 ≤Ｒe c'2 或 Im c'1 ＜ Im c'2 ; c'≥ 0 为 Ｒe c'≥
0，Im c' ≥ 0．

约定 2 设 F* ( C) 表示 C 上全体 Fuzzy 复数，

把满足下列条件的 F* ( C) 的子集类记为 A* :

( i) A～ ∈ A* ，如果 B～ = { infA～ 0 : A～ 0  A～ } 有上

界，则 supB～ ∈ F* ( C) ;

( ii) A～ ∈ A* ，如果 C～ = { supA～ 0 : A～ 0  A～ } 有下

界，则 supB～ ∈ F* ( C) ．
显然 A* 非空．

1． 2 复模糊集值复模糊测度与复模糊集值复模糊

可测函数

定义 3 设 μ
～
: F( Z) → F*

+ ( C) = { A～ + iB～ : A～ ，

B～ ∈ F*
+ ( Ｒ) } ，称 μ

～
是零可加( 记为 0-add) ，当且仅

当若A～ ，B～ ∈ F( Z) ，A～ ∪ B～ ∈ F( Z) ，μ
～
( B～ ) = 0，有

μ
～
( A～ ∪ B～ ) = μ

～
( A～ ) ; 称 μ

～
是零可减( 记为 0-sub) ，当

且仅当若A～ ，B～ ∈ F( Z) ，A～ ∩ B～ C∈ F( Z) ，μ
～
( B～ ) =

0～ ，有 μ
～
( A～ ∩ B～ C ) = μ

～
( A～ ) ; 称 μ

～
上自连续 ( 记为

autoc↓) ，当且仅当若{ A～ n}  F( Z) ，B～ ∈ F( Z) ，

A～ n ∪ B～ ∈ F( Z) ， 且 ( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
( A～ n ) = 0～ ， 有

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
( A～ n ∪ B～ ) = μ

～
( B～ ) ; 称 μ

～
下自连续 ( 记为

autoc↑) ，当且仅当若{ A～ n}  F( Z) ，B～ ∈ F( Z) ，

A～ n
C ∩ B～ ∈ F( Z) ，且 ( ρ

～
) lim

n→∞
μ
～
( A～ n ) = 0～ ; 有

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
( A～ n ∩ B～ ) = μ

～
( B～ ) ; 称 μ

～
自 连 续 ( 记 为

autoc) ，当且仅当 μ
～

既上自连续又下自连续．
关于模糊实值可测函数、复模糊集值复模糊测

度和复模糊值复模糊可测函数的概念可以参见文献

［15-17］．
记F( α，β) ，λ { z = α + iβ: Ｒef ±λ ( z) ≥α，Imf ±λ ( z) ≥

β} ，其中 Ｒef ±λ ( z) ≥α意指Ｒef +λ ( z) ≥α且Ｒef －λ ( z) ≥

α，Imf ±λ ( z) ≥ β 意指 Imf +λ ( z) ≥ β 且 Imf －λ ( z) ≥ β，

α，β∈［0，∞ ) ． 从而，f～ 是 E～ 上关于( Z，F ( Z) ，μ
～
)

的复模糊值复模糊可测函数，当且仅当 λ ∈［0，

1］，E～ ∩ χF( α，β) ，λ
∈ F ( Z) ，E～ ∩ χcF( α，β) ，λ

∈ F ( Z) ，用

M～ ( E～ ) 表示 E～ 上复模糊集值复模糊可测函数全体．
复模糊集值可测函数的有关性质请参见文献

［17］，复模糊集值复模糊积分的概念及有关性质请

参见文献［18］．

2 复模糊集值复模糊积分的收敛性

定理

引理 1［12］ 设{ f( n) } 为收敛的区间值函数序

列，且lim
n→∞

f( n) 也是区间值函数，则

lim
n→∞

f( n) = ［lim
n→∞

f( n) －
，lim
n→∞

f( n) +
］．

引理 2［12］ 设{ g～ ( n) } 为收敛的区间值函数列，

则lim
n→∞

g～ ( n) = g～λ∈ ( 0，1］，{ g～ λ ( n) } 为收敛的

区间值函数列，且若令 g～ 0λ = lim
n→∞

g～ ( n)
λ ，则x∈ X，有

g～ λ ( x) = ∩
λ ＜ λ'

g～ 0λ' ( x) ．

定理 1( 单 调 收 敛 定 理 ) 设 { f～ n} 为 ( Z，

F ( Z) ，μ
～
) 中复模糊集值复模糊可积的单调不减序

列，lim
n→∞

f～ n = f～ ，则 f～ 也是复模糊集值复模糊可积的，

且对于A∈F ( Z) ，lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
证 由 于 lim

n→∞
f～ n = f～ ，则 lim

n→∞
Ｒe f～ n = Ｒe f～ 且
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lim
n→∞

Im f～ n = Im f～ ．λ∈ ( 0，1］，

( f～ n ) λ = ( Ｒe f～ n，Im f～ n ) λ = ( Ｒe f～ n，λ，Im f～ n，λ ) ，

lim
n→∞

( f～ n ) λ = ( lim
n→∞

Ｒe f～ n，λ，lim
n→∞

Im f～ n，λ ) ．

由引理 1 可知，

lim
n→∞

Ｒe f～ n，λ = f 0
λ = ［f 0－

λ ，f 0+
λ ］，

lim
n→∞

Im f～ n，λ = f 'λ = ［f 'λ
－ ，f 'λ

+{
］，

( 1)

{ λn}  ( 0，1) ，λn↓λ，0 ＜ λ≤1． 由引理2 可知，

z∈ Z，

Ｒe f～ n，λ ( z) = ∩
λ ＜ λ'

f 0
λ' ( z) = lim

λk→λ
f 0
λk ( z) ，

Im f～ n，λ ( z) = ∩
λ ＜ λ'

f 'λ' ( z) = lim
λk→λ

f 'λk ( z
{

) ，
( 2)

故由 f～ n 可积得λ∈ ( 0，1］，lim
n→∞

Ｒe f～ n，λ，lim
n→∞

Im f～ n，λ

可积，由( 1) 式知区间值函数 f 0
λ ，f 'λ 也可积，结合

( 2) 式知 lim
n→∞

Ｒe f～ λ，lim
n→∞

Im f～ λ 均可积，从而 f～ 可积．

另一方面，由经典 Lebesgue 积分收敛定理知，

lim
n→∞

( ∫AＲe f～ ndμ
～
Ｒ ) λ = lim

n→∞∫AＲe f～ n，λd( μ
～
Ｒ ) λ =

∫Af 0
λ d( μ

～
Ｒ ) λ，

lim
n→∞

( ∫AIm f～ ndμ
～
I ) λ = lim

n→∞∫AIm f～ n，λd( μ
～
I ) λ =

∫Af 'λd( μ
～
I ) λ













 ，

此外，λ ∈ ( 0，1］，由 模 糊 集 分 解 定 理 及 广 义

Lebesgue 积分定理可得

( lim
n→∞∫AＲe f～ ndμ

～
Ｒ ) λ = ∩

λ ＜ λ'
lim
n→∞∫AＲe f～ nd( μ

～
Ｒ ) λ' =

∩
λ ＜ λ'
∫Af 0

λ' d( μ
～
Ｒ ) λ' = lim

λk→λ∫Af 0
λkd( μ

～
Ｒ ) λk =

［∫A ( Ｒe f～ ) λ －d ( μ
～
Ｒ ) λ － ，∫A ( Ｒe f～ ) λ +d ( μ

～
Ｒ ) λ +］ =

( ∫AＲe f～dμ～ Ｒ ) λ ．

因此，lim
n→∞∫AＲe f～ ndμ

～
Ｒ = ∫AＲe f～dμ～ Ｒ ．

同理可证lim
n→∞∫AIm f～ ndμ

～
I = ∫AIm f～dμ

～
I，即

lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
定理 2( 法都引理) 设{ f～ n} 是( Z，F ( Z) ，μ

～
)

上复模糊集值复模糊可积函数序列，则当 lim
n→∞

f～ n 存

在时，对于A∈F ( Z) ，∫A limn→∞
inf f～ ndμ

～
≤ lim

n→∞
inf∫A f～ ndμ

～ ．

证 令 g～ n = inf
j≥n

f～ j，则 g～ n≤ f～ j，j = n + 1，n + 2，

…，且{ g～ n} 单调增加． 故有∫Ag～ ndμ
～
≤ ∫A f～ jdμ

～
; 两边关

于 j 取下确界，则有∫Ag～ ndμ
～
≤ inf

j≥n∫A f～ jdμ
～ ． 由定理 1 得

∫A limn→∞
inf f～ ndμ

～ = lim
n→∞∫Ag～ ndμ

～
≤ lim

n→∞
inf
j≥n∫A f～ jdμ

～ ．

对偶地有下列定理( 证明与定理 2 类似) ．
定理 3 设{ f～ n} 是( Z，F ( Z) ，μ

～
) 上复模糊集

值复模糊可积函数序列，则当lim
n→∞

f～ n 存在时，对于

A∈ F ( Z) ，∫A limn→∞
sup f～ ndμ

～
≥ lim

n→∞
sup∫A f～ ndμ

～ ．

定理 4( 控制收敛定理) 设{ f～ n} 是( Z，F ( Z) ，

μ
～
) 上复模糊集值复模糊可积函数序列，若存在可积

的复模 糊 集 值 复 模 糊 函 数 g～ ，h～ ，n ∈ N，满 足

g～ ≤ f～ n≤ h～ ，且lim
n→∞

f～ n = f～ ，则 f～ 是复模糊集值复模糊

可积的，且对于 A∈ F ( Z) ，lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
证 根据定理 1，显然，f～ ∈ F* ( C) ，由于 g～ ≤

f～ n ≤ h～ ( n∈ N) ，以及λ∈ ( 0，1］，对任一固定

的n∈N得Ｒeg～ λ≤Ｒe f～ n，λ≤Ｒeh～ λ，Img～ λ≤ Im f～ n，λ≤

Imh～ λ． 显然Ｒeg～ －
λ ≤Ｒe f～ －

n，λ≤Ｒeh～ －
λ ，Ｒeg～ +

λ ≤Ｒe f～ +
n，λ≤

Ｒeh～ +
λ ． 从 而 有 Ｒe f～ －

n，λ ≤ Ｒeg～ －
λ ∨ Ｒeh～ －

λ ，

Ｒe f～ +
n，λ ≤ Ｒeg～ +

λ ∨ Ｒeh～ +
λ ． 由 g～ ，h～ 的可积性

知 Ｒeg～ －
λ ，Ｒeg～ +

λ ，Ｒeh～ －
λ ，Ｒeh～ +

λ 均 Lebesgue 可积，因而

Ｒeg～ －
λ ∨ Ｒeh～ －

λ ， Ｒeg～ +
λ ∨ Ｒeh～ +

λ 均可积．

由经 典 Lebesgu 控 制 收 敛 定 理 可 知 lim
n→∞

Ｒe f～ －
n，λ，

lim
n→∞

Ｒe f～ +
n，λ 均可积，且有

lim
n→∞∫AＲe f～ n，λd ( μ

～
Ｒ ) λ = ∫A limn→∞

Ｒe f～ nd ( μ
～
Ｒ ) λ ． ( 3)

由模糊集分解定理，z∈ZF ( Z) ，Ｒe f～ λ( z) =

∩
λ ＜ λ'

lim
n→∞

Ｒe f～ n，λ ( z) ． 因此，Ｒe f～ n，λ 可积，即 Ｒe f～ 可积．

同理可得 Im f～ 也可积，且

lim
n→∞∫AIm f～ n，λd ( μ

～
Ｒ ) λ = ∫A limn→∞

Im f～ nd ( μ
～
Ｒ ) λ ． ( 4)

综上所述，f～ 可积，结合( 3) 式和( 4) 式得

lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
定义 4 设( Z，F ( Z) ，μ

～
) 是复模糊集值模糊

测度空间，f～ n，f
～
: Z→F0 ( C) 为复模糊值模糊可测函

数，以及 A～ ∈ F ( Z) ，

( i) 称{ f～ n} 在 A～ 上几乎处处收敛于 f～ ，若E～ 

A～ ，μ
～
( E～ ) = 0～ ，使得{ f～ n} 在 A～ － E～ 上逐点收敛于 f～ ，记
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在 A～ 上 f～ n
a． e
→A

f～ ．

( ii) 称{ f～ n} 在 A～ 上几乎一致收敛于 f～，若E～ 

A～ ，ε ＞ 0，μ
～
( E～ ) ＜ ε，使得{ f～ n} 在A～ －E～ 上逐点

一致收敛于 f～ ，记在 A～ 上 f～ n
a． u
→A

f～ ;

( iii) 称{ f～ n} 在 A～ 上伪几乎处处收敛于 f～ ，如果

E～  A～ ，μ
～

A～ － E( )～ = μ
～
( A～ ) ，使得{ f～ n} 在 A～ － E～ 上逐

点收敛于 f～ ，记在 A～ 上 f～ n
p． a． e
→A

f～ ;

( iv) 称{ f～ n} 在 A～ 上伪几乎一致收敛于 f～ ，如果

{ E～ k}  F ( Z) ，( ρ
～
) lim

k→∞
μ
～

A～ － E～( )
k = μ

～
( A～ ) ，使得

对于任意固定的 k = 1，2…，{ f～ n} 在A～ － E～ k 上逐点一

致收敛于 f～ ，记在 A～ 上 f～ n
p． a． u
→A

f～ ．

定理 5 设( Z，F ( Z) ，μ
～
) 是复模糊集值模糊

测度空间，{ f～ n} ，f～ 是( Z，F ( Z) ，μ
～
) 上的复模糊集

值复模糊可测函数，A ∈ F ( Z) ，若在 A 上，f～ n
a． e
→A

f～ ( 几乎处处收敛) ． 若 μ
～

是零可加的，εk ＞ 0( k =

1，2) ，其中 ε = ε1 + iε2，n0，使得 μ
～
( { x sup

n≥n0
f～ n ＞

∫A f～dμ～ + ε} ∩ A) ＜ ∞ + i∞，则

lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
证 因为在 A 上，f～ n →

a． e
f～ ，则B∈ F ( Z) ，

μ
～
( B) = 0～ ，μ

～
零可加，

∫A \BＲe f～dμ～ Ｒ = ∪
λ∈［0，1］

λ［∫A \BＲef －λ dμ～ Ｒ，∫A \BＲef +λ dμ～ Ｒ］ =

∪
λ∈［0，1］

λ［ sup
α∈［0，∞ )

α∧ Ｒeμ
～ －
λ ( ( A \B) ∩ χ －

Fλ，α，1
) ，

sup
α∈［0，∞ )

α∧ Ｒeλ + ( ( A \B) ∩ χ +
Fλ，α，1

) ］ =

∪
λ∈［0，1］

λ［ sup
α∈［0，∞ )

α∧ Ｒeμ
～ －
λ ( ( A∩ χ －

Fλ，α，1
) \B) ，

sup
α∈［0，∞ )

α∧ Ｒeμ
～ +
λ ( ( A∩ χ +

Fλ，α，1
) \B) ］ =

∪
λ∈［0，1］

λ［ sup
α∈［0，∞ )

α∧ Ｒeμ
～ －
λ ( A∩ χ －

Fλ，α，1
) ，

sup
α∈［0，∞ )

α∧ Ｒeμ
～ +
λ ( A∩ χ +

Fλ，α，1
) ］ = ∫AＲe f～dμ～ Ｒ ．

同理可得 ∫AＲe f～ ndμ
～
Ｒ = ∫A \BＲe f～ ndμ

～
Ｒ，∫AIm f～dμ

～
I =

∫A \BIm f～dμ
～
I，∫AIm f～ ndμ

～
I = ∫A \BIm f～ ndμ

～
I ．

因为εk ＞ 0( k = 1，2) ，其中 ε = ε1 + iε2，

n0，使得 μ
～
( { x sup

n≥n0
f～ n ＞ ∫A f～dμ～ + ε} ∩ A) ＜ ∞ +

i∞，lim
n→∞∫A \B f～ ndμ

～ = ∫A \B f～dμ～ ． 所以lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
定理 6 设( Z，F ( Z) ，μ

～
) 是复模糊集值模糊

测度空间，{ f～ n} ，f～ 是( Z，F ( Z) ，μ
～
) 上的复模糊集

值复模糊可测函数，A∈ F ( Z) ，若在 A 上{ f～ n} 一致

收敛于 f～ ，则lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
定理 7 设( Z，F ( Z) ，μ

～
) 是复模糊集值模糊

测度空间，{ f～ n} ，f～ 是( Z，F ( Z) ，μ
～
) 上的复模糊集

值复模糊可测函数，A ∈ F ( Z) ，若在 A 上，f～ n
a． e． u
→A

f～ ( 几乎处处一致收敛) ，且 μ
～

是零可加的，则

lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
定理 6 和定理 7 的证明过程与定理 5 相仿，此

处略．
定理 8 设( Z，F ( Z) ，μ

～
) 是复模糊集值模糊

测度空间，{ f～ n} ，f～ 是( Z，F ( Z) ，μ
～
) 上复模糊集值

复模糊可测函数，A∈ F ( Z) ，若在 A 上，f～ n
a． u
→A

f～ ( 几

乎一致收敛) ，μ
～

是零可加的，则 { Bk}  F ( Z) ，

B1 B2 …，μ
～
( Bk ) → 0，使得

lim
n→∞∫A \Bk f

～
ndμ

～ = ∫A \Bk f
～dμ

～ ．

证 在 A 上，f～ n
a． u
→A

f～ ，则{ Ek}  F ( Z) ，

μ
～
( Ek ) → 0，在 A \Ek 上，f～ n

u
→A

f～ ( 逐点收敛) ． 令

Bk = ∩
k

i = 1
Ei  Ek，则 A \Bk = ∪

k

i = 1
( A \Ei ) ．k，在 A \Ek

上 f～ n
u
→A

f～ ，在 A \Bk 上 f～ n
u
→A

f～ ，由定理 7 知结论

成立．
关于依复模糊集值复模糊测度收敛和伪复模糊

集值复模糊测度收敛的相关概念参见文献［17］．
定理 9 设( Z，F ( Z) ，μ

～
) 是复模糊集值模糊测

度空间，{ f～ n}  F0 ( C
+ ) ，f～ ∈ F0 ( C

+ ) ，A～ ∈ F ( Z) ，

( i) { f～ n} 在 A～ 上依复模糊集值复模糊测度 μ
～

收

敛于 f～ ，μ
～

是自连续的，则lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ;

( ii) { f～ n} 在 A～ 上伪依复模糊集值复模糊测度 μ
～

收敛于 f～ ，μ
～

是伪自连续的，则lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
证 ( i) 因为{ f～ n} 在 A～ 上依复模糊集值复模糊

测度 μ
～

收敛于 f～ ，则ε ＞ 0，λ∈ ( 0，1］，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ( A～∩ { x: ( Ｒe f～ n)

－
λ － ( Ｒe f～ ) －

λ ≥ε} ) = 0，
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( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ( A～∩ { x: ( Ｒe f～ n)

+
λ － ( Ｒe f～ ) +

λ ≥ε} ) = 0，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
I ( A

～∩ { x: ( Im f～ n)
－
λ － ( Im f～ ) －

λ ≥ε} ) = 0，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
I ( A

～∩ { x: ( Im f～ n)
+
λ － ( Im f～ ) +

λ ≥ε} ) = 0，

其中 0～ = ( 0，0) ，0 ∈ F* ( Ｒ) ．α∈ ( 0，∞ ) ，则

Ｒ－
n，λ，α+2ε  Ｒ－

λ，α+ε ∪ { x: ( Ｒe f～ n)
－
λ － ( Ｒe f～ ) －

λ ≥ ε} ，

Ｒ+
n，λ，α+2ε  Ｒ+

λ，α+ε ∪ { x: ( Ｒe f～ n)
+
λ － ( Ｒe f～ ) +

λ ≥ ε} ．

由 μ
～

的上自连续性得

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( ( A～ ∩ Ｒ－

λ，α+ε
) ∪ ( A～ ∩ { x: ( Ｒe f～ n )

－
λ －

( Ｒe f～ ) －
λ ≥ ε} ) = μ

～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ－

λ，α+ε
) ，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( ( A～ ∩ Ｒ+

λ，α+ε
) ∪ ( A～ ∩ { x: ( Ｒe f～ n )

+
λ －

( Ｒe f～ ) +
λ ≥ ε} ) = μ

～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ+

λ，α+ε
) ．

由数列极限定义知，对上述 ε ＞ 0，n∈ N，使

得当 n≥ n0 时，λ∈ ( 0，1］，

( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α+2ε

) ≤ ( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α+ε

) + ε，

( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
λ，α+2ε

) ≤ ( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
λ，α+ε

) + ε，

当 n ≥ n0 时，λ ∈ ( 0，1］，有 sup
α∈( 0，∞ )

( α + 2ε) ∧

( μ
～
Ｒ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α+2ε

) ≤ sup
α∈( 0，∞ )

( α + 2ε) ∧ ( μ
～
Ｒ) －

λ ( A～ ∩
Ｒ－

λ，α+ε
) + ε，即

sup
α∈( 0，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ) －

λ ( A～ ∩Ｒ－
λ，α

) ≤ ( μ
～
Ｒ) －

λ ( A～ ∩Ｒ－
λ，α

) + ε．

同理可证，当 n≥ n0 时，λ∈ ( 0，1］有

sup
α∈( 0，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ) +

λ ( A～ ∩Ｒ+
λ，α

) ≤ ( μ
～
Ｒ) +

λ ( A～ ∩Ｒ+
λ，α

) + ε．

从而由复模糊集值复模糊积分定义知

lim
n→∞∫AＲe f～ ndμ

～
Ｒ ≤ ∫AＲe f～dμ～ Ｒ ．

另一方面，λ∈ ( 0，1］，α∈ ( 0，∞ ) ，有

Ｒ－
n，λ，α－2ε  Ｒ－

λ，α－ε ∪ { x: ( Ｒe f～ n)
－
λ － ( Ｒe f～ ) －

λ ≥ ε} C，

Ｒ+
n，λ，α－2ε  Ｒ+

λ，α－ε ∪ { x: ( Ｒe f～ n)
+
λ － ( Ｒe f～ ) +

λ ≥ ε} C．

由 μ
～

的下自连续性得

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ－

λ，α－ε ∩ { x: ( Ｒe f～ n )
－
λ －

( Ｒe f～ ) －
λ ≥ ε} C ) = μ

～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ－

λ，α－ε
) ，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ+

λ，α－ε ∩ { x: ( Ｒe f～ n )
+
λ －

( Ｒe f～ ) +
λ ≥ ε} C ) = μ

～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ+

λ，α－ε
) ．

由数列极限定义知，对上述 ε ＞ 0，n∈ N，使

得当 n≥ n0 时，λ∈ ( 0，1］，

( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
n，λ，α－2ε ) ≥ ( μ

～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α－ε

) － ε，

( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
n，λ，α－2ε ) ≥ ( μ

～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
λ，α－ε

) － ε，

当 n≥ n0 时，λ∈ ( 0，1］，

sup
α∈( 0，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
n，λ，α ) = sup

α∈( 2ε，∞ )
( α －

2ε) ∧ ( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
n，λ，α－2ε ) ≥

sup
α∈( 2ε，∞ )

( α － ε) ∧ ( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α－ε ) － ε =

sup
α∈( ε，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α－ε ) － ε．

同理可证，当 n≥ n0 时，λ∈ ( 0，1］，

sup
α∈( 0，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
n，λ，α ) ≥ sup

α∈( ε，∞ )
α∧

( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
λ，α－ε ) － ε，

从而有lim
n→∞∫AＲe f～ ndμ

～
Ｒ ≥ ∫AＲe f～dμ～ Ｒ ．

同理可证lim
n→∞∫AIm f～ ndμ

～
I = ∫AIm f～dμ

～
I ．

故lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．
( ii) 因为{ f～ n} 在 A～ 上伪依复模糊集值复模糊

测度 μ
～

收敛于 f～ ，则ε ＞ 0 及λ∈ ( 0，1］有

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( A～ ∩ { x: ( Ｒe f～ n )

－
λ ( x) －

( Ｒe f～ ) －
λ ( x) ＜ ε} ) = 0，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( A～ ∩ { x: ( Ｒe f～ n )

+
λ ( x) －

( Ｒe f～ ) +
λ ( x) ＜ ε} ) = 0－，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
I ( A

～ ∩ { x: ( Im f～ n)
－
λ ( x) －

( Im f～ ) －
λ ( x) ＜ ε} ) = 0，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
I ( A

～ ∩ { x: ( Im f～ n )
+
λ ( x) －

( Im f～ ) +
λ ( x) ＜ ε} ) = 0．

α∈ ( 0，∞ ) ，则有

Ｒ－
n，λ，α+2ε  Ｒ－

n，λ，α+ε ∪ { x: ( Ｒe f～ n)
－
λ － ( Ｒe f～ ) －

λ ＜

ε} C，Ｒ+
n，λ，α+2εＲ+

nλ，α+ε∪ { x: ( Ｒe f～ n)
+
λ － ( Ｒe f～ ) +

λ ＜

ε} C．
由 μ

～
的上伪自连续性得

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ－

λ，α+ε ∩ { x: ( Ｒe f～ n )
－
λ －

( Ｒe f～ ) －
λ ＜ ε} C ) = μ

～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ－

λ，α+ε
) ，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ+

λ，α+ε ∩ { x: ( Ｒe f～ n )
+
λ －

( Ｒe f～ ) +
λ ＜ ε} C ) = μ

～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ+

λ，α+ε
) ．

由数列极限定义知，对上述 ε ＞ 0，n∈ N，使

得当 n≥ n0 时，λ∈ ( 0，1］，

( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
n，λ，α+2ε ) ≤ ( μ

～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α+ε

) + ε，

( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
n，λ，α+2ε ) ≤ ( μ

～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
λ，α+ε

) + ε，
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由上确界性质知，

sup
α∈( 2ε，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
n，λ，α ) ≤ sup

α∈( ε，∞ )
α∧

( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α

) + ε，

sup
α∈( 2ε，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
n，λ，α ) ≤ sup

α∈( ε，∞ )
α∧

( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
λ，α

) + ε，

从而有lim
n→∞∫AＲe f～ ndμ

～
Ｒ ≤ ∫AＲe f～dμ～ Ｒ ．

另一方面，λ∈ ( 0，1］，α∈ ( 0，∞ ) ，有

Ｒ－
n，λ，α－2εＲ－

n，λ，α－ε∩ { x: ( Ｒe f～ n)
－
λ － ( Ｒe f～ ) －

λ ＜ ε} ，

Ｒ+
n，λ，α－2εＲ+

n，λ，α－ε∩ { x: ( Ｒe f～ n)
+
λ － ( Ｒe f～ ) +

λ ＜ ε} ．

由 μ
～

的下伪自连续性得

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ－

λ，α－ε ∩ { x: ( Ｒe f～ n )
－
λ －

( Ｒe f～ ) －
λ ＜ ε} ) = μ

～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ－

λ，α－ε
) ，

( ρ
～
) lim

n→∞
μ
～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ+

λ，α－ε ∩ { x: ( Ｒe f～ n )
+
λ －

( Ｒe f～ ) +
λ ＜ ε} ) = μ

～
Ｒ ( A～ ∩ Ｒ+

λ，α－ε
) ．

由数列极限定义知，对上述 ε ＞ 0，n∈ N，使

得当 n≥ n0 时，λ∈ ( 0，1］，

( μ
～
Ｒ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
n，λ，α－2ε) ≥ ( μ

～
Ｒ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α－ε

) － ε，

( μ
～
Ｒ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
n，λ，α－2ε) ≥ ( μ

～
Ｒ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
λ，α－ε

) － ε，

当 n≥ n0 时，λ∈ ( 0，1］时有

sup
α∈( 0，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
n，λ，α ) ≥ sup

α∈( ε，∞ )
α∧

( μ
～
Ｒ ) －

λ ( A～ ∩ Ｒ－
λ，α－ε ) － ε，

sup
α∈( 0，∞ )

α∧ ( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
n，λ，α ) ≥ sup

α∈( ε，∞ )
α∧

( μ
～
Ｒ ) +

λ ( A～ ∩ Ｒ+
λ，α－ε ) － ε，

所以lim
n→∞∫AＲe f～ ndμ

～
Ｒ ≥ ∫AＲe f～dμ～ Ｒ ． 故

lim
n→∞∫AＲe f～ ndμ

～
Ｒ = ∫AＲe f～dμ～ Ｒ ．

同理可证lim
n→∞∫AIm f～ ndμ

～
I = ∫AIm f～dμ

～
I ． 因此

lim
n→∞∫A f～ ndμ

～ = ∫A f～dμ～ ．

3 结论

将一般模糊测度概念从经典集、普通模糊集扩

展到更为广泛的复模糊集上，研究了模糊复数域上

的复模糊集值复模糊测度、复模糊集值复模糊测度

空间上的可测函数及其性质，拓广经典测度理论的

范围，推广经典测度理论的相应结论; 还研究了基于

此复模糊集值测度的复模糊集值函数的积分问题，

建立复模糊集值复模糊积分基本理论是模糊复分析

学的重要工作，这些工作都拓展了模糊测度与模糊

积分理论．
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The Complex Fuzzy Set-Valued Complex Fuzzy Integral and
Its Convergence Theorem

MA Shengquan1，2，LI Shenggang1

( 1． College of Mathematics and Information Science，Shanxi Normal University，Xi'an Shanxi 710062，China;

2． School of Information and Technology，Hainan Normal University，Haikou Hainan 571158，China)

Abstract: The concepts of complex fuzzy set-valued complex fuzzy measure and the complex fuzzy set-valued meas-
urable function，the concepts of complex fuzzy set-valued complex fuzzy integral and its basic properties are intro-
duced． And then the convergence problem of complex fuzzy set-valued complex fuzzy integral are studied，it’s some
important convergence theorems are obtained，such as the monotone convergence theorem，the Fatou theorem，the
control convergence theorem．
Key words: complex fuzzy set-valued measure; complex fuzzy set-valued measurable function; complex fuzzy set-val-
ued complex fuzzy integral; convergence theorem

( 责任编辑: 曾剑锋)

62 江西师范大学学报( 自然科学版) 2015 年


