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摘要: 考虑由 2 个具有常数失效率单元串联而成的系统进行步进应力加速寿命试验中，在定时截尾屏蔽

数据场合下给出了参数的近似区间估计和极大似然估计，并通过数值算例验证方法的可行性．
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0 引言

为了提供优质的产品或服务，对系统的可靠性

进行研究是必要的． 随着研究的深入，研究者发现在

系统可靠性试验中，经常会发生系统失效原因被屏

蔽掉的现象． 如当系统具屏蔽寿命数据时，因为故障

检测和诊断费用昂贵，尤其是实际问题中系统采用

模块化设计，从而导致系统失效的确切单元往往是

未知的; 关于集成电路或计算机的可靠性问题，导致

系统失效的原因一般在于有几个单元组成的模块，

所能得到的测试数据有系统失效的时间和造成系统

失效的模块． 国内外许多学者对屏蔽数据的统计分

析已经取得了一系列研究成果［1-44］，但其中对步进

应力加速寿命试验下屏蔽数据的可靠性统计分析研

究成果较少涉及． 鉴于当今许多产品具有高可靠、长
寿命的特点，用通常的寿命试验很难得到失效数据，

因而采用加速寿命试验以获得失效数据． 本文考虑

由 2 个具有常数失效率单元串联而成的系统进行步

进应力加速寿命试验，在定时截尾屏蔽数据场合下

给出了参数的近似区间估计和极大似然估计，最后

采用 Monte-Carlo 模拟说明方法的可行性．

1 基本假定和相关定义

为了建立简化的模型，给出如下基本假定:

假定 1 所涉及的系统是由 J( ≥ 2) 个独立单

元串联而成的．
假定 2 将 n 个相同的系统进行定时截尾寿命

试验，试验持续到时间 τ 为止，此时假设共有 r 个系

统失效．
假定 3 系统数据屏蔽的发生与系统失效的原

因以及系统失效的时间均无关，即屏蔽的发生是独

立的．
假定4 在系统 i中，Tij 表示第 j个单元的寿命，

hij ( t) ，Fij ( t) ，fij ( t) 和 Fij ( t) 分别表示寿命 Tij 的失

效率函数、分布函数、密度函数和可靠度函数，i =
1，2，…，n，j = 1，2，…，J． 由于随机变量 Tij 仅与第 j
个单元相关，而不依赖于系统 i，所以 Tij 的失效率函

数、分布函数、密度函数和可靠度函数分别简记为

hj ( t) ，Fj ( t) ，fj ( t) 和 Fj ( t) ，j = 1，2，…，J．
考虑 n 个串联系统进行寿命试验，每个系统有 J

个单元． 随机变量 Tij 表示第 i个系统的第 j个单元的

寿命． 其观察值记为 tij，i = 1，…，n，j = 1，…，J． 于是

可以得到第 i 个系统的寿命为 Ti = min( Ti1，…，

TiJ ) ，其观察值记为 ti，i = 1，…，n． 记 Si 为引起系统

i 失效的单元集合，si 为 Si 的实现． 于是，观察的数据

D 包括( t1，s1 ) ，…，( tn，sn ) ． 若集合 si 由单个元素组

成或者其仅有1 个元素，则这意味着导致系统 i 失效

的单元是已知的． 然而，若集合 si 中的元素数量超过

1 个，则这意味着导致系统 i 失效的单元的寿命数据

已经被屏蔽．



由文献［1］可知，n个串联系统的似然函数表示

为L( D) =∏
n

i =
{

1
∑
j∈si

fj ( ti )∏
l∈Jj

Fl ( ti[ ] }) ，由于 fj ( t) =

hj ( t) Fj ( t) ，于是

L( D) = ∏
n

i =
{

1
∑
j∈s

[
i

hj ( ti ]) ∏
J

l = 1
Fl ( ti }) ．

如果系统由 2 个单元串联而成，即 J = 2． 失效

的原因可归结为 3 类，即 s1 = { 1} ，s2 = { 2} ，s12 =
{ 1，2} ． 现考虑将 n 个由 2 个单元串联而成的系统进

行定时截尾寿命试验，试验持续到时间 τ 为止，此时

共有 r 个系统失效，其中属 s1 类的有 r1 个，其失效时

间不妨设为 t1，…，tr1 ; 属 s2 类的有 r2 个，其失效时间

不妨设为 tr1+1，…，tr1+r2 ; 属 s12 类的有 r3 个，其失效时

间不妨设为 tr1+r2+1，…，tr，且 r1 + r2 + r3 = r． 于是该

n 个串联系统在定时截尾寿命试验下的似然函数为

L( D) = C+∏
r

i =
{ [

1
∑
j∈si

hj ( ti ]) ∏
2

l = 1
Fl ( ti }) P( Tr+1 ＞

τ，…，Tn ＞ τ) = C+∏
r

i =
{ [

1
∑
j∈si

hj ( ti ]) ∏
2

l = 1
Fl ( ti }) ·

［P( T ＞ τ) ］n－r，

其中 C+ 为某一正常数，随机变量 T 为串联系统的

寿命．

2 系统由2 个相同常数失效率单元串
联而成的步进应力加速寿命试验
的统计分析

由于单元的失效率为常数，单元寿命的分布服

从指数分布． 由于在指数分布下步进应力加速寿命

试验累积损伤( CE) 模型、损伤失效率( TFＲ) 模型

和损伤随机变量( TＲV) 模型是一致的，故在此仅针

对 CE 模型作研究．
对每个单元而言，在恒定应力 V1 下，单元的寿

命服从指数分布，其失效率为 α1，平均寿命 θ1 =
1 /α1，在恒定应力 V2 ( ＞ V1 ) 下，单元的寿命仍服从

指数分布，其失效率为 α2，平均寿命 θ2 = 1 /α2 ． 由著

名的 Nelson 假定［45］ 知 CE 模型的时间折算思想，即

如果单元在应力 V1 下工作时间 t1，相当于单元在应

力 V2 下工作了时间 t2，有F1( t1) = F2( t2) ，1 － e －α1t1 =
1 － e －α2t2，t2 = α1 t1 /α2 ．

现考虑将由 2 个单元串联的 n 个系统进行简单

步进应力加速寿命试验，即时刻 0 将 n 个系统在应

力 V1 下进行寿命试验，试验持续到时刻 τ1，其中共

有 k1 个系统失效，在时刻 τ1 将应力 V1 提高至应力

V2 ( ＞ V1 ) 继续做试验，试验持续到时刻 τ2，其中共

有 k2 个系统失效． 记 r = k1 + k2 ．
在应力 V1 下，不妨设 k1 个失效系统的失效时间

为 t1，…，tk1，而其中 t1，…，tr1 属 s1，tr1+1，…，tr1+r2 属

s2，而 tr1+r2+1，…，tr1+r2+r3 属 s12，且 r1 + r2 + r3 = k1 ． 在

应力 V2 下，不妨设 k2 个失效系统的失效时间为

tk1+1，…，tk1+k2，而其中 tk1+1，…，tk1+r4 属 s1，tk1+r4+1，…，

tk1+r4+r5 属 s2，而 tk1+r4+r5+1，…，tk1+r4+r5+r6 属 s12，且 r4 +
r5 +r6 = k2 ．

针对简单步进应力加速寿命试验，在应力 V1 下

单元的失效率为 h( t) = α1，其分布函数为 F( t) =
1 －e －α1t，在应力 V2 下单元的失效率为 h( t) = α2，其

分布 函 数 为 F( t) = 1 － e －α2( t －τ1+α1τ1 /α2) = 1 －
e －α2t +α2τ1－α1τ1 ． 没有失效的系统有 n － r 个．

设系统的寿命为 T，T = min( X，Y) ，对于 0 ＜
t≤τ1，P( T≤ t) = 1 － P( T ＞ t) = 1 － P( X ＞ t，
Y ＞ t) = 1 － P( X ＞ t) P( Y ＞ t) = 1 － e －2α1t，P( T ＞
t) = e －2α1t ．

对于 t ＞ τ1，P( T≤ t) = 1 － P( X ＞ t) P( Y ＞
t) = 1 － e －2( α2t －α2τ1+α1τ1) ，P( T ＞ t) = e －2( α2t －α2τ1+α1τ1) ．

2． 1 极大似然估计

似然函数为

L( D，α1，α2) = C+∏
r1

i =
{ [

1
∑
j∈s1

hj( ti ]) ∏
2

l =1
Fl ( ti }) ·

∏
r1+r2

i = r1+
{ [

1
∑
j∈s2

hj( ti ]) ∏
2

l =1
Fl ( ti }) ∏

k1

i = r1+r2+
{ [

1
∑
j∈s12

hj( ti ]) ·

∏
2

l = 1
Fl ( ti }) ∏

k1+r4

i = k1+
{ [

1
∑
j∈s1

hj ( ti ]) ∏
2

l = 1
Fl ( ti }) ·

∏
k1+r4+r5

i = k1+r4+
{ [

1
∑
j∈s2

hj ( ti ]) ∏
2

l = 1
Fl ( ti }) ·

∏
k1+k2

i = k1+r4+r5+
{ [

1
∑
j∈s12

hj( ti ]) ∏
2

l =1
Fl ( ti } [) P( T ＞ τ2 ]) n－r =

C+ 2 r3+r6αk1
1 α

k2
2 e

－2α1∑
k1

i = 1
tie －2α2 ∑

k1+k2

i = k1+1
tie －2k2( －α2τ1+α1τ1)·

e －2( n－r) ［α2( τ2－τ1) +α1τ1］，

lnL( D，α1，α2 ) = lnC+ + ( r3 + r6 ) ln2 + k1 lnα1 +

k2lnα2 －2α1∑
k1

i =1
ti －2α2∑

k1+k2

i = k1+1
ti － 2k2 ( － α2τ1 + α1τ1 ) －

2( n － r) ［α2 ( τ2 － τ1 ) + α1τ1］，

lnL( D，α1，α2 )
α1

=
k1
α1

－ 2∑
k1

i = 1
ti － 2k2τ1 － 2( n － r) τ1，

lnL( D，α1，α2 )
α2

=
k2
α2

－ 2∑
k1+k2

i = k1+1
ti + 2k2τ1 － 2( n －

r) ( τ2 － τ1 ) ．
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令 lnL( D，α1，α2) /α1 = 0，lnL( D，α1，α2) /α2 =
0 得方程

k1 /α1 － 2∑
k1

i = 1
ti － 2k2τ1 － 2( n － r) τ1 = 0，

k2 /α2 － 2∑
k1+k2

i = k1+1
ti + 2k2τ1 － 2( n － r) ( τ2 － τ1 ) = 0，

从而可解得参数 α1，α2 的极大似然估计 α∧1，α∧2 为

α∧1 = k1 [/ 2(∑
k1

i = 1
ti + k2τ1 + ( n － r) τ1 ]) ，

α∧2 = k2 [/ 2( ∑
k1+k2

i = k1+1
ti － k2τ1 + ( n － r) ( τ2 － τ1 ]) ) ．

2． 2 近似区间估计

由文献［46］知可用似然比方法来构造区间估

计，即在 H0 : θ = θ0 下，有

Λ = － 2ln［L( θ0 ) /L( θ∧) ］

的渐近分布为 χ2 ( k) ，其中 θ 为 k 维参数．
若将 θ 分为 θ = ( θ1，θ2 ) '，考虑 H0 : θ1 = θ10，则

有 Λ = － 2ln［L( θ10，θ
～
2 ( θ10 ) ) /L( θ∧1，θ∧2) ］的渐近分

布为 χ2 ( p) ，其中 θ1 为 p 维向量，θ
～
2 ( θ10 ) 为 H0 下 θ2

的极大似然估计．

进一步说明，用似然比方法来构造区间估计． 若

参数 θ 为 1 维的，在假设 H0 : θ = θ0 下，似然比统计

量 Λ = － 2ln［L( θ0 ) /L( θ∧) ］近似服从 χ2 ( 1) ，其中，

L( θ) 为似然函数． 显著性检验就把 Λ 当作 χ2 ( 1) 来

进行处理，Λ的较大值将导致拒绝 H0 ． 参数 θ的置信

区间可以用倒转这个检验来获得，即 θ 的置信区间

是由这样的 θ0 组成的集合，它使Λ≤ x2α ( 1) ． 在很多

场合表明，用 χ2 近似 Λ 是很好的，甚至在小样本场

合也是这样，如此得到的置信区间很接近于要求的

覆盖概率． 若给定置信水平，可采用上述方法求得参

数的近似区间估计．
例 1 取样本容量 n = 20，r = 18，k1 = 6，r1 =

2，r2 = 3，k2 = 12，r4 = 3，r5 = 4，2 个应力下单元的

失效率分别为 α1 = 0． 2，α2 = 0． 8． 通过Monte-Carlo
模拟产生的失效数据如表 1 所示．

取 τ1 = 0． 660 2，τ2 = 1． 491 4，利用本文方法可

解得 α∧1 = 0． 273 2，α∧2 = 0． 758 4．
给定置信水平 0． 95 可以得到 α1 的近似区间估

计为［0． 108 5，0． 553 4］，α2 的 近 似 区 间 估 计 为

［0． 406 3，1． 272 5］．

表 1 失效数据

应力 引起系统失效单元集合 系统失效时间

V1

si = { 1} 0． 110 4 0． 324 2

si = { 2} 0． 134 0 0． 364 5 0． 660 2

si = { 1，2} 0． 144 1

V2

si = { 1} 1． 042 0 1． 109 6 1． 163 6

si = { 2} 1． 113 3 1． 121 7 1． 122 4 1． 127 5

si = { 1，2} 1． 376 6 1． 167 1 1． 491 4 1． 109 2 1． 227 9

3 系统由2 个不等的常数失效率单元

串联而成的步进应力加速寿命试

验的统计分析

在恒定应力V1 下，单元1 的寿命服从指数分布，

其失效率为 α1 ; 单元2 的寿命服从指数分布，失效率

为 α2，在恒定应力 V2 下，单元 1 的寿命仍服从指数

分布，其失效率为 β1 ; 单元 2 的寿命仍服从指数分

布，失效率为 β2 ．
将 n 个系统进行简单步进应力加速寿命试验．

在应力 V1 下，对于 t≤ τ1，单元 1 的寿命分布函数为

F1( t) = 1 － e－α1t ; 单元 2 的寿命分布函数为F2( t) =

1 － e －α2t ． 而在应力 V2 下，对于 t ＞ τ1，单元1 的寿命

失效率为 h1 ( t) = β1，分布函数为 F1 ( t) = 1 －

e －β1( t －τ1+α1τ1 /β1) ; 单元 2 的寿命失效率为 h2 ( t) = β2，

分布函数为 F2 ( t) = 1 － e －β2( t －τ1+α2τ1 /β2) ．
设系统的寿命为 T = min( X，Y) ，对于 0 ＜ t≤

τ1，P( T≤ t) = 1 － P( T ＞ t) = 1 － P( X ＞ t，Y ＞

t) = 1 － P( X ＞ t) P( Y ＞ t) = 1 － e － ( α1+α2) t，P( T ＞
t) = e － ( α1+α2) t ．

对于 t ＞ τ1，P( T≤ t) = 1 － P( X ＞ t) P( Y ＞

t) = 1 － e － ( β1t －β1τ1+α1τ1) e － ( β2t －β2τ1+α2τ1) ，P( T ＞ t) =
e － ( β1t －β1τ1+α1τ1) e － ( β2t －β2τ1+α2τ1) ．
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3． 1 极大似然估计

似然函数为

L( D，α1，α2，β1，β2 ) = C+∏
r1

i =
{ [

1
∑
j∈s1

hj ( ti ]) ·

∏
2

l = 1
Fl ( ti }) ∏

r1+r2

i = r1+
{ [

1
∑
j∈s2

hj ( ti ]) ∏
2

l = 1
Fl ( ti }) ·

∏
k1

i =r1+r2+
{ [

1
∑
j∈s12

hj( ti ]) ∏
2

l =1
Fl( ti }) ∏

k1+r4

i = k1+
{ [

1
∑
j∈s1

hj ( ti ]) ·

∏
2

l = 1
Fl ( ti }) ∏

k1+r4+r5

i = k1+r4+
{ [

1
∑
j∈s2

hj ( ti ]) ∏
2

l = 1
Fl ( ti }) ·

∏
k1+k2

i = k1+r4+r5+
{ [

1
∑
j∈s12

hj ( ti ]) ∏
2

l =1
Fl ( ti }) ［P( T ＞ τ2) ］n－r =

C+ αr1
1 α

r2
2 ( α1 + α2 ) r3β

r4
1 β

r5
2 ( β1 + β2 ) r6·

e －α1［∑
k1

i = 1
ti+k2τ1+ ( n－r) τ1］e －α2［∑

k1

i = 1
ti+k2τ1+ ( n－r) τ1］·

e －β1［ ∑
k1+k2

i = k1+1
( ti－τ1) + ( n－r) ( τ2－τ1) ］e －β2［ ∑

k1+k2

i = k1+1
( ti－τ1) + ( n－r) ( τ2－τ1) ］

，

lnL( D，α1，α2，β1，β2 ) = lnC+ + r1 lnα1 + r2 lnα2 +
r3 ln( α1 + α2 ) + r4 lnβ1 + r5 lnβ2 + r6 ln( β1 + β2 ) －

α [1 ∑
k1

i = 1
ti + ( n － r + k2 ) τ ]1 － α [2 ∑

k1

i = 1
ti + ( n － r +

k2 ) τ ]1 － β [1 ∑
k1+k2

i = k1+1
( ti － τ1 ) + ( n － r) ( τ2 － τ1 ]) －

β [2 ∑
k1+k2

i = k1+1
( ti － τ1 ) + ( n － r) ( τ2 － τ1 ]) ，

lnL( D，α1，α2，β1，β2 )
α1

=
r1
α1

+
r3

α1 + α2

[

－

∑
k1

i = 1
ti + ( n － r + k2 ) τ ]1 ，

lnL( D，α1，α2，β1，β2 )
α2

=
r2
α2

+
r3

α1 + α2

[

－

∑
k1

i = 1
ti + ( n － r + k2 ) τ ]1 ．

令 lnL( D，α1，α2，β1，β2 ) /α1 = 0，lnL( D，α1，

α2，β1，β2 ) /α2 = 0 得方程组

r1
α1

+
r3

α1 + α2
[－ ∑

k1

i = 1
ti + ( n － r + k2 ) τ ]1 = 0，

r2
α2

+
r3

α1 + α2
[－ ∑

k1

i = 1
ti + ( n － r + k2 ) τ ]1 = 0．

化简得α2 = r2α1 / r1，r1k1 /［α1( r1 + r2) ］=∑
k1

i =1
ti +

( n － r + k2 ) τ1，从而参数 α1，α2 极大似然估计为

α∧1 =
r1

r1 + r2
·

k1

∑
k1

i = 1
ti + ( n － r + k2 ) τ1

，

α∧2 =
r2

r1 + r2
·

k1

∑
k1

i = 1
ti + ( n － r + k2 ) τ1

，

lnL( D，α1，α2，β1，β2 )
β1

=
r4
β1

+
r6

β1 + β2

[

－

∑
k1+k2

i = k1+1
( ti － τ1 ) + ( n － r) ( τ2 － τ1 ]) ，

lnL( D，α1，α2，β1，β2 )
β2

=
r5
β2

+
r6

β1 + β2

[

－

∑
k1+k2

i = k1+1
( ti － τ1 ) + ( n － r) ( τ2 － τ1 ]) ．

令 lnL( D，α1，α2，β1，β2 ) /β1 = 0，lnL( D，α1，

α2，β1，β2 ) /β2 = 0 得方程组

r4
β1

+
r6

β1 + β2 [－ ∑
k1+k2

i = k1+1
( ti － τ1 ) + ( n － r) ( τ2 －

τ1 ]) = 0，

r5
β2

+
r6

β1 + β2 [－ ∑
k1+k2

i = k1+1
( ti － τ1 ) + ( n － r) ( τ2 －

τ1 ]) = 0．

从而可解得参数 β1，β2 的极大似然估计为

β∧1 =
r4

r4 + r5
·

k2

∑
k1+k2

i = k1+1
( ti － τ1 ) + ( n － r) ( τ2 － τ1 )

，

β∧2 =
r5

r4 + r5
·

k2

∑
k1+k2

i = k1+1
( ti － τ1 ) + ( n － r) ( τ2 － τ1 )

．

3． 2 近似区间估计

在给定置信水平下，完全类似于求近似区间估

计的方法可得参数的近似区间估计．
例 2 取样本容量 n = 20，r = 18，k1 = 6，r1 =

2，r2 = 3，k2 = 12，r4 = 3，r5 = 4，在应力 V1 下2 个单

元的失效率分别取为 α1 = 0． 2，α2 = 0． 4，在应力 V2

下 2 个单元的失效率分别取为 β1 = 0． 6，β2 = 0． 8．
通过 Monte-Carlo 模 拟 产 生 的 失 效 数 据 如 下 表 2
所示．

4 总结

本文研究简单步进应力加速寿命试验下屏蔽数

据的可靠性统计分析，在单元寿命分布服从指数分

布的情形下，给出了参数的极大似然估计和近似区

间估计，并通过 2 个 Monte-Carlo 算例说明本文方法

的可行性，该方法比较适合工程应用．
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表 2 失效数据

应力 引起系统失效单元集合 系统失效时间

V1

si = { 1} 0． 000 3 0． 463 6

si = { 2} 0． 058 4 0． 127 2 0． 188 2

si = { 1，2} 0． 327 4

V2

si = { 1} 1． 126 2 0． 929 7 1． 725 1

si = { 2} 0． 521 7 0． 605 4 0． 832 3 1． 691 9

si = { 1，2} 1． 090 5 0． 591 3 0． 705 8 0． 747 2 0． 759 3
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The Statistical Analysis of Mask Data for Type-I Censored Series System
under Step-Stress Accelerated Life Test
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Abstract: Considering series system of two units with constant failure rate under step-stress accelerated life test，the
maximum likelihood estimates and approximate interval estimates of parameters are given in type-I censored masked
data situation． Besides，Monte-Carlo simulation examples illustrate the feasibility of the method．
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