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分数阶流行病模型的近似解析解
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摘要: 在经典的 SIＲ，SIＲS，SIS流行病模型基础上引入关于时间的分数阶导数，并利用同伦摄动方法分别
求出这 3 个模型的近似解析解，而且应用数值实验结果印证了 FDEs的记忆特征．改进和推广了一些已有
的成果，且对深入研究分数阶流行病模型有很好的启示作用．
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0 引言

流行病一直困扰着人们，且为此遭受很大经济

损失，如 HIV、SAＲS、H1N1 等．因此数学模型成为理
解疾病传播过程、发展趋势和不确定因素评估的重
要工具．事实上流行病模型最早可追溯到 20 世纪
20 年代． W． O． Kermack 等［1-2］分别建立了 SIＲ、
SIＲS、SIS常微分方程流行病模型:
dS( t)
dt = μ － μS( t) － βS( t) I( t) ，

dI( t)
dt = βS( t) I( t) － ( μ + λ) I( t) ，

dＲ( t)
dt = λI( t) － μＲ( t











 ) ，

( 1)

dS( t)
dt = μ － μS( t) － βS( t) I( t) + δＲ( t) ，

dI( t)
dt = βS( t) I( t) － ( μ + λ) I( t) ，

dＲ( t)
dt = λI( t) － ( μ + δ) Ｒ( t











 ) ，

( 2)

dS( t)
dt = μ － μS( t) － βS( t) I( t) + εI( t) ，

dI( t)
dt = βS( t) I( t) － ( μ + ε) I( t{ ) ，

( 3)

其中 S( t) 、I( t) 、Ｒ( t) 分别代表易感者人数、染病者
人数和从疾病中康复并获得免疫的人数． 设人口总
数是常数 N，并且以上所有变量均已被标准化( N =
1) ． μ代表出生率和死亡率; 而且所有的新生儿均是

易感者; β是每个感染者平均每天接触次数． 在模型
SIＲ和 SIＲS中，λ表示染病者的恢复率; 在 SIＲS中，
δ是人均失去免疫率，由于考虑到获得的免疫是临
时的．在 SIS中，ε表示从感染者到易感者的转移率，
由于从疾病中康复过来没有免疫力，而是直接进入

的易感者人群．本文以上所述的参数均视为常值．
在 20 世纪中期，对流行病模型研究已取得长足

的发展．目前仍有一些学者对这 3 个经典模型进行
修正研究．文献［3］研究年龄结构的 SIS 模型．文献
［4］论证染病年龄 SIＲS模型平衡点渐近稳定性．考
虑到感染后有潜伏期，时间延迟在 SIＲ 模型中被考
虑［5-6］．事实上，空间变量在流行病传播机制中具有
不容忽略的因素，因此反应扩散 SIS 流行病模型被
讨论［7-8］．
分数阶导数虽然作为数学分支已有 300 多年的

历史，但是最近才被应用［9］． 目前分数阶微分方程
已经引起了广泛关注，由于它能精确描述许多物理

和生物过程，如粘性力、电镀分析化学、生物系统的
电导率、神经模型、扩散过程、阻尼定律和流变学等，
并且分数阶导数也已应用到流行病这一特殊领域，

P． Shakoor 等［10］ 利用数据模拟登革热传染病
( dengue disease) ，其结果表明分数阶微分方程模型
比 1 阶微分方程模型更符合实际传播机制，因而研
究分数阶微分方程( FDEs) 流行病模型具有重要的
现实意义．然而与整数阶微分方程相比，分数阶微分
方程不具有几何含义［9］，ODEs 几何理论对于分数
阶微分方程不再适用． 因此促使研究分数阶流行病
模型的近似解析解，以便预防与控制流行病．



摄动方法是早期求解非线性问题最常用的方

法，其局限于小参数的假设． 文献［11-12］发展了同
伦摄动方法( HPM) ，并且 S． T． Mohyud-Din等［13］把
这一方法应用到 FDEs． 最近，文献［14-15］获得了
关于时间分数阶导数 Lotka-Volterra 系统的近似解
析解．基于以上研究工作的启发，利用 HPM 方法获
得了 SIＲ、SIＲS、SIS分数阶流行病近似解析解，并且
对这 3 个模型分别根据不同分数阶导数进行了数值
模拟．

1 预备知识

定义 1 令 α∈Ｒ+，在 L1［t0，t1］上定义算子 Jαt0 :

Jαt0 f( t) =
1

Γ( α) ∫
t

t0
( t － s) α－1 f( s) ds，t0 ≤ t≤ t1，

其中Γ(·) 是伽马函数，称Jαt0为α阶Ｒiemann-Liouville
分数积分算子．
定义 2 函数 f ∈ Cn( ［t0，t1］，Ｒ) ，其 α 阶

Ｒiemann-Liouville导数为

Dα
t0 f( t) =

1
Γ( n － α)

dn

dtn ∫
t

t0

f( s)
( t － s) 1－n+α

ds，

t0 ≤ t≤ t1，n － 1 ＜ α ＜ n．
定义 3 函数 f ∈ Cn+1( ［t0，t1］，Ｒ) ，其 α 阶

Caputo导数为
cDα

t0 f( t) =
1

Γ( n － α) ∫
t

t0

f( n) ( s)
( t － s) 1－n+α

ds，

t0 ≤ t≤ t1，n － 1 ＜ α ＜ n．
目前这 2 种分数阶导数定义已被广泛认可，然

而 Ｒiemann-Liouville导数存在不足，它对常数的导
数不恒为 0，Caputo导数修正了这一缺点，其在物理
和生物中更符合实际问题的应用． 因此在本文中所
涉及的导数均为 Caputo导数．至于其他分数阶导数
的定义请参见文献［9］．

2 分数阶流行病模型

分别考察关于时间分数阶导数的 SIＲ，SIＲS，
SIS模型( 1) ～ ( 3) ．

2． 1 SIＲ模型

首先研究分数阶 SIＲ模型:
cDα

0 S( t) = μ － μS( t) － βS( t) I( t) ，
cDη

0 I( t) = βS( t) I( t) － ( μ + λ) I( t) ，
cDν

0Ｒ( t) = λI( t) － μＲ( t
{

) ，

( 4)

其中 0 ＜ α≤ 1，0 ＜ η≤ 1，0 ＜ ν≤ 1．初始条件为

S( 0) = a，I( 0) = b，Ｒ( 0) = r．既然( 4) 式中前2式
不含有 Ｒ( t) ，只需考察( 4) 式的子系统

cDα
0 S( t) = μ － μS( t) － βS( t) I( t) ，

cDη
0 I( t) = βS( t) I( t) － ( μ + λ) I( t){ ．

( 5)

根据 HPM方法，首先构造( 5) 式的同伦方程
cDα

0 S( t) = p［μ － μS( t) － βS( t) I( t) ］，
cDη

0 I( t) = p［βS( t) I( t) － ( μ + λ) I( t{ ) ］，
( 6)

其中 p∈［0，1］是同伦参数．假设( 6) 式的解可表示
为关于 p的幂级数形式
S( t) = S0( t) + pS1( t) + p2S2( t) + p3S3( t) +…，

I( t) = I0( t) + pI1( t) + p2S2( t) + p3S3( t) +…
{ ．

( 7)

把( 7) 式代入到( 6) 式，然后令 p的幂函数的系
数为 0，可得

p0 : Dα
0 S0 = 0，Dη

0 I0 = 0，
p1 : Dα

0 S1 = μ － μS0 － βS0 I0，
Dη

0 I1 = βS0 I0 － ( μ + λ) I0，
p2 : Dα

0 S2 = － μS1 － β( S0 I1 + I0S1 ) ，

Dη
0 I2 = β( S0 I1 + I0S1 ) － ( μ + λ) I1，

p3 : Dα
0 S2 = － μS3 － β( S0 I2 + S1 I1 + S2 I0 ) ，

Dη
0 I3 = β( S0 I2 + S1 I1 + S2 I0 ) － ( μ + λ) I2，

…， ( 8)
用算子 Jα0 或 Jη0 分别作用于( 8) 式中每个等式两边，
则每个等式可以逐步被解出来．因此 S( t) 和 I( t) 解
析解可以写成

S( t) = lim
N→∞

fN ( t) ，I( t) = lim
N→∞

gN ( t) ， ( 9)

其中 fN ( t) =∑
N－1

n = 0
Sn ( t) ，gN ( t) =∑

N－1

n = 0
In ( t) ，N≥1．由

于级数在实际问题中收敛速度快，因此解可用较少

的项近似．
为了简化计算，引入下列记号

2CS1 = μ － μa － βab，CI1 = βab － bμ － bλ，CS21 =
－ ( μ + βb) CS21，CS22 = － βaCI1，CI21 = ( βa － μ －
λ) CI1，CI22 = βbCS1 ．
经繁琐计算，可得到( 8) 式中每个等式的解为
S0 ( t) = a，I0 = b，S1 ( t) = CS1 tα Γ( α + 1) ，

I1 ( t) = CI1 tη Γ( η + 1) ，S2( t) = CS21t
2α Γ( 2α +

1) +CS22 tα
+η Γ( α + η + 1) ，I2 ( t) = CI21 t

2η Γ( 2η +
1) + CI22 tα

+η Γ( α + η + 1) ，S3 ( t) = － ( μ +
βb) CS21t

3α Γ( 3α + 1) － βaCI21tα
+2η Γ( 2η + α + 1) －

( ( μ + βb) CS22 + βaCI22 ) t
2α+η Γ( 2α + η + 1) －

βCS1CI1Γ( α + η + 1) t2α+η ［Γ( α + 1) Γ( η + 1) Γ( 2α +
η + 1) ］，I3 ( t) = βbCS21 t

2α+η Γ( 2α + η + 1) +
( βa －μ － λ) CI21 t

3η Γ( 3η + 1) + ( βbCS22 + ( βa －
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μ －λ) CI22 ) tα
+2η Γ( α + 2η + 1) + βCS1CI1Γ( α + η +

1) tα+2η ［Γ( α + 1) Γ( η + 1) Γ( α + 2η + 1) ］，
类似的方法可得到其他项，由此从( 9) 式得到 S( t)
和 I( t) 的近似解．本文只保留( 7) 式中的前 4项，则
( 5) 式的解可被近似为下列形式:

S( t)  S0 + S1 ( t) + S2 ( t) + S3 ( t) ，
I( t)  I0 + I1 ( t) + I2 ( t) + I3 ( t)

{ ．

2． 2 SIＲS模型

考虑下列分数阶流行病模型:
cDα

t S( t) = μ － μS( t) － βS( t) I( t) + δＲ( t) ，
cDη

t I( t) = βS( t) I( t) － ( μ + λ) I( t) ，
cDν

t Ｒ( t) = λI( t) － μＲ( t) － δＲ( t
{

) ，

( 10)

其中 0 ＜ α≤ 1，0 ＜ η ≤ 1，0 ＜ ν ≤ 1． 初始条件
S( 0) = a，I( 0) = b，Ｒ( 0) = r．由于总人口数为单
位 1，则 Ｒ( t) = 1 － S( t) － I( t) ，代入( 10) 式得

cDα
t S( t) = μ － μS( t) － βS( t) I( t) +

cδ( 1 － S( t) － I( t) ) ，
Dη

t I( t) = βS( t) I( t) － ( μ + λ) I( t)
{

．

( 11)

类似的方法，经计算得( 11) 式的近似解析解为
S( t)  S0 + S1 ( t) + S2 ( t) + S3 ( t) ，
I( t)  I0 + I1 ( t) + I2 ( t) + I3 ( t)

{ ．
其中 S0 ( t) = a，I0 ( t) = b，S1 ( t) = CS1 tα Γ( α +
1) ，I1 ( t) = CI1 tη Γ( η + 1) ，S2 ( t) = CS21 t

2α

Γ ( 2α +1) + CS22 tα
+η Γ( α + η + 1) ，I2 ( t) =

CI21 t
2η Γ( 2η + 1) + CI22 tα

+η Γ( α + η + 1) ，
S3 ( t) = － ( μ + δ + βb) CS21 t

3α Γ( 3α + 1) － ( δ +

βa) CI21 tα
+2η Γ( α + 2η + 1) － ( ( μ + δ + βb) CS22 +

( δ + βa) CI22 ) t
2α+η Γ( 2α + η + 1) － βCS1CI1Γ( α +

η + 1) t2α+η ［Γ( α + 1) Γ( η + 1) Γ( 2α + η + 1) ］，
I3 ( t) = ( βa － μ － λ) CI21 t

3η Γ( 3η + 1) +
βbCS21 t

2α+η Γ( 2α + η + 1) + ( ( βa － μ － λ) CI22 +
βbCS22 ) tα

+2η Γ( α + 2η + 1) + βΓ( α + η +
1) CS1CI1 tα

+2η ［Γ( α + 1) Γ( η + 1) Γ( α + 2η + 1) ］，
这里 2CS1 = ( μ + δ) ( 1 － a) － δb － βab，CI1 =
βab －b( μ + λ) ，CS21 = － ( μ + λ + βb) CS21，CS22 =
－ ( βa + δ) CI1，CI21 = ( βa － μ － λ) CI1，CI22 = βbCS1 ．

2． 3 SIS模型
cDα

t S( t) = μ － μS( t) － βS( t) I( t) + εI( t) ，
cDη

t I( t) = βS( t) I( t) － ( μ + ε) I( t{ ) ，
( 12)

其中 0 ＜ α≤ 1，0 ＜ η≤ 1．初始条件为 S( 0) = a，
I( 0) = b．
利用相同的方法可得( 12) 式的近似解析解为

S( t)  S0 + S1 ( t) + S2 ( t) + S3 ( t) ，
I( t)  I0 + I1 ( t) + I2 ( t) + I3 ( t

{ ) ，

其中

S0 ( t) = a，I0 ( t) = b，S1 ( t) = CS1 tα Γ( α + 1) ，
I1 ( t) = CI1 tη Γ( η + 1) ，S2 ( t) = CS21 t

2α Γ( 2α +
1) +CS22 tα

+η Γ( α + η + 1) ，I2 ( t) = CI21 t
2η Γ( 2η +

1) + CI22 tα
+η Γ( α + η + 1) ，S3 ( t) = － ( μ +

βb) CS21 t
3α Γ( 3α + 1) + ( ε － βa) CI21 tα

+2η Γ( α +
2η + 1) － ( ( μ + βb) CS22 + ( βa － ε) CI22 ) t

2α+η

Γ ( 2α +η + 1) － βCS1CI1Γ( α + η + 1) t2α+η ［Γ( α +
1) Γ( η + 1) Γ( 2α + η + 1) ］，I3 ( t) = ( βa － μ －

ε) CI21 t
3η Γ( 3η + 1) + βbCS21 t

2α+η Γ( 2α + η + 1) +
( ( βa － μ － ε) CI22 + βbCS22 ) tα

+2η Γ( α + 2η + 1) +

βΓ( α + η + 1) CS1CI1 tα
+2η ［Γ( α + 1) Γ( η + 1) ·

Γ ( α +2η + 1) ］，
这里 2CS1 = μ － μa + εb － βab，CI1 = βab － b( μ +
ε) ，CS21 = － ( μ + βb) CS21，CS22 = ( ε － βa) CI1，CI21 =
( βa － μ － ε) CI1，CI22 = βbCS1 ．
( 6) 式等价的积分形式为

S( t) = S( 0) + 1
Γ( α) ∫

t

t0
( t － s) α－1p［μ － μS( t) －

βS( t) I( t) ］ds，

I( t) = I( 0) + 1
Γ( η) ∫

t

0
( t － s) η－1p［βS( s) I( s) －

( μ + λ) I( s) ］d













s．
研究( 7) 式解的收敛性，等价与上式积分方程

解的收敛性．考虑一般形式的积分方程

u( t) － λ ∫
b

a
K( t，s) u( s) ds = f( t) ，

其中 t∈［a，b］，函数K∈C( ［a，b］×［a，b］) 和 f∈
［a，b］．令

H( v，p) = v( x) － u0 ( t) (－ p u0 ( t) －

λ∫
b

a
K( t，s) v( s) ds － f( t )) ， ( 13)

根据同伦方法，方程 H( v，p) = 0 有下列形式的解

v( t) = ∑
∞

j = 0
pjvj ( t) ． ( 14)

把( 14) 式代入到( 13) 式中，得到

∑
∞

j = 0
pjvj ( t) = u0 ( t) + p( f( x) － u0 ( t) ) +

∑
∞

j = 1
pjλ ∫

b

a
K( t，s) vj－1 ( s) ds，

比较参数 p的相同幂数，得到
v0 ( t) = u0 ( t) ，
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v1 ( t) = f( t) － u0 ( t) + λ∫
b

a
K( t，s) v0 ( s) ds，

vj ( t) = λ∫
b

a
K( t，s) vj－1 ( s) ds，j≥ 2．

现在考虑级数的收敛性．
定理 1 在区域 Ω1 = ［a，b］ ×［a，b］和区域

Ω =［a，b］上，函数 K( t，s) 和 f( t) 是连续有界的，
即存在正数 M 和 N1 使得 ( K( t，s) ≤ M) ∧
( f( t) ≤ N1 ) ，x，t ∈［a，b］，并且满足不等式

λ ＜ 1 /［M( b － a) ］，当初值近似解 u0 ∈ C［a，b］
时，则对于 p∈［0，1］，( 14) 式在区间 Ω上一致收敛．
证 令 u0 ∈ C［a，b］．因此存在 1个正数 N0 使

得 u0 ( t) ≤ N0，t∈［a，b］，则

v0 ( t) = u0 ( t) ≤ N0，

v1( t) = f( t) － u0( t) + λ∫
b

a
K( t，s) v0( s) ds ≤

f( t) + u0( t) + λ ∫
b

a
K( t，s) v0( s) ds≤

N1 + N0 + λ ∫
b

a
MN0ds = N0 + N1 +

λ MN0 ( b － a) : = B

v2 ( t) = λ∫
b

a
K( t，s) v1 ( s) ds≤

λ ∫
b

a
K( t，s) v1 ( s) ds≤ B λ M( b － a) ，

其中 B = N0 + N1 + λ MN0 ( b － a) ，则有

vj ( t) ≤ B λ j －1Mj－1 ( b － a) j －1，t∈［a，b］，j≥1．
用同样方法，对于 p∈［0，1］和( 14) 式，可得

∑
∞

j =0
pjvj( t) ≤∑

∞

j =0
vj( t) ≤∑

∞

j =0
B λ j－1Mj－1 ( b － a) j－1．

如果 λ M( b － a) ＜ 1，上式是收敛的． 因此
( 14) 式在区间［a，b］上一致收敛．

3 数值实验

本节分别展示了整数阶和分数阶 SIＲ、SIＲS、
SIS模型的数值结果( 见图 1) ． 对于 SIＲ 模型，参数
被设定为μ = 0. 2，β = 0. 5，λ = 0. 1; 初始值为( S0，

I0，Ｒ0 ) = ( 0. 9，0. 1，0) . 在 SIＲS 模型中，令 μ =
0. 2，β = 0. 5，λ = 0. 1，δ = 0. 1; 初始条件为( S0，I0，
Ｒ0 ) = ( 0. 9，0. 1，0) . 在 SIS模型中，令μ = 0. 2，β =
0. 5，ε = 0. 1，初始条件设为( S0，I0 ) = ( 0. 9，0. 1) ． 3
个模型关于时间的导数分别为 0. 8，0. 9，1. 0 阶．

图 1 易感者关于时间变化的曲线

从图1可以看出感染者比例从初始值到达平衡
点的时间随分数阶的增加而递减，并且在 1 阶整数
导数模型中，用时最少．根据Ｒiemann-Liouville分数
积分定义，不难看出较小的分数阶导数意味着具有

较强的记忆性．

4 讨论

SIＲ，SIＲS，SIS流行病模型已被许多学者所研
究，然而人们行为具有记忆特征，为了描述这一特

征，本文首先用关于时间的分数阶微分方程描述这

3 个经典模型，并利用同伦摄动方法，分别计算得到
SIＲ，SIＲS，SIS模型的近似解析解，这一方法弥补了
小参数的限制．数值试验展示了分数阶流行病模型

的记忆特征．通过以上讨论，分数阶非线性系统对理
解流行病传播机理提供了一种有意义的新模式．
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The Analytical Approximation of Solutions for Fractional Epidemic Models

XIAO Shuiming1，YANG Lanhui2，ZHOU Jiaxing1

( 1． Department of Mathematics，Nanchang University，Nanchang Jiangxi 330031，China;
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Abstract: By the homotopy perturbation method ( HPM) ，the approximate analytic solutions of fractional-order time
derivatives are presented for the classical SIＲ，SIＲS and SIS epidemic models with initial values． Besides，the nu-
merical simulation results illustrate the memory character of FDEs，which improves and expands current results for
epidemic dynamic． It will inspire further research on the fractional epidemic systems．
Key words: fractional differential equations; epidemic model; homotopy perturbation method; approximate analytic
solution
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