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网络上局部行为反应对爆发阈值的影响
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摘要: 利用微观马氏链近似方法研究了社会网络上基于局部信息的行为反应对疾病传播的影响．根据微
分方程的稳定性理论，得到了爆发阈值与行为反应参数的依赖关系; 结合同质小世界网络上的随机模拟，

发现在网络结构不变的情况下个体的行为反应对疾病控制有一定的作用．
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0 引言

复杂网络正在深入发展，从研究网络的结构到
网络上发生的动力学过程［1］，再到动力学与网络结
构的相互作用、相互演化［2］． 作为网络上发生的过
程，流行病传播( 或信息扩散) 是复杂网络研究的主
要问题之一，除了可以研究动力学参数和网络结构
对动力学行为的影响，还可以采用自适应方法探索
网络与传播的协同演化［3］，这其中关键机制是节点
的自适应调节．
节点的自适应调节不仅包括节点改变接触数量

以及接触对象［3］，还包括节点的易感性变化［2，4-5］，

即社会网络中个体面对周围的疾病信息，采取一定
的自我保护措施( 如洗手、戴口罩等) 尽量减少与感
染者的接触，导致个体易感性的降低，从而使得易感
者发生感染的可能性变小． 尽管个体意识可以降低
易感性，但是个体意识如何影响易感性没有确定的
关系．若令疾病信息量为 x，易感性为 y，则 2 者的关
系可表示为函数 y = φ( x) ，它满足 3 个条件［6］:
( i) φ( 0) = 1; ( ii) φ'( x) ≤ 0; ( iii) φ( x) ≥ 0．根据
已有文献，意识函数可以是多项式形式，如
y = 1 － αx［6］ 或 y = 1 － αxm［7］; 也可以是指数函数

形式，如y = e －αx［8］ 或 y = ( 1 － α) x［9］．
在意识函数确定后，需要将其耦合到传播动力

学中．传播动力学的一个关键参数是感染率 λ，它是
指单位时间内一个感染者通过一条 SI 边感染易感
者的概率． 无论何种传染病模型( 如 SIS 模型［10］，
SIＲ模型［11］或者 SIＲS模型［12］) ，感染率都存在 1个

临界值 λc，当感染率跨过该值时传染病爆发，系统

的相从吸收态变为活跃态［13］． 引入意识函数后，原
有的感染率会缩小，变为 λφ( x) ． 此时，感染率从一
个全局常量变为局部( 每条传染边) 变量．本文关心
的是: 这种情况下，如何确定爆发阈值?进而探究感
染率的局部变化是怎样影响全局的动力学行为．
以 SIS传播过程为例，基于局部疾病信息的意

识对爆发阈值的影响已有一些研究． 文献［6］研究
了线性形式的意识函数，即φ = 1 － αsv / kv，其中 sv是
节点 v在 t时的感染邻居数量，kv 是节点 v的所有邻
居数量．通过借助邻居感染状态二项式分布，采用异
质平均场方法( HMF，heterogeneous mean-field) ［10］，
获得了阈值的表达式，结果表明局部信息依赖的个
体意识可以增大阈值． 文献［7］巧妙地利用矩母函
数方法结合 HMF理论分析了一类常见的非线性形
式 φ = 1 － α ( sv / kv )

m，这里的m为正整数，研究发现
调节参数 m，α都能改变爆发阈值．以上研究均假定
局部疾病信息为节点的邻居感染密度，即 x = sv /kv ．
最近，Zhang Haifeng等［9］认为局部信息也可以是节
点的感染邻居数量，即x = sv，考虑了意识函数为
φ = ( 1 － α) x 的情形，研究发现爆发阈值与 1 － α成
反比，这说明基于邻居感染数量的意识对爆发阈值
有很强的影响．同时还研究了 SIＲ 模型获得了同样
的结果．
除了异质平均场方法外，微观马氏链近似方法

( MMA，microscopic Markov-chain approximation)
也是研究传播的一种重要方法． 在结构不变网络上
学者们比较了这 2 种方法的准确性［14-15］，从结果可
以看出利用网络全局结构信息的 MMA 方法能较准



确地预测爆发阈值．虽然 MMA 方法比较重要，但是
到目前为止还没有看到利用这种方法研究局部行为
反应对传播的影响．较接近的工作是，文献［4］利用
连续的 MMA 方法建立了具有警觉者类的 SAIS 模
型，发现了两阈值现象．
本文将采用 MMA方法重新研究具有局部信息

影响的网络传播模型［6］，通过从离散模型过渡到连
续模型的方法［16］，将建立基于个体感染概率的微分
方程模型．为叙述方便，先给出要用到的一个引理．
引理1 设 V为节点集，pv ( t) 为节点 v在 t时刻

感染的概率，则 V 中感染节点数量 ξ 的 1 阶矩为
E{ ξ} = ∑

v∈V
pv ( t) ，2 阶矩为 E{ ξ2 } = ∑

v∈V
pv ( t) +

∑
v1≠v2

pv1 ( t) pv2 ( t) ．

引理 1 可用完全归纳法证明． 关于 1 阶矩的证
明可参见文献［6，17］，关于2阶矩的证明方法类似．
为说明 2 阶矩的正确性，以大小为 3 的节点集 V 为
例．此时，

E{ ξ2} = 12 × ［p1 ( 1 － p2 ) ( 1 － p3 ) + p2 ( 1 －
p1 ) ( 1 － p3 ) + p3 ( 1 － p1 ) ( 1 － p2) ］+ 22 ×［p1p2 ( 1 －
p3 ) + p1p3 ( 1 － p2 ) + p2p3 ( 1 － p1) ］+ 32 × p1p2p3 =
p1 +p2 + p3 + 2( p1p2 + p2p3 + p1p3 ) ．
在研究主要问题之前，有必要重新考察微观马

氏链近似模型的建立过程．

1 微观马氏链近似方法

MMA方法最早是由Wang Yang［18］在2003年提
出来，然后经 S． Gòmez等［19-20］发展起来的一种分析
网络上动力学过程的近似方法． 在文献［5，16，
19-22］中，微观马氏链模型分为离散和连续 2 种类
型，而且都以节点的状态变化作为研究对象． 为此，
用 Xv ( t) 表示节点 v 在时间 t 时的状态，pv ( t) 定义
如上．
考虑SIS传播模型，此时网络中节点 v只有2种状

态:易感态( Xv ( t) = 0) 和感染态( Xv ( t) = 1) ，于是
pv ( t) = P［Xv ( t) = 1］和 1 － pv ( t) = P［Xv ( t) =
0］．易感节点通过每一条 SI边被感染的概率为λ，而
感染节点以概率 γ 恢复进入易感态． 由于 Xv ( t) 的
变化只与上一时间步的状态有关，因此这就确立了
1 个马氏链过程．

1． 1 离散模型

考虑时间离散的传播过程．根据全概率公式，在
任意节点 i处有
P［Xi ( t + 1) = 1］ = P［Xi ( t + 1) = 1 Xi ( t) = 1］·
P［Xi ( t) = 1］ + P［Xi ( t + 1) = 1 Xi ( t) = 0］·

P［Xi ( t) = 0］． ( 1)
注意到，感染者的恢复率为 γ，于是 P［Xi ( t + 1) =
1 Xi ( t) = 1］ = 1 － γ．如果知道节点 i的感染邻居
数量 si，那么 P［Xi ( t + 1) = 1 Xi ( t) = 0］ = 1 －
( 1 － λ) si ．然而，节点 i 的感染邻居数量 si 是在［0，
ki］范围变化的随机变量，不能直接用它来计算感染
概率．为了处理这种问题，一般需要用到平均场近
似，即
P［Xi ( t + 1) = 1 Xi ( t) = 0］

E{ 1 － ( 1 － λ) si} = 1 － E ∏
N

j = 1
( 1 － λ) aijXj( t{ }) =

1 － E ∏
N

j = 1
［1 － λaijXj ( t{ }) ］ =

1 －∏
N

j = 1
E{ 1 － λaijXj ( t) } = 1 －∏

N

j = 1
［1 － λaijpj ( t) ］．

上式推导过程中，倒数第 2 个等式利用基本假设: 一
个易感节点被不同邻居感染是相互独立的事件，因
此未感染也是相互独立的．于是，方程组( 1) 化为标
准的 SIS离散模型［19，22］

pi ( t + 1) = ( 1 － γ) pi ( t) +［1 － pi ( t) ］［1 －

∏
N

j = 1
( 1 － λaijpj ( t) ) ］． ( 2)

1． 2 连续模型

为建立连续时间演化模型，需要考虑无穷小区
间( t，t + Δt］上的离散模型，此时只需将感染率和恢
复率从 λ，γ分别调整为 λΔt，γΔt，并将它们代入( 1)
式中，得到新模型
pi ( t + Δt) = ( 1 － γΔt) pi ( t) +［1 － pi ( t) ］·
E{ 1 － ( 1 － λΔt) si} ． ( 3)
根据 dpi ( t) /dt = lim

Δt→0
［pi ( t + Δt) － pi ( t) ］/Δt以及

lim
Δt→0
( 1 － E{ ( 1 － λΔt) si} ) Δt = lim

Δt→0
λE{ si·

( 1 － λΔt) si－1 } Δt = λE{ si} = λ∑
N

j = 1
aijpj ( t) ，

则模型( 3) 化为连续模型

dpi ( t) dt = λ［1 － pi ( t) ］∑
N

j =1
aijpj ( t) － γpi ( t) ． ( 4)

( 4) 式也被称为 N-intertwined模型［20］，因为它可从
精确的 2N 维马氏链主方程由平均场降维法导出．

2 基于局部信息的行为反应模型

2． 1 理论模型

引言部分已经给出了基于一般信息的意识函数
φ( x) ，为简便起见，只考虑局部信息的作用，并假定
局部信息为邻居感染密度［6］，而且意识函数为简单
的线性函数，即 φ( x) = 1 － αx( 0 ≤ α≤ 1) ．
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为建立理论模型，只要在模型( 3) 的基础上将
感染率 λ用 λ( 1 － αsv / kv ) 代替，其中 sv，kv 如上定
义．此时，模型( 3) 化为

pi ( t + Δt) = ( 1 － γΔt) pi ( t) +［1 － pi ( t) ］·
E{ 1 －［1 － λ( 1 － αsi / ki ) Δt］

si} ．
因为
lim
Δt→0

E{ 1 －［1 － λ( 1 － αsi / ki ) Δt］
si} Δt =

lim
Δt→0

E{ si［1 － λ( 1 － αsi / ki ) Δt］
si－1λ( 1 － αsi / ki ) } =

λE{ si ( 1 － αsi / ki ) } = λE{ si} － λαE{ s2i } / ki，

由引理 1 可得网络上基于局部信息的行为反应连续
模型

dpi ( t) dt = － γpi ( t) + λ［1 － pi ( t [) ］ ( 1 －

α / ki )∑
N

j = 1
aijpj ( t) －

α
ki
∑
j1≠j2

aij1aij2pj1 ( t) pj2 ( t ]) ． ( 5)

注 1 模型( 5) 不能从模型( 2) 直接推导．

2． 2 阈值分析

本部分对模型( 5) 进行阈值分析．为此，在模型
( 5) 中去掉高次项有

dpi ( t) dt = － γpi ( t) + λ 1 － α
k( )
i
∑
N

j = 1
aijpj ( t) ． ( 6)

令 p = ( p1，p2，…，pN )
T，模型( 6) 可以写成更紧

凑的形式
dp( t) dt = ( － γI + λH) p( t) ，

这里矩阵 H = ( hij ) N×N，hij = aij － αaij / ki ．根据微分
方程稳定性理论，可得爆发阈值

λMMA
c = γ Λmax ( H) ， ( 7)

其中 Λmax ( H) 表示矩阵 H的最大特征值．此阈值关
系式说明流行病爆发阈值不仅依赖于网络结构，也
依赖于局部行为参数 α．
注意到，在文献［6］中，利用 HMF 方法得到依

赖于同样参数 α的阈值关系式
λHMF

c = γ〈k〉 ［〈k2〉－ α〈k〉］．
特别地，考虑规则网络并假设对每个节点 i 的度
ki =〈k〉．因为规则网络邻接矩阵的最大特征值为
〈k〉［23］，所以

λMMA
c = λHMF

c = γ ［〈k〉－ α］． ( 8)
这说明规则网络上 2 种方法得到的结果相同．

3 模拟与讨论

在上一节，已得到网络上耦合局部信息行为反
应的爆发阈值公式．从( 7) 式中可以看到，阈值随 α
的增大而增大．在这一节，想通过数值模拟来验证这
个公式，并详细考查阈值随 α的依赖程度．
考虑到异质网络上阈值随 α 变化不明显［6］，因

此选定聚类系数可调的同质小世界网络． 该网络最
早是由 F． C． Santos等［24］在2005年提出来用于研究
度分布的异质性对阈值的影响． 同质小世界网络可
按如下方法生成: 给定规模为N的K阶近邻网络( 此
时，网络总边数为 NK，平均度〈k〉= 2K) ，然后每次
随机选择 2 条独立( 即没有相同的节点) 的边交换
重连，直到有 fNK条边获得重连．随着 f从 0变到 1，
网络便从规则网络逐渐转变为随机规则网络
( ＲＲN) ，从而聚类系数 C随之变小．在图 1 中，设定
参数值: N = 2 000，K = 3．从图 1中可以看出，网络
的聚类系数随参数 f的增加而快速减少．

图 1 聚类系数 C随参数 f的变化曲线

为了分析局部行为反应对阈值的影响，首先采

用模拟的方法研究在不同 f情况下的 SIS反应模型．
不失一般性，在模拟中设定恢复率 γ = 1和 Δt = 0．
01，并且所有模拟过程是基于网络节点的同步更新，
所得结果均是在同一网络中对动力学过程做 50 次
平均得到的．从图 2 可以看到，无论 f取值如何疾病
爆发阈值的确与参数 α正相关．因此，聚类系数大小
并不影响这个结论．

图 2 爆发阈值随参数 α的变化曲线

进一步，将模拟与理论结果做比较．由于考虑的
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是同质小世界网络，每个节点的度都相同，因此阈值

( 8) 简化为

λMMA
c = 1

〈k〉－ α
= 1
2K － α

1
2K + 1

4K2α．

由于在模拟中，取定参数 K = 3，所以 λMMA
c 

1 /6 + α /36．从而，爆发阈值随参数 α呈线性增长且
λMMA

c /α 0． 028．
下面分 2 种情况进一步分析．
( i) 聚类系数比较小: f = 0． 5和 f = 1． 0．图2显

示模拟结果与理论预测基本一致．不过，也发现模拟
结果大于理论预测，这实际上是由于模型近似产生

的误差．如果改进方法，则有可能提高精确度．例如，
在 ＲＲN网络中( 即 f = 1． 0) 考虑标准 SIS模型( 即
α = 0) ，若采用渗流理论或偶对近似方法处理流行
病爆发阈值［25］ 可得到更精确结果，λc = γ /( 〈k〉－
1) ．
( ii) 聚类系数比较大: f = 0． 此时，模拟结果与

理论结果相差较大，这方面的改进可能需要借助于

基于聚类的偶对近似理论［25］． 一般来说，对于规则
网络，已有的近似方法( 包括 N-intertwined、偶对近
似和异质平均场理论) 都很难给出精确的阈值分

析［14］．因此，理论分析也只适合聚类系数比较小的
网络．

4 结论

基于信息的行为反应对流行病爆发阈值的影响

涉及到疾病动力学与个体行为的相互作用． 本文考
虑在给定网络连接结构不变的情况下，采用了微观

马氏链近似方法重新考虑局部信息对爆发阈值的影

响．不仅得到了连续的基于节点的理论模型，而且确
立了理论阈值与行为反应参数的关系．结果显示，基
于局部信息的个体反应行为有助于提高阈值从而抑

制疾病流行． 这与异质平均场理论得到结果［6-8］相
类似．
通过在同质小世界网络上的随机模拟也发现，

无论聚类系数多大，提高行为反应参数值都会提高

爆发阈值．因此，提高爆发阈值控制疾病爆发除了接
种免疫策略外［26-28］，还包括基于邻居感染信息的局

部易感性调节策略．
当然，研究的模型比较理想化，要运用到现实情

况还需要考虑更多合理的实际因素，比如多关系网

络［29］、多重网络［22］或更复杂传播机制［30］等．
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The Impact of Local Behavioral Ｒesponse on Epidemic Spreading in Networks
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Abstract: The impact of local information based behavioral response on epidemic spreading in social networks is
studied by using the microscopic Markov-chain approximation approach． According to the stability theory of differen-
tial equations，the relation between the epidemic threshold and the response parameter is obtained． Combining with
the stochastic simulations on homogeneous small-world networks，the results suggest that local behavior response is
effective in controlling epidemic outbreak．
Key words: social networks; local information; behavioral response; epidemic threshold
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