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摘要: 建立集合族空间，讨论了公共元的通有稳定性，得到了闭集族空间上的交运算在 Hausdorff 拓扑下
的上半连续性，并研究了不动点、Fan Ky点的通有稳定性．
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0 引言

数学技术日益深入并广泛应用于经济理论和社

会选择理论，事实上，肇始于“一般均衡”的经济理
论严密化就直接依托不动点工具． 数理经济中应用
的数学方法主要是非线性分析，如凸分析、不动点理
论、集值拓扑( Correspondences) 等．自从 1994 年 No-
bel经济奖得主 R． Selten 提出均衡点的精练［1］以
来，作为对“理性”概念进行提炼的均衡点选择和精
炼理论获得了深入的研究，而研究方法也正是非线

性分析方法，特别是集值拓扑关于通有稳定性．集值
拓扑方法关于通有稳定性的研究自从 1950 年 M．
K． Fort 的开创性结果以来，在不动点、Fan Ky 点、
KKM点、Nash 平衡点以及重合点上获得了广泛而
优美的结论［2-5］． 近期仍有一些新结果出现［6-12］，这
些新结果无论是通有稳定性还是本质连通区都涉及

集值拓扑的交运算; 而通有稳定的本质是什么，是否

具有统一的特征，特别是多样性拓扑框架稳定性的

本质，现有文献并没有予以揭示．本文以交运算研究
集族空间公共元的稳定性，并力求以交运算的连续

性研究一系列问题的通有稳定性的结果，这也就揭

示了通有稳定的本质．

1 预备知识及符号说明

设 ( X，d) 是度量空间，CL( X) 为 X 的全体非
空闭子集，K( X) 为全体非空紧子集，2X 为幂集．
A X，称 A + ε = { x∈ X a∈ A，d( a，x) ＜

ε } 为 A 的 ε 扩张，A，B ∈ CL( X) ，定义 Hd ( A，
B) = inf{ ε A B + ε，B  A + ε} ． 这样建立了
Hausdorff度量空间 ( CL( X) ，Hd ) ，称之为集合族空

间( 集族空间) ． 显然 ( CL( X) ，Hd ) 完备当且仅当

( X，d) 完备． K( X) 在 ( CL( X) ，Hd ) 中闭．
定义 1 X，Y均为拓扑空间，F: X→2Y为集值

映射，x0为 X中的一点．称 F在 x0上半连续，若 Y中
任何一个 F( x0 ) 开邻域 u，存在 x0 的邻域 v，x' ∈v
有 F( x')  u ． F在 X中每一点都上半连续，则称 F
在 X上下半连续．
引理 1( Fort定理) ［4］ X 为拓扑空间，Y 为度

量空间，F: X→ 2Y 上半连续且非空紧值( 即 usco映
射) ，则存在 X的稠密剩余集 Q，使 F在 Q上下半连
续，从而连续．

2 主要结果

本文中度量空间生成集族空间的拓扑均为

Hausdorff度量生成 Hausdorff 拓扑． X 为紧度量空
间，任意有限个交非空，A1，A2，…，Ak ∈ CL( X) ，显
然当 ε收敛于 0 时，A1，A2，…，Ak的 ε扩张的交收敛
于 A1，A2，…，Ak 的交集．
引理 2［11］ 度量空间 X 紧，当 i ≤ k 时，

{ An
i }

∞
n = 1  CL( X) ，An

i → Ai ( n → ∞ ) ，若 n，

∩
k

i = 1
An

i ≠，则∩
k

i = 1
Ai ≠ ．

为了讨论不动点，只要 2 个集合交即可，但 Fan
Ky点就要涉及无限甚至不可算个集合的交． 为此，
进一步讨论集族为无限个元素的情形，形成如下集



族空间．
定义 2 设度量空间 ( X，d) 完备，I 是指标集，

{ βα} α∈I是 ( X，d) 上适合∩
α∈I

βα≠的紧族．适合以

上条件的集族全体形成 YI，称 YI为 X上指标 I的紧
集集合族空间，简称为集族空间． y1，y2 ∈ YI，分

别记 y1 = { β1α} α∈I 、y2 = { β2α} α∈I，定义函数 ρI ( y1，
y2) = sup

α∈I
Hd( β

1
α，β

2
α) ，显然 ρI ( y1，y2) 是 YI 上的度量．

定义 3 y = { βα} α∈I ∈ YI，记 FI ( y) =

∩
α∈I

βα，称集值映射 FI : Y → 2X 为 YI 上的公共元

映射．
定理 1 度量空间( X，d ) 完备，则集族空间

( YI，ρI ) 是完备度量空间．
证 任取 ( YI，ρI ) 的 1 个柯西列 { yn} ∞n =1，y

n =
{ βn

α} α∈I ．显然，固定每个 α∈ I，则序列 { βn
α}

∞
n = 1 也

为 K( X) 的柯西列，必有极限，记为 βα，显然 βα 紧;

以这些 βα形成新的集合族，记为 y = { βα} α∈I ．下面
证明 y = { βα} α∈I ∈ YI，即证 ∩

α∈I
βα ≠ ．

随意固定 α0 ∈ I，βα0 ∈ y，∩
α∈I

βα =∩
α∈I
( βα ∩

βα0 ) ，记 γα = βα ∩ βα0 是紧空间 βα0 ( ∈ y) 的紧子

集;故要证 ∩
α∈I

γα ≠，只需证 { γα} α∈I 具有有限交

性质． 对任何有限个 γα1，γα2，…，γαk，有 ∩
α∈I

γα =

∩
α∈I

β( )α ∩ βα0，∩
k

i = 1
γαi =∩

k

i = 0
βαi ． 而对于 i = 0，1，2，

…，k，有 βn
αi → βαi ( n → ∞ ) 且 ∩

k

i = 0
βn
αi ≠  ． 从而

∩
k

i = 1
γαi = ∩

k

i = 0
βn
αi ≠，则 y = { βα} α∈I ∈ YI ．另一方

面，显然 ρ( yn，y) →0，这证明了 ( YI，ρI ) 的完备性．
定理 2 对于完备度量空间( X，d) 生成的集族

空间 ( YI，ρI ) ，公共元映射 FI 在 YI 上是 usco映射．
证 显然 FI 非空紧值，只需证 FI 上半连续．任

取收敛列 { yn}
∞
n = 1 ( yn = { βn

α} α∈I ) ，且 yn→ y0 ( n→
∞ ) 及 y0 = { β0

α} α∈I ． 任何 FI ( y0 ) 的开邻域 G，

∩
α∈I

β0
α  G，下证 y0 = { β0

α} α∈I必有有限成员交包含

于 G ．否则，若 y0 = { β0
α} α∈I中任何有限交不包含于

G，记 1 ≤ i≤ k，任取 k个 β0
αi，必有∩

k

i = 1
β0
αi  G，则

β0
α1 ∩…∩ β0

αk ∩ Gc ≠ ．于是 y0 ∪ Gc 为 X中有

限交性质的闭族．随意固定 α0，β
0
α0 ∩ β0

α及 β0
α0 ∩ Gc

为 βα0 具有有限交性质的闭子集，从而全体交非空，

即 ∩
α∈I

β0
α( )
0 ∩ Gc ≠，则与 ∩

α∈I
β0
α  G矛盾．

故 y0 = { β0
α} α∈I 有 β0

α1，…，β
0
αk，使∩

k

i = 1
β0
αi  G ．

由 ∩
k

i = 1
β0
αi 紧，d ∩

k

i = 1
β0
αi，G( )c = d0 ≠ 0， ∩

k

i = 1
β0
α( )
i
+

d0 /3 G． 由引理 2 知，ε0，使 ∩
k

i = 1
( β0

αi + ε0 ) 

( ∩
k

i = 1
β0
αi ) + d0 /3G．由于 yn→ y0，N，当 n≥N时，

ρ1 ( yn，y0 ) ≤ ε0，则 α ∈ I 有 βn
α  β0

α + ε0，故

∩
k

i = 1
βn
αi ∩

k

i = 1
( β0

αi + ε0 )  ( ∩
k

i = 1
β0
αi ) + d0 /3 G．则显

然 F( yn )  G． FI : YI → 2X 的上半连续得证，从而是

usco映射．
定理 2 说明集族的交运算在适当的集族拓扑上

是上半连续的．并由引理 1，可以证明定理 3．
定理 3 存在 YI的 1 个稠密剩余集 Q，使得 FI :

YI → 2X 在 Q上连续．
定理 3 说明集族空间 ( YI，ρI ) 上公共元是通有

稳定的．从而紧空间上集族空间交运算虽然不是连
续运算，但在绝大多数点上是连续的，从而在 Baire
意义下绝大多数的情形是连续的．事实上，交运算的
上半连续性是通有稳定性的一个本质特征，一些重

要的通有稳定性总可以用能否通过转化为集族的交

而得到判断．如不动点、Fan Ky 点、KKM 点、Nash 平
衡点以及重合点的通有稳定性具有许多结果，而本

质上，这些通有稳定性都可以通过转化为集族的交

而得以保证．

3 不动点、Fan Ky点的通有稳定性集
族空间刻画

不动点、Fan Ky 点、KKM 点都是最重要的非线
性分析工具，在经济数学方面具有广泛的应用．事实
上，就对策论而言，早期无论是 Von Neumann 还是
J． Nash等，开创博弈论( 对策论) 研究的奠基之作就
是凸分析、集值映射、不动点等理论． 现代博弈论与
非线性分析更是紧密联系在一起的，非线性分析的

理论和方法对深入研究博弈论中 Nash 平衡点的存
在性，尤其是稳定性和精炼问题十分重要．本节借助
集族空间的方法研究不动点、Fan Ky点的通有稳定
性，揭示通有稳定性的本质．
在不同拓扑结构下可以获得不同意义下的不动

点稳定性，图象拓扑下不动点的通有稳定性是最弱

拓扑下的通有稳定性．这里借助向淑文等［13］的研究
框架，利用集族空间的方法研究不动点的通有稳
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定性．
设 X为赋范空间的非空子集，定义 M = { f A

是 X的某一非空紧子集，f: A→2A上半连续闭值，且

在 A 上有不动点} ，f，g ∈ M 定义 ρM ( f，g) =
Hd ( G( f) ，G( g) ) ，( M，ρM ) 为度量函数，其中 X × X
的度量为 d( ( x1，y1 ) ，( x2，y2 ) ) = ( d2 ( x1，x2 ) +
d2 ( y1，y2 ) )

1 /2，这里度量 d 由范数导出，d 导出
Hausdorff度量 Hd ．向淑文等

［13］证明了当 X 为完备
子集时 ( M，ρM ) 完备．
取 I = { 1，2} ，在 X × X上定义集族空间 YI =

{ ( A1，A2 ) A1，A2∈K( X × X) ，A1∩A2≠} ，显然
( YI，ρI ) 完备．对每个 f∈ M，A 紧和 f 上半连续，则
G( f) 在 X × X上紧闭，记 ΔA = { ( x，x) x∈ A} 为
A ×A的对角线，定义 ( G( f) ，ΔA ) ∈ YI ．作 L: M→ YI

为 L( f) = ( G( f) ，ΔA ) ，显然 L: M→ YI连续单射．对
任何 f∈ M，记其全体不动点集为 F( f) ，则定义了
集值映射 F: M→2X，它是关于不动点的解映射［11］．
定理 4 在 M 上必存在 1 个稠密剩余集 Q，使

F在 Q上连续．
证 考虑到 F = FI·L，由于 L是 M→ YI 的连

续单值映射，根据引理 1，结论显然成立．
定理 4 说明不动点在图象拓扑意义下是通有稳

定的．文献［14］系统归纳了 Fan Ky 点的广泛应用，
文献［15-16］充分考虑了 Fan Ky点在不同结构下的
属性．在不同拓扑结构下 Fan Ky点的稳定性意义不
同，本部分在水平集上定义度量，运用集合族公共元

的方法研究 Fan Ky点的通有稳定性．
设 X 是线性度量空间的非空紧凸集，φ: X ×

X→R适合条件:
( i) y∈ X，φ(·，y) 下半连续;
( ii) x∈ X，φ( x，·) 为拟凹函数;
( iii) y∈ X均有 φ( y，y) ≤ 0 ．

记 M = { φ: X × X → R，φ 适合以上 3 个条件且
sup
( x，y) ∈X×Y

φ( x，y) ≤+ ∞ } ． 根据 Fan Ky 不等式，

有x* ∈X，使 φ( x* ，y) ≤0 ( y∈X) ． 称 x* 为 φ 的
Fan Ky点，记全体 Fan Ky点为 F( φ) ，则 φ→ F( φ)
定义了集值映射 F: M→ 2X，它是关于 Fan Ky 点的
解映射．紧度量空间 ( X，d) 完备，取指标集 I = X，
定义集族空间 YI = { { βy} y∈X βy 为 X 的紧集，适
合 ∩

y∈X
βy ≠ } ，显然 ( YI，ρI ) 完备．

对于 φ ∈ M，定义 { βφ
y } y∈X ，其中 βφ

y =
{ x φ( x，y) ≤ 0} ．由于 y ∈ X，φ(·，y) 下半连
续，βφ

y = { x φ( x，y) ≤0} 闭从而紧．另外，由于 φ:
X × X→ R存在 Fan Ky点，显然 φ的全体 Fan Ky点

的集合 F( φ) = ∩
y∈X

βφy ≠ ，则 { βφy } y∈X ∈ YI ． 记

{ βφy } y∈X = L( φ) ，则 φ→ L( φ) 定义了 1 个单值映射
L: M→YI．φ1，φ2∈M，ρM ( φ1，φ2 ) = ρI ( { βφ1

y } y∈X，

{ βφ2
y } y∈X ) ，ρM 非负且 ρM ( φ1，φ2 ) = ρM ( φ2，φ1 ) ，

ρM ( φ1，φ2 ) ≤ ρM ( φ1，φ3 ) + ρM ( φ3，φ2 ) ，φ1 =
φ2ρM ( φ1，φ2 ) = 0．但当 ρM ( φ1，φ2 ) = 0时未必有
φ1，φ2 是 M中同一元素，故 ρM 是 M上的伪度量( 不
妨称为水平集伪度量) ．
引理 3 ( M，ρM ) 按 ρM 产生的柯西列完备，从

而任意剩余集都稠密．
证 设 { φn}

∞
n = 1 是柯西列，即 { { βφn

y } y∈X}
∞
n = 1 是

柯西列，由于 ( YI，ρI ) 的完备性知 { { βφn
y } y∈X}

∞
n = 1 有

极限，记为 { β0
y } y∈X ．定义函数

φ0 ( x，y) =
0，x∈ β0

y，

1，x β0
y

{ ，

显然 φ0 (·，y) 下半连续． 而 φ0 ( x，·) 拟凹等价于
y1，y2 ∈ X，λ ∈ ( 0，1) 均有 φ0 ( x，λy1 + ( 1 －
λ) y2 ) ≥ min{ φ0 ( x，y1 ) ，φ0 ( x，y2 ) } ，下证之．
首先若 φ0 ( x，y1 ) ，φ0 ( x，y2 ) 有一个为 0，上式恒

成立，故φ0( x，·) 不拟凹只能是y1，y2及λ0∈ ( 0，1)
使 φ0( x，y1) = φ0( x，y2) = 1，但 φ0( x，λ0y1 + ( 1 －
λ) y2 ) = 0 ，即 x β0

y1，x β0
y2 但 x∈ β0

λ0y1+ ( 1－λ0) y2 ．

由分离性知，r∈ R，使 x + r∩ β0
y1 + r = φ，x +

r∩ β0
y2 + r = φ ．由于 { βφn

y } y∈X→ { β
0
y } y∈X ( n→∞ ) ，

则 N1，当 n≥ N1 时，ρI ( { βφn
y } y∈X，{ β

0
y } y∈X ) ≤ r，

必有 βφn
y1  β0

y1 + r，βφn
y2  β0

y2 + r，则 x + r∩ βφn
yi = φ

( i = 1，2 ) ，于是 x' ∈ x + r，x'  βφn
yi，即 φn ( x'，

yi ) ＞ 0 ．由于 φn ( x，·) 的拟凹性知 φn ( x'，λ0y1 +
( 1 －λ) y2 ) ＞ 0 ，即 x'  βφn

λ0y1+ ( 1－λ0) y2 ，从而 x +

r∩ βφn
λ0y1 + ( 1 － λ0 ) y2 = φ，则 x  βφn

λ0y1+ ( 1－λ0) y2 +

r，但 β0
λ0y1+ ( 1－λ0) y2  βφn

λ0y1+ ( 1－λ0) y2 + r，于是 x 
β0
λ0y1+ ( 1－λ0) y2，产生矛盾．故 φ0 ( x，·) 的拟凹性得证．

对每一 y均有 φn ( y，y) ≤ 0，即 y ∈ βφn
y ，从而

y∈β0
y，故 φ0 ( y，y) = 0成立．归纳得证 φ0 ∈ M，则

( M，ρM ) 的完备性得证，从而任意剩余集都稠密．
定理 5 在 M上存在 1 个稠密剩余集 Q，使 F

在 Q上连续．
证 作映射 L: M→ YI 为 L( φ) = { βφ

y } x∈X ．显
然 L是连续单射．而 F: M→2X可以写为 F = FI·L，
根据引理 1 结论成立．
定理 5 说明 Fan Ky 点关于水平集度量是通有

稳定的．
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The Continuity of Sets' Intersection Operation and
the Generic Stability of Fixed Point and Fan Ky Point

ZUO Yonghua1，LU Meihua2

( 1． Graduate School at Shenzhen，Tsinghua University，Shenzhen Guangdong 518055，China;
2． School of Science，Jiangxi University of Technology，Nanchang Jiangxi 332200，China)

Abstract: A family-of-set space is established． And its common elements' generic stability is studied． The upper
semi-continuity of operation of sets' intersection in family-of-closed-set space is obtained． And generic stability of
fixed point and Fan Ky point is studied．
Key words: family-of-set space; common elements; KKM point; Nash equilibrium point
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