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摘要: 应用微分方程定性理论研究了一类具有 2 重饱和反应速度的生物化学反应动力系统，得到了关于

存在唯一极限环的显著不同的参数区域，并用深度优先搜索算法编程进行了计算机数值模拟，发现其存

在 Hopf 分支现象．
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0 引言

文献［1-2］讨论了具有米氏( Michaelis-Menten)

饱和反应速度的生物化学模型
dx /dt = a － bx － xy2，

dy /dt = bx + xy2 － cy / ( y + k{ ) ，
( 1)

给出模型( 1 ) 存在唯一极限环的充分条件，由结论

可知反应速度可能会显著影响生化反应． 在生物化

学反应中，除了米氏饱和反应速度 V = vm［B0］/ ( km +
［B0］) 外 ，还有多重饱和态( multiple-saturation) 现

象，其反应速度为 V = vm ［B0］
n / ( km + ［B0］

n ) ，本

文在此基础上探讨具有 2 重饱和反应速度的生物化

学反应模型
dx /dt = ( a － b) x － xy3，

dy /dt = bx + xy3 － cy2 / ( y2 + k{ ) ，
( 2)

其中 min{ a，b，c，k} ＞ 0． 进一步地，通过计算机代

数系统进行可视化验证，发现其存在 Hopf 分支现

象，并得到其现实意义． 基于系统的实际意义，只需

在区域 G = { ( x，y) x≥ 0，y≥ 0} 上进行探讨． 由

于当 a≤ b 时，在区域 G 内，系统( 2) 无正奇点，因而

也无极限环，故总约定 a ＞ b ．

1 平衡点的分析

为了讨论平衡点的性态，作时间变换 dt = ( y2 +
k) dτ ，仍记 dτ = dt ，则系统( 2) 拓扑等价于系统

dx /dt = ( ax － bx － xy3 ) ( y2 + k) ，

dy /dt = ( bx + xy3 ) ( y2 + k) － cy2{ ．
( 3)

利用计算机代数系统计算可知，当 a ＞ b 时，在
区域 G 内系统( 3) 存在唯一的正奇点 M( x0，y0 ) ，其

中 x0 = cy20 /［a( y20 + k) ］，y0 = 3
槡a － b． 从而，在平

衡点 M( x0，y0 ) 处的 Jacobian 矩阵的特征方程为

λ2 －
x0
y0

( 3y50 + ky30 － 2bk) λ + 3ax0y
2
0 ( y20 + k) 2 = 0．

因为 3ax0y
2
0 ( y20 + k) 2 ＞ 0 ，故 M( x0，y0 ) 为其初等平

衡点，且不是鞍点． 记 Δ = 3y50 + ky30 － 2bk ，当 Δ = 0
时，利用文献［3］提出的中心和焦点判别程序，再在

计算机代数系统中可得细焦点量为

C6 = －槡312·
( k2 + 3k( a － b) 2 /3 + 10( a － b) 4 /3)

( a － b) 1 /3 c( ( a － b) 2 /3 + k槡 )
＜ 0．

于是根据张芷芬定理［4］，有如下结论．
定理 1 当 Δ ＞ 0 时，M( x0，y0 ) 是系统( 3) 的

不稳定焦点或结点; 当 Δ ＜ 0 时，M( x0，y0 ) 是系统
( 3) 的稳定焦点或结点; 当 Δ = 0 时，M( x0，y0 ) 是系

统( 3) 的稳定细焦点．

2 极限环的存在唯一性

先证明极限环的存在性．
定理 2 当 Δ ＞ 0 时，在区域 G 内至少存在 1 个

极限环包围系统( 3) 的奇点 M( x0，y0 ) ．
证 用 广 义 Poincare-Bendixson ( P-B ) 环 域 定

理［4］证明．
如图 1 所示，显然 x = 0 和 y = 0 分别是系统



( 3) 的积分曲线和无切曲线． 在 y = 0 上任意取一点
N( x1，0) ，其 中 x1 ＞ x0 ． 过 点 N 作 直 线 NP: x －
x1 －2ay /b = 0 ，其中 P( x1 + 2ay0 / b，y0 ) ; 过点 P 作
y = 0 的垂线 PQ ，其中 Q( x1 + 2ay0 / b，y1 ) ; 过点 Q
作直线与 x = 0 交于点 R( 0，x1 + 2ay0 / b + y1 ) ．

图 1 系统( 3) 的外境界线

容易求得 d ON /dt ＞ 0，d NP /dt ＜ 0，d PQ /
dt ＜ 0，d QR /dt ＜ 0，d RO /dt = 0 ． 即 闭 曲 线

    

ONPQRO 的向量场方向均由外部指向内部 ( 见图

1) ，于是构成了广义 P-B 环域的外 境 界 线，又 由

Δ ＞ 0 可知奇点 M 是系统( 3) 的不稳定的非鞍初等

平衡点，从而由广义 P-B 环域定理知定理 2 得证．
再证明极限环的唯一性．
引理 1［5］ 若系统

dx /dt = φ( y) － ∫
x

x*
f( u) du

dy /dt = － g( x
{

)

满足:

( i) φ'( y) ＞ 0 ;

( ii) g( x) 有唯一的零点 x* ，且当 x ≠ x* 时，

有 ( x － x* ) g( x － x* ) ＞ 0 ;

( iii) 当 x ≠ x* 时，f( x* ) ( f( x) /g( x) ) ' ＜ 0，

则该系统至多存在 1 个极限环; 若极限环存在，则该

极限环必是稳定的．
定理 3 当 Δ ＞ 0，a ＞ ( 12y20 + 5k) b / ( 6y20 + k)

时，系统( 3) 在区域 G 至多存在 1 个极限环; 若极限

环存在，则该极限环必是稳定的．
证 思路是将系统( 3) 转化为符合引理 1 条件

的 Lienard 方程． 作变换，令 x' = x － x0，y' = y － y0，

( x' + x0 ) ( y' + y0 ) 2dt = dτ ，仍记 x' = x，y' = y，

dτ = dt ，则系统( 3) 拓扑等价于系统

dx /dt = － c /x0 + ( b + ( x + y0)
3) ( ( x + y0)

2 +

k) / ( x + y0)
2 + cy /x0( y + x0) ，

dy /dt = － ( ( x + y0)
3 － y30) ( ( x + y0)

2 +

k) / ( x + y0)
2










．

( 4)

对照引理 1，引入记号

φ( y) = cy ［x0 ( y + x0 ) ］，

∫
x

x*
f( u) du = c /x0 － ( b + ( x + y0 ) 3 ) ( ( x + y0 ) 2 +

k) ( x + y0 ) 2，

g( x) = ( ( x + y0)
3 － y30) ( ( x + y0)

2 + k) ( x + y0)
2 ．

下面验证系统( 4) 恰是满足引理 1 的 3 个条件

的 Lienard 方程．
( i) φ'( y) = c ( y + x0 ) 2 ＞ 0 ;

( ii) g( x) 有唯一的零点 x = 0 ，且当 x ＞ 0 时，

有 xg( x) ＞ 0 ;

( iii) 对 ∫
x

x*
f( u) du 表达式两边求导得

f( x) = －
3 ( x + y0 ) 5 + k ( x + y0 ) 3 － 2kb

( x + y0 ) 3 ，

故 f( 0) = － ( 3y50 + ky30 － 2kb) / y30 = － Δ / y30 ．

显然，当 Δ ＞ 0 时，有 f( x* ) = f( 0) ＜ 0 ． 因为

f( x)
g( x( ))

' = f '( x) g( x) － f( x) g'( x)
［g( x) ］2 ，

要证条件( iii) 满足，只需证 f '( x) g( x) － f( x) g'( x) ＞
0． 事实上，有

f '( x) g( x) － f( x) g'( x) = ( x + y0)
－6［3( x + y0)

10 +

6y30( x + y0)
7 + k2( x + y0)

6 + 6kby30( x + y0)
2 + 2k2y30b +

12k( a － 2b) ( x + y0 ) 5 + 2k2 ( a － 5b) ( x + y0 ) 3］，注

意到 x，y0，k，a，b 均为正数，要使得 f '( x) g( x) －
f( x) g'( x) ＞ 0 ，则 12k( a － 2b) ( x + y0 ) 5 + 2k2 ( a －
5b) ( x + y0 ) 3 ＞ 0，解之得

a ＞ ［12( x + y0 ) 2 + 5k］b /［6( x + y0 ) 2 + k］，

再 由 不 等 式 性 质 知，特 别 地，取 a ＞ ( 12y0
2 +

5k) b / ( 6y0
2 + k) ，则满足条件( iii) ．

综上所述，由引理 1 可得到定理 3 成立．
再由定理 2 和定理 3 可得到存在唯一极限环的

充分条件．
定理 4 当 Δ ＞ 0，a ＞ ( 12y0

2 + 5k) b / ( 6y0
2 +

k) 时，系统( 3) 在区域 G 内存在唯一稳定的极限环．

3 数值模拟

本部分利用数学软件 Maple 的符号计算功能与

定性分析对极限环进行数值模拟，下面介绍具体流

程和算法．

3． 1 探测极限环的流程

定义 1 一般地，对于系统
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dx /dt = P( x，y) ，

dy /dt = Q( x，y){ ．
( 5)

称 V
→

( x，y) = ( P( x，y) ，Q( x，y) ) 为该系统的向量

场，向量微分算子 "
→

= (  /x， /y) ，称 P /x +
Q /y 为向量场在点 ( x，y) 处的通量密度或散度，

记作 divV
→

( x，y) ，即 divV
→

( x，y) = "
→
·V
→

= P /x +
Q /y ．

由定理 2 及其证明可知，定义 1 的几何意义非

常明显，即 divV
→

( x，y) 可视为向量场所对应的不可

压缩的平面流形在点 ( x，y) 处的源头强度［6-7］． 当

divV
→

( x，y) ＞ 0 时，向量场的方向均由内部指向外

部，即流形由该点朝外扩散，出现稳定的极限环，该

点为稳定的焦点或结点( 物理学中也称为正源) ; 当

divV
→

( x，y) ＜ 0 时，向量场的方向均由外部指向内

部，即流形向内朝该点汇集，出现不稳定的极限环，

该点为不稳定的焦点或结点( 物理学中也称为负源

或汇) ; 当 divV
→

( x，y) = 0 时，该点为鞍点( 物理学中

也称为无源点) ． 换句话说，设 G 是单连通区域，点

A( x，y) ∈ G ，U( A) 是点 A 的一个充分小邻域，

U( A) 是该邻域边界，则 divV
→

( x，y) 在点 A 处的正

号或负号代表着沿着邻域边界 U( A) ，向量场对应

的流形的流出或流入方向． 从而在邻域 U( A) 内，若

divV
→

( x，y) = 0 ，则称向量场 V
→

( x，y) 为无源场． 于

是根据上述直观几何意义，可得如下结论．
定 理 5 系 统 ( 5 ) 中 P( x，y) ，Q( x，y) ∈

C1 ( G) ． 若通量密度曲线 L: divV
→

( x，y) = 0 不通过

系统( 5) 的平衡点 M ，且 U( M) ∩ L = ，则在邻

域 U( M) 内系统( 5) 无封闭轨线．
证( 反证法) 因为通量密度曲线 L 不通过平

衡点 M ，所以在 U( M) 内 divV
→

( x，y) ＞ 0 ( 或 ＜
0 ) ． 假设系统( 5) 有封闭轨线 Γ ，设 Ω 是由 Γ 所围

成的区域，由 Green 公式得

∮ΓPdy － Qdx = Ω ( P /x + Q /y) dxdy．

又因为沿着 Γ ，Pdy = Qdx 恒成立，所以上式

左边为 0; 但右边不为 0，矛盾，故定理 5 得证．
定理 5 为探测极限环提供了理论依据，具体流

程为: 在 U( M) 内可以通过 divV
→

( x，y) 的正、负号来

初步判定系统的无封闭轨线邻域，称之为无极限环

邻域，像定理 2 那样取外境界线［8］，从而可以在某

平衡点的无极限环邻域内和外境界线上分别取内、
外探测源( 点) ，用计算机代数系统编程绘制分别经

过探测源的内、外探测流形( 轨线) ，只要存在包围

该平衡点的封闭轨线( 极限环) ，那么探测流形必将

如前所述那样流出或流入而逼近极限环，并且流出

或流入的方向可以得到极限环的稳定性，这也会导

致系统发生 Hopf 分支现象．

3． 2 流程的算法及实现

根据上述流程，下面给出确定极限环的深度优

先搜索算法［9-12］，在程序中，命名本文所考察的生化

反应系统为 BCRS，记 BCRS 为根节点( root node) ;

通过绘制通量密度曲线来构造无极限环邻域为根节

点的第 1 代子节点( first child node div) ; 在无极限

环邻域内和外境界线上搜索内、外探测源为第 2 代

子节点( second child node probe) ; 通过分析探测流

形的性质来确定极限环为目标状态 ( goal limit cy-
cle) ; 堆栈数据结构( stack) 为 Visit manifold，存放下

一个要访问的探测源及流形; 表数据结构( list) 为

Visited manifold，存放每个已经访问了的探测源及流

形，如图 2 所示．

Hopfbifurcation depth-first-search
Node root BCRS，Node current trajectory，Goal goal

limit cycle，Stack Visit manifold，List Visited manifold．
while div ＞ 0 or div ＜ 0

Visit manifold → current trajectory
remove first child node probe from Visit manifold
put second child node probe on Visit manifold

if current trajectory = goal limit cycle
add current trajectory to Visited manifold

end if
for eachinside and outside manifold encounter

then ODEplot goal limit cycle and return SUC-
CESS

end for
end while

图 2 确定极限环的深度优先搜索算法

以此算法为指导思想和基本框架，编制了 Ma-
ple 程序进行计算机仿真［13-15］，取 a = 5，b = 1，c = 2，

k =0． 1 得内探点( 0． 084 731 904 3，1． 887 401 052) ，

( 0． 684 731 904 3，4． 787 401 052 ) 以 及 外 探 点
( 0． 484 731 904 3，0) ，( 1． 484 731 904 3，0) ，相应的

内外探轨都正向无限盘旋地趋于 1 个极限环且相
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遇，如图 3 所示．

图 3 系统( 2) 的拓扑结构仿真

4 结论

与文献［1-2］讨论的具有 Michaelis-Menten 饱和

反应速度的生化系统不同，本文讨论的是具有 2 重

饱和态( double-saturation) 的生化反应系统，其拓扑

结构有显著差异，即本文所考察的系统( 2 ) 拓扑等

价于 6 次系统，故本文采用与文献［1-2］不同的方

法，既得到了关于存在唯一极限环的显著不同的参

数区域，又用计算机代数系统适当地选择参数区域，

从而精确地探测到系统( 2) 的 Hopf 分支现象． 本文

的理论定性分析结果和计算机代数系统模拟结果同

时显示，在该生化反应系统中，2 重饱和态( double-
saturation) 改变了极限环的拓扑性质，从而改变了发

生 Hopf 分支现象( 即生化反应出现孤立等幅振荡现

象) 的参数区域，本文所得的这些理论和可视化结

果为优化此类反应的实验参数设计提供参考．
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Abstract: By using the qualitative theory of ordinary differential equation( ODE) ，a nonlinear system in bio-chemi-
cal reaction with multiple molecules saturation is studied and the significantly different parameter region of existence
and uniqueness of limit cycle is obtained． Numerical simulation of Hopf bifurcation phenomenon was showed on
computer by using depth-first-search algorithm of Artificial Intelligence． The results can provide references for opti-
mizing design of experimental parameters in such reactions．
Key words: saturated reaction; limit cycle; depth-first-search; numerical simulation
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