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摘要:鉴于 2 一致模是一致模和零模的公共推广，半零模是通过去掉零模的结合性和交换性而获得．对于
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0 引言

由于聚合算子的函数方程在模糊集理论和模糊

逻辑中扮演着重要的角色［1-3］，所以 P． Drygas 等［4］

认为一致模与零模之间分配性方程与不等式的讨论

是一个新的研究方向．事实上，一致模是三角模与三
角余模的一种特殊组合，它的单位元可以位于单位

区间的任何位置．
本文主要致力于解决带有连续基本算子的半零

模在 2 一致模上的分配性． 这主要是因为基于模糊
逻辑连接词及其推广的分配性在伪分析、多属性决
策和模糊控制中有广泛应用． 2 一致模是零模与一
致模的推广，甚至可以推广到 n一致模［5］．所谓 2 一
致模是一个具有递增性、结合律和交换性的 2 元函
数，并且在单位区间内有 1 个吸收元把单位区间分
成 2 个子区间，每个子区间有各自的单位元．半零模
是通过去掉零模的交换性与结合性而获得．

1 预备知识

定义 1［6］ 设 e∈［0，1］，若2元函数U: ［0，1］2→
［0，1］满足结合律和交换性，关于每个变元单调递
增，且x∈［0，1］都满足U( x，e) = x，则称U为一
致模，e为 U的单位元．
用Ue表示以 e为单位元的一致模族．特别地，当

e = 0时，U是一个三角余模，当 e = 1时，U是一个三
角模．当 e∈ ( 0，1) 时，记De =［0，e) × ( e，1］∪ ( e，
1］×［0，e) ．

定理 A［7］ 设 e∈［0，1］，U∈ Ue 当且仅当

U( x，y) =

eTU( x /e，y /e) ， x，y∈［0，e］，

e + ( 1 － e) SU(
x － e
1 － e，

y － e
1 － e) ，x，y∈［e，1］，

C( x，y) ， x，y∈De

{
，

其中 TU: ［0，1］
2→［0，1］与 SU: ［0，1］

2→［0，1］分
别是三角模与三角余模，递增函数 C: De→［0，1］且
满足 min( x，y) ≤ C( x，y) ≤ max( x，y) ．U∈ Ue，

有 U( 0，1) ∈ { 0，1} ．
定理 B 设 e∈ ( 0，1) ，U∈ Ue，且 U( x，1) 与

U( x，0) 除了在 x = e处不连续外都连续，
( i) 若 U( 0，1) = 0，则

U( x，y) =

eT( x /e，y /e) ， x，y∈［0，e］，

e + ( 1 － e) S ( x － e
1 － e，

y － e
1 － e) ，x，y∈［e，1］，

min( x，y) ， x，y∈De

{
，

记这类一致模全体为 Umin
e ，其中 T，S分别是三角模与三

角余模;

( ii) 若U( 0，1) = 1，则

U( x，y) =

eT( x /e，y /e) ， x，y∈［0，e］，

e + ( 1 － e) S( x － e
1 － e，

y － e
1 － e) ，x，y∈［e，1］，

max( x，y) x，y∈De

{
，

记这类一致模全体为 Umax
e ，其中 T，S 分别是三角模

与三角余模．
定义 2 令 F: ［0，1］2 →［0，1］，a∈［0，1］，若

F( a，a) = a，则称 a 是函数 F 的幂等元． 若 x ∈
［0，1］，F( x，x) = x，则称函数 F是幂等的．
定理 C［8］ 设 e∈ ( 0，1) ，



Umin ( x，y) = max( x，y) ，x，y∈［e，1］，
min( x，y) ，其他{ ，

Umax ( x，y) = min( x，y) ，x，y∈［0，e］，
max( x，y) ，其他{ ，

它们分别是 Umin
e 和 Umax

e 中唯一的幂等一致模．
定义 3［5］ 设0≤ e≤ k≤ f≤1，若2元函数F:

［0，1］2 →［0，1］具有交换性和结合性，关于每个变
元单调递增，且满足当 x≤ k时，F( e，x) = x，当 x≥
k时，F( f，x) = x，则称函数 F为 2一致模，记所有的
2 一致模为 Uk( e，f) ．
注1 若F∈Uk( e，f) ，则x∈［e，f］有F( x，k) =

k;若 F∈ Uk( e，f) ，则 F( 0，1) ∈ { 0，k，1} ．
注 1中把Uk( e，f) 分为 C0

k( e，f) ，C
1
k( e，f) ，C

k
k( e，f) 或简记

为 C0，C1，Ck，再根据 F( 1，k) 与 F( 0，k) 的值进一步
分为 C0

k，C
0
1，C

1
k，C

1
0，C

k．
定理D［5］ 若 F∈Uk( e，f) ，0 ＜ e≤ k ＜ f≤1，且

F( x，1) 仅在 x = e和 x = f处不连续，则F( 1，k) = k，
F∈ C0 当且仅当

F( x，y) =

kUc1 ( x /k，y /k) ，x，y∈［0，k］，

k + ( 1 － k) Uc2 ( x － k
1 － k，

y － k
1 － k) ，

x，y∈［k，1］，
min( x，y) ，( x，y) ∈ ( k，1］×［0，e) ∪
［0，e) × ( k，1］，
k，( x，y) ∈［k，1］×［e，k］∪
［e，k］×［k，1

















］，

其中 Uc1: ［0，1］2 →［0，1］和 Uc2: ［0，1］2 →［0，1］
分别属于 Umin

e 和 Umin
f ，记这类 2 一致模全体为 C0

k ．
定理E 若F∈Uk( e，f) ，0 ＜ e≤ k≤ f ＜ 1，F( x，

1) 仅在 x = e处不连续，F( x，e) 仅在 x = f处不连
续，则 F( 1，k) = 1，F∈ C0 当且仅当

F( x，y) =

kUc ( x /k，y /k) ，x，y∈［0，k］，

k + ( 1 － k) Ud ( x － k
1 － k，

y － k
1 － k) ，

x，y∈［k，1］，
min( x，y) ，( x，y) ∈ ( k，1］×
［0，e) ∪［0，e) × ( k，1］，
max( x，y) ，( x，y) ∈ ( f，1］×
［e，k) ∪［e，k) × ( f，1］，
k，( x，y) ∈［k，f］×［e，k］∪
［e，k］×［k，f





















］，

其中 Uc: ［0，1］2→［0，1］和 Ud: ［0，1］2→［0，1］分
别属于 Umin

e 和 Umax
f ，记这类 2 一致模全体为 C0

1 ．
定理F 若F∈Uk( e，f) ，0≤ e ＜ k≤ f ＜ 1，F( x，

0) 仅在 x = e 和 x = f 处不连续，则 F( 0，k) = k，

F∈ C1 当且仅当

F( x，y) =

kUd1 ( x /k，y /k) ，x，y∈［0，k］，

k + ( 1 － k) Ud2 ( x － k
1 － k，

y － k
1 － k) ，

x，y∈［k，1］，
max( x，y) ，( x，y) ∈ ( f，1］×
［0，k) ∪［0，k) × ( f，1］，
k，( x，y) ∈［k，f］×［0，k］∪
［0，k］×［k，f

















］，

其中 Ud1: ［0，1］2 →［0，1］和 Ud2: ［0，1］2 →［0，1］
分别属于 Umax

e 和Umax
f ，记这类2一致模类全体为 C1

k ．
定理G 若F∈Uk( e，f) ，0 ＜ e≤ k≤ f ＜ 1，F( x，

f) 仅在 x = e处不连续，F( x，0) 仅在 x = f 处不连
续，则 F( 0，k) = 0，F∈ C1 当且仅当

F( x，y) =

kUc ( x /k，y /k) ，x，y∈［0，k］，

k + ( 1 － k) Ud ( x － k
1 － k，

y － k
1 － k) ，

x，y∈［k，1］，
min( x，y) ，( x，y) ∈ ( k，f］×
［0，e) ∪［0，e) × ( k，f］，
max( x，y) ，( x，y) ∈ ( f，1］×
［0，k) ∪［0，k) × ( f，1］，
k，( x，y) ∈［k，f］×［e，k］∪
［e，k］×［k，f





















］，

其中 Uc: ［0，1］2→［0，1］和 Ud: ［0，1］2→［0，1］分
别属于 Umin

e 和 Umax
f ．记这类 2 一致模全体为 C1

0 ．
定理H 若F∈Uk( e，f) ，0≤ e≤ k≤ f≤1，F( x，

0) 和F( x，1) 分别仅在 e与 f处不连续，则F∈Ck当

且仅当

F( x，y) =

kUd( x /k，y /k) ， x，y∈［0，k］，

k + ( 1 － k) Uc( x － k
1 － k，

y － k
1 － k) ，x，y∈［k，1］，

k， 其他
{

，

其中 Uc: ［0，1］2→［0，1］和 Ud: ［0，1］2→［0，1］是
分别属于 Umax

e 和 Umin
f ．

定义 4［9］ 若 F，G: ［0，1］2 →［0，1］满足( 1)
式时，则称 F在 G上是左分配的;若 F，G满足( 2) 式
时，则称 F在 G上是右分配的，若 F，G同时满足( 1)
式与( 2) 式，则称 F在 G上是分配的．

F( x，G( y，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ， ( 1)
F( G( y，z) ，x) = G( F( y，x) ，F( z，x) ) ． ( 2)
引理 1［10］ 任何单调函数 F( x，y) : ［0，1］2 →

［0，1］关于 G( x，y) = max( x，y) ，x，y∈［0，1］或者
G( x，y) = min( x，y) ，x，y∈［0，1］都满足分配性．
定义5［11］ 若2元函数 T: ［0，1］2→［0，1］具有
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单调递增性和结合律，且有单位元1，则称其为半三角
模;若2元函数 S: ［0，1］2→［0，1］具有单调递增性和
结合律，且有单位元 0，则称其为半三角余模．
定义 6［12］ 若 2元函数 V( x，y) : ［0，1］2 →［0，

1］具有结合律和递增性，有零元 z，当 x ≤ z 时，有
V( x，0) = V( 0，x) = x，当 x≥ z时，V( x，1) = V( 1，
x) = x，则称2元函数V为半零模，记所有以 z为零元
的半零模为 Vz．
定理 I［12］ V∈ Vz 当且仅当

Vz ( x，y) =

zSV( x / z，y / z) ， x，y∈［0，z］，

z + ( 1 － z) TV(
x － z
1 － z，

y － z
1 － z) ，x，y∈［z，1］，

z， 其他
{

，

其中 SV 是半三角余模，TV 是半三角模．

2 半零模在 2 一致模上的分配性

根据 2 一致模的分类分情况讨论半零模 F 在
G∈{ Ck，C0

k，C
0
1，C

1
0，C

1
k } 的分配性．但在本文中只讨

论 z = k的情况，其他情况将在未来的工作中讨论．
引理2 F∈Vs是带有连续基本算子 SV和TV的

半零模，G∈ Uk( e，f) ，0 ≤ e≤ k≤ f≤ 1，若 F关于 G
满足分配性，则函数 G是幂等的．
证 仅证明左分配的情况，右分配的情况类似

证明．当 x≤ s时，取 y = z = 0，根据左分配性方程知
x = F( x，0) = F( x，G( 0，0) ) = G( F( x，0) ，F( x，
0) ) = G( x，x) ．当 x≥ s时，取 y = z = 1，根据左分
配性方程知 x = F( x，1) = F( x，G( 1，1) ) =
G( F( x，1) ，F( x，1) ) = G( x，x) ．所以x∈［0，1］
有G( x，x) = x．故函数G是幂等的．并且注意到这里
的半零模 F∈ Vs，其中 s可以不等于 k．
定理 1 设 G ∈ Uk( e，f) ，G ∈ C0

k，0 ＜ e ≤ k ＜
f≤ 1，F∈ Vk 是带有连续基本算子 SV 和 TV 的半零

模，则 F在 2 一致模 G上满足分配性当且仅当

G( x，y) = Umin ( x，y) ，x，y∈［k，1］，
min( x，y) ，其他{ ，

( 3)

F( x，y) =

kSF( x /k，y /k) ，x，y∈［0，k］，

min( x，y) ，( x，y) ∈［k，f］×［f，1］∪
［f，1］×［k，f］，

k + ( f － k) TF1(
x － k
f － k，

y － k
f － k ) ， ( 4)

x，y∈ ( k，f］，

f + ( 1 － f) TF2(
x － f
1 － f，

y － f
1 － f) ，x，y∈［f，1］，

k，其他


















，

其中 TF1，TF2: ［0，1］
2 →［0，1］都是半三角模．

证 根据引理2与定理D，若F在2一致模G∈
Uk( e，f) 上满足分配性，则假设 x = e，y = 0，z = k代入
左分配性方程中 e = F( e，0) = F( e，G( 0，k) ) =
G( F( e，0) ) ，F( e，k) ) = G( e，k) = k，故 e = k． 则
G( x，y) 有( 3) 式的结构．
下面证明F( f，f) = f．假设F( f，f) ＜ f，根据F的

连续性知，存在 f ＜ t ＜ 1，使得 F( f，f) ＜ F( f，t) ＜
F( f，1) = f，再根据左分配方程知

f = F( f，1) = F( f，G( t，1) ) = G( F( f，t) ，F( f，
1) ) = G( F( f，t) ，f) = min( F( f，t) ，f) = F( f，t) ，
这与F( f，f) ＜ F( f，t) ＜ F( f，1) = f矛盾，故假设不
成立，则 F( f，f) = f．
再证当 x≥ k时，F( x，f) = min( x，f) ，当 f≤ x时，

f = F( f，f) ≤ F( x，f) ≤ F( 1，f) = f，故 F( x，f) =
min( x，f) = f．当 k≤ x≤ f时，根据F的连续性及结合
律，z使得F( z，f) = x，F( x，f) = F( F( z，f) ，f) = F( z，
F( f，f) ) = F( z，f) = x = min( x，f) ，故当x≥k时，F( x，
f) = min( x，f) ．同理可得当 x≥ k时，F( f，x) = min( f，
x) ．故连续半零模 F( x，y) 的结构( 4) 式成立．
反过来，由于 G是幂等的，故当 y = z时，F显然

在 G上满足分配性．下面讨论 y ＜ z的情况，其他情
况类似讨论，右分配方程的情况也类似讨论．
( i) y≤ k，G( y，z) = y，G( F( x，y) ，F( x，z) ) =

min( F( x，y) ，F( x，z) ) = F( x，y) = F( x，G( y，z) ) ;
( ii) k≤y ＜ f，x≤k，k≤G( y，z) ，F( x，G( y，z) ) =

k = G( k，k) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( iii) k ≤ y ＜ f，x ＞ k，k ≤ F( x，G( y，z) ) =

F( x，y) ≤ f，k ≤ F( x，z) ，G( F( x，y) ，F( x，z) ) =
min( F( x，z) ，F( x，y) ) = F( x，y) = F( x，F( y，z) ) ;
( iv) f≤ y，k ＜ x ＜ f，由( 4) 式知F( x，G( y，z) ) =

F( x，z) = x = G( x，x) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( v) f≤y，x≥ f，f≤min( F( x，y) ，F( x，z) ) ，F( x，

G( y，z) ) = F( x，z) = max( F( x，y) ，F( x，z) ) =
G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( vi) f≤ y，x≤ k，F( x，G( y，z) ) = F( x，z) = k，

G( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( k，k) = k．
故 F在 G上的满足分配性方程．
定理 2 设 G ∈ Uk( e，f) ，0 ＜ e ≤ k ≤ f ＜ 1，

G∈ G0
1，F∈ Vk 是带有连续基本算子 SV 和 TV 的半

零模，若 F在 2 一致模 G满足分配性，则 G = Umin ．
证 根据引理 2与定理 E，当 F在 2一致模 G∈

Uk( e，f) 满足分配性时，分别取 x = e，y = 0，z = k 与
x = f，y = 1，z = k代入左分配性方程中 e = F( e，0) =
F( e，G( 0，k) ) = G( F( e，0) ，F( e，k) ) = G( e，k) = k，
f = F( f，1) = F( f，G( 1，k) ) = G( F( f，1) ，F( f，k) ) =
G( f，k) = k．故 e = k = f，进而有 G = Umin ．
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定理 2 的逆命题不成立．如当 y ＜ k ＜ z，x ＞ k
时，有 F( x，G( y，z) ) = F( x，y) = k，k≤ F( x，z) ，故
G( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( k，F( x，z) ) = F( x，z) ，但
反之则不成立．
定理 3 设 G ∈ Uk( e，f) ，G ∈ C1

0，0 ＜ e ≤ k ≤
f ＜ 1，F∈ Vk 是带有连续基本算子 SV 和 TV 的半零

模，F在 2 一致模 G满足分配性，则 G = Umax ．
证 根据引理2与定理 F，若F在2一致模G∈

Uk( e，f) 满足分配性，则 e = k = f．证明过程类似于定
理 2．
定理 3 的逆命题不成立．如当 y ＜ k ＜ z，x ＞ k

时，G( y，z) = z，F( x，G( y，z) ) = F( x，z) ，又因为
F( x，y) ≤ k，由此可知 G( F( x，y) ，F( x，z) ) =
G( F( x，y) ，k) = F( x，y) ，因此反之不成立．
定理 4 设 G ∈ Uk( e，f) ，G ∈ C1

k，0 ≤ e ＜ k ≤
f ＜ 1，F∈ Vk 是带有连续基本算子 SV 和 TV 的半零

模，则 F在 2 一致模 G上满足分配性当且仅当

G( x，y) = Umax ( x，y) ，x，y∈［0，k］，
max( x，y) ，其他{ ，

( 5)

F( x，y) =

eSF1 (
x
e ，

y
e ) ，x，y∈［0，e］，

max( x，y) ，( x，y) ∈［0，e］×
［e，k］∪［e，k］×［0，e］，
e + ( k － e) SF2 (

x － e
k － e，

y － e
k － e) ，

x，y∈［e，k］，

k + ( 1 － k) TF (
x － k
1 － k，

y － k
1 － k) ，

x，y∈［k，1］，
k，其他




















，

( 6)

其中 TF 是半三角模，SF1，SF2 都是半三角余模．
证 根据引理 2与定理 G，取 x = f，y = 1，z =

k代入左分配方程中得
f = F( f，1) = F( f，G( 1，k) ) = G( F( f，1) ，F( f，k) ) =
G( f，k) = k，
故 G( x，y) 的结构( 5) 式成立．
下证 F( e，e) = e．假设 F( e，e) ＞ e，根据 F的连

续性知，存在0 ＜ t ＜ e使得 e = F( e，0) ＜ F( e，t) ＜
F( e，e) ，根据左分配方程知 e = F( e，0) = F( e，G( t，
0) ) = G( F( e，t) ，F( e，0) ) = G( F( e，t) ，e) =
max( F( e，t) ，e) = F( e，t) ，与 F( e，e) ＞ F( e，t) ＞
F( e，0) = e矛盾，故假设不成立，则 F( e，e) = e．
再证当x≤k时，F( x，e) = max( x，e) ．当 e≤x≤ k

时，根据 F的连续性与结合律知，存在 e ＜ z ＜ k 使得
F( z，e) = x，F( x，e) = F( F( z，e) ，e) = F( z，F( e，e) ) =
F( z，e) = x．当 x ＜ e时，e = F( 0，e) ≤ F( e，x) ≤

F( e，e) = e，故当 x≤ k时，F( x，e) = max( x，e) ．同
理可证得当 x≤ k时，F( e，x) = max( e，x) ．故 F( x，
y) 的结构( 6) 式成立．
反过来，与前面类似，下面只讨论当 y ＜ z 时 F

在 G上的左分配方程的情况，其他情况类似讨论，包
括右分配也类似讨论．
( i) k≤ z，k = F( 0，k) ≤F( x，z) ，F( x，G( y，z) ) =

F( x，z) = max( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，
z) ) ;
( ii) e≤ z≤ k，e≤ F( x，z) ≤ k，F( x，G( y，z) ) =

F( x，z) = max( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，
z) ) ;
( iii) y ＜ z≤ e，x≥ k，F( x，G( y，z) ) = F( x，y) =

k = G( k，k) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( iv) y ＜ z≤ e，e≤ x≤ k，由( 6) 式知F( x，G( y，

z) ) = F( x，y) = x = F( x，z) = max( F( x，y) ，F( x，
z) ) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( v) y ＜ z≤ e，x≤ e，F( x，G( y，z) ) = F( x，y) =

min( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ．
故 F在 G上满足分配性方程．
定理 5 设 G ∈ Uk( e，f) ，G ∈ Ck，0 ≤ e ＜ k ＜

f≤ 1，F∈ Vs 是带有连续基本算子 SV 和 TV 的半零

模，则 F在 2 一致模 G上满足分配性当且仅当

F( x，y) =

min( x，y) ，( x，y) ∈［k，f］×
［f，1］∪［f，1］×［k，f］，
max( x，y) ，( x，y) ∈［0，e］×
［e，k］∪［e，k］×［0，e］，
eSF1 ( x /e，y /e) ，x，y∈［0，e］，

e + ( k － e) SF2 (
x － e
k － e，

y － e
k － e) ，

x，y∈［e，k］，

k + ( f － k) TF1 (
x － k
f － k，

y － k
f － k ) ，

x，y∈ ( k，f］，

f + ( 1 － f) TF2 (
x － f
1 － f，

y － f
1 － f) ，

x，y∈［f，1］，
k，其他


























，

( 7)

其中 TF1，TF2 是半三角模，SF1，SF2 是半三角余模．
证 假设 F( e，e) ＞ e，根据 F的连续性知，存在

0 ＜ t ＜ e使得 e = F( e，0) ＜ F( e，t) ＜ F( e，e) ，再根
据左分配方程知 e = F( e，0) = F( e，G( 0，t) ) =
G( F( e，0) ，F( e，t) ) = G( e，F( e，t) ) = max( F( e，t) ，
e) = F( e，t) ，这与F( e，e) ＞ F( e，t) ＞ F( e，0) = e矛
盾．故假设不成立，则 F( e，e) = e．
再证明F( f，f) = f．假设F( f，f) ＜ f，根据F的连续
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性知，存在 f ＜ t ＜ 1，使 F( f，f) ＜ F( f，t) ＜ F( f，1) =
f，再根据左分配方程知 f = F( f，1) = F( f，G( t，1) ) =
G( F( f，t) ，F( f，1) ) = G( F( f，t) ，f) = min( F( f，t) ，
f) = F( f，t) ，这与F( f，f) ＜ F( f，t) ＜ F( f，1) = f矛
盾，故假设不成立，则 F( f，f) = f．
然后证当 x≤ k时，F( x，e) = max( x，e) ．当 e≤

x≤ k时，根据 F的连续性与结合律知，存在 e ＜ z ＜
k使得 F( z，e) = x，F( x，e) = F( F( z，e) ，e) = F( z，
F( e，e) ) = F( z，e) = x．当 x ＜ e时，e = F( 0，e) ≤
F( x，e) ≤F( e，e) = e．故F( x，e) = max( x，e) ．同理
可得当 x≤ k时，F( e，x) = max( e，x) ，当 f≤ x时，
f = F( f，f) ≤ F( x，f) ≤ F( 1，f) = f，故 F( x，f) =
min( x，f) ．当 k≤ x≤ f时，根据 F 的连续性及结合
律，z使得 F( z，f) = x，F( x，f) = F( F( z，f) ，f) =
F( z，F( f，f) ) = F( z，f) = x，故当 x ≥ k 时，F( x，
f) =min( x，f) ． 同理可得 x ≥ k，F( f，x) = min( f，
x) ．故 F( x，y) 的结构( 7) 式成立．
反过来，与前面类似，这里只讨论 y ＜ z的左分

配情况．包括右分配等其他情况类似证明．
( i) y ＜ z≤k，x≥k，G( y，z) ≤k，F( x，G( y，z) ) =

k = G( k，k) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( ii) y ＜ z≤ k，x ＜ k，这里分 4 种情况:
( a) e ≤ y ≤ k，F( x，G( y，z) ) = F( x，z) =

max( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( b) y ≤ e ＜ z≤ k，F( x，G( y，z) ) = F( x，z) =

max( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( c) y ＜ z≤ e，x ＜ e，F( x，G( y，z) ) = F( x，y) =

G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( d) y ＜ z≤ e，e≤ x≤ k，F( x，G( y，z) ) = F( x，

y) = x = F( x，z) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( iii) k ≤ y ＜ z，x ≤ k，F( x，G( y，z) ) = k =

G( k，k) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( iv) k≤ y ＜ z，k≤ x，这里分 3 种情况:
( a) k ≤ y ≤ f，F( x，G( y，z) ) = F( x，y) =

min( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( b) k≤ x ＜ f，f ＜ y，F( x，G( y，z) ) = F( x，z) =

x = F( x，y) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( c) f ＜ y，f ≤ x，F( x，G( y，z) ) = F( x，z) =

max( F( x，y) ，F( x，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( v) y≤ k ＜ z，x≥ k，F( x，G( y，z) ) = F( x，k) =

k = min( k，F( x，z) ) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ;
( vi) y≤ k ＜ z，x≤ k，F( x，G( y，z) ) = F( x，k) =

k = max( F( x，y) ，k) = G( F( x，y) ，F( x，z) ) ．
故 F在 G满足上分配性方程．

3 结束语

一致模是特殊的聚合函数，在许多领域中有着

广泛应用，如模糊逻辑、专家系统、神经网络、效用理
论和模糊系统建模等［13-18］． 本文讨论了连续半零模
F∈ Vk在2一致模G∈Uk( e，f) 的分配性，并且给出了

相应结果，这些结果也是连续零模 Fk 在 2 一致模
G∈ Uk( e，f) 上分配性的推广．在未来的工作中，将关
注当 s≠ k时，半零模 F∈ Vs与 2一致模 G∈ Uk( e，f)

之间的分配性及 2 一致模与其他 2 元函数之间的分
配性．
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