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摘要: 应用 Ahlfors 覆盖曲面理论，研究了涉及限制值的亚纯函数族的正规定理，得到涉及单叶岛的正规

定理和涉及单叶限制值的正规定理，推广了著名的 Ahlfors 的五岛定理与 Nevanlinna 五单值定理．
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0 引言和结果

本文所使用的符号和术语，除特别说明外均可
参见文献［1-4］．

设 V 是直径为 1 的 Ｒiemann 球面，本文中认为

扩充复平面 C
∧

与 V 是等同的，并且在使用的时候不

加区分． 设 F 是 C
∧

的有限连通覆盖曲面，其边界 F
由有限条解析 Jordan曲线组成，F 的长度记为 L． 设

区域 D C
∧

是一个 Jordan 区域，用 D 表示区域 D
的球面面积． 记 F 盖在 D 上的部分为 F( D) ． 分别称
S = F / V = F /π，S( D) = F( D) / D

为F对V和D的平均覆盖次数． 设F( D) 由有限个连
通曲面{ Fk ( D) } 组成． 若 Fk ( D) ∈ { Fk ( D) } 没有

对 D 的相对边界，则称之为岛，记为 Fi
k ( D) ; 否则称

之为半岛，记为 Fp
k ( D) ． 设 G 是复平面上区域 D 内的

一族亚纯函数． 如果 G 中的任何一列函数都含有一
个在 D 内按球面距离内闭一致收敛的子列，则称函
数族 G 在区域 D 内正规． 极限函数或者是一亚纯函
数，或者恒为无穷［5-7］． 关于单叶岛的 正 规 定 则，
Ahlfors 曾得到如下著名的五岛定理．

定理 A［8］ 设 Dv，v = 1，…，5 是 Ｒiemann 球面

C
∧

上的 5 个单连通区域，它们的边界由分段解析的
曲线组成，并且它们的闭包互不相交． U C 是一个
平面区域，GA ( U) = GA ( U，{ Dv}

5
v = 1 ) 表示所有定义

在 U 上的并且在 Dv 上没有单叶岛的亚纯函数所组

成的函数族，则 GA ( U，{ Dv}
5
v = 1 ) 是正规的．

A． Bloch［9］ 和 G． Valiron［10］ 分 别 应 用
Nevanlinna 理论［1，11］ 得到了如下与 Ahlfors 五岛定
理相应的 Nevanlinna 五单值定理．

定理 B 设 av，v = 1，…，5 表示 Ｒiemann 球面

C
∧

上的 5 个相互判别的点． U C 是一个平面区域，

GN ( U) = GN ( U，{ av}
5
v = 1 ) 表示所有定义在U上的并

且没有单叶 av-值点的亚纯函数所组成的函数族，则

GN ( U，{ av}
5
v = 1 ) 是正规的．

根据文献［12-13］可知，定理A与定理B实际上
是等价的． 本文推广了定理 A 与定理 B，得到了一个
更为普遍的关于单叶岛的正规定理和一个关于单叶
限制值正规定理．

定理 1 设 Dv，v = 1，…，5 是 Ｒiemann 球面 C
∧

上的 5 个圆盘，并且它们的闭包互不相交． U C 是
一个平面区域，G 是定义在 U 上的亚纯函数族． 如果
f∈ G，f( U) 在{ Dv}

5
v = 1 上至多有 1 个单叶岛，则 G

在 U 上正规．
定理 2 若区域 U 上的亚纯函数族 G 存在 5 个

不同的单叶限制值，则 G 在 U 上正规．
为了叙述的方便，先给出亚纯函数的单叶分担

值和单叶限制值的定义．
定义 1 设 G = { f} 是定义在 U 上的一个亚纯

函数族，a∈ C 是一个复数． 对于 f∈ G，η≥ 0，记离
散集合
E( η，f = a) : = { z0 ∈ Uη ; f( z0 ) = a，f '( z0 ) ≠ 0} ，

E( η，G = a) : =∪
f∈G

E( η，f = a) ．

若f∈ G，恒有 E( 0，f = a) = E( 0，G = a) ，则称
a 是 G 的 一 个 单 叶 分 担 值． 若 η ＞ 0，恒 有
#E( η，G = a) ＜ !，则称 a 是 G 的一个单叶限制值
( 其中 #E 表示集合 E 中含有元素的个数) ．

由于η ＞ 0，a∈ C
∧

以及f∈ G，在 E( η，

f = a) 中仅含有限个单叶复数，故 G 的单叶分担值
必为 G 的单叶限制值． 由定理 1 立即得到如下推论．



推论 1 若在 U 上的亚纯函数族 G 存在 5 个不
同的单叶分担值，则 G 在 U 上正规．

另外，由于单叶例外值，必是单叶分担值，从而也
是单叶限制值，因此定理 B 也是定理 1 的直接推论．

1 Ahlfors 关于岛的不等式

设 Dv，v = 1，…，q 是 Ｒiemann 球面 C
∧

上的 q 个

圆盘，它们的闭包两两之间的距离不小于 δ ∈ ( 0，

1 /2) ． 记 F0 = V －∪
q

v = 1
Dv，则 ρ( F0 ) = q － 2． 先给出

Ahlfors 的 2 个基本不等式．
引理1［14］ 设 F 是 F0 的一个有限覆盖曲面，则

对任何区域 D F0，有

S － S( D) ＜ π2L / ( D δ) ，

其中 L 是 F 的相对边界长度．
引理2［14］ 设 F 是 F0 的一个有限覆盖曲面，则

ρ + ( F) ＞ ρ( F0 ) S － 25π2L δ3 ．
为证明本文的主要结论，首先改进 Ahlfors 关于

岛的不等式，得到引理 3．

引理 3 设 Dv，v = 1，…，q 是 Ｒiemann 球面 C
∧

上的 q 个圆盘，并且它们的闭包两两之间的距离不

小于 δ∈ ( 0，1 /2) ． F 是Ｒiemann 球面C
∧

上的有限单
连通覆盖曲面，nv 是岛集 F( Dv ) 中含单连通岛的个
数，则有

∑
q

v = 1
nv －( )1 + ＞ ( q － 2) S － hL，

其中 h 是仅与 F0 = V －∑
q

v = 1
Dv 有关的非负实常数，L

是 F 的相对边界长度．
证 当 q≤2 时结论显然成立． 以下假定 q≥3．
设 Fp 是一个半岛． 先证明从曲面F上挖去Fp 之

后剩下的部分 F － Fp 必定全是一些单连通的曲面．
设 X 是 F － Fp 中的一个连通曲面． 在 X 中任取一条
简单闭曲线 L X F，L 的内部记为 DL． 由于 F 是
单连通的，所以 DL  F． 因此 DL 中不会含有 F 的边

界点，即 DL∩F = ． 另一方面，由于半岛 Fp 含有

相对边界，故在 L 的外部必含有 Fp 的点． 由 Fp 连通
性可知半岛 Fp 全在 L 的外部，因此在 L 的内部也不

含 Fp 的边界点，即 DL ∩ Fp = ． 由于 X F∪
Fp，因此在 L 的内部不含 X 的边界点，这就说明 X
是单连通的．

记从 F 中挖掉{ Dv}
q
v = 1 上所有的半岛{ Fp

j ( Dv ) }

之后所剩下的部分为 F'，则根据前面的讨论，可设

F' = F －∑
q

v = 1
∑

j
Fp

j ( Dv ) 是由 N = N( F') ≥ 1 个单

连通曲面{ Ft'}
N
t = 1 组成． 它的 Euler 特征数为

ρ( F') = ∑
N

t = 1
ρ( Ft') = － N( F') ．

再从每个单连通曲面 Ft' 中挖去岛{ Fi
j ( Dv ) } ．

注 意， 如 果 一 个 岛 Fi
j ( Dv ) 是 单 连 通 的， 则

ρ( Fi
j ( Dv ) ) = － 1 = ρ + ( Fi

j ( Dv ) ) － 1; 若 Fi
j ( Dv ) 是

多连通的，则 ρ( Fi
j ( Dv ) ) = ρ + ( Fi

j ( Dv ) ) ． 记 F*
t =

Ft' － { Fi
j ( Dv ) } ，则 F*

t 是由若干连通曲面 F*
tμ 组成．

设{ F*
tμ } 中有 N( F*

t ) 个连通曲面是单连通的． 由于
岛不含Ft' 的边界，因此从Ft' 中挖去岛后的割口均是
不接触边界的“环”． 用 nv 表示F( Dv ) 中单连通岛的
个数，则它们的 Euler 特征数应满足

－ N( F') = ∑
q

v = 1
∑

j
ρ + ( Fi

j ( Dv ) ) －∑
q

v = 1
n[ ]v +

∑
N

t = 1
∑
μ
ρ + ( F*

tμ ) －∑
N

t = 1
N( F*

t[ ]) ．

由于∑
q

v = 1
∑

j
ρ + ( Fi

j ( Dv ) ) ≥ 0，故可得

∑
q

v =1
nv ≥∑

N

t =1
∑
μ
ρ+ ( F*

tμ ) + N( F') －∑
N

t =1
N( F*

t ) ． ( 1)

下面估计{ F*
tμ } 中的单连通曲面的个数 N( F*

t ) ．
( i) 若 每 个 曲 面 Ft' 在 { Dv} 上 均 没 有 岛，即

∑
q

v = 1
nv = 0，这时 Ft' = F*

t = F*
tμ ，于是

N( F') = ∑
N

t = 1
N( F*

t ) = N，ρ( F*
tμ ) = － 1，

∑
N

t = 1
∑
μ
ρ + ( F*

tμ ) = 0．

( ii) 若至少有一个曲面Ft' 在{ Dv} 上有岛，则对
任何一个有岛的曲面 Ft'，由于 Ft' 是单连通的，其边

界 Ft' 是连通的，所以 F*
t = { F*

tμ } 中，仅有一曲面

A∈ { F*
tμ } 的边界 A包含 Ft'，而A上因挖走了岛必

然有“洞”，故 A 不是单连通的． 其余的曲面 B ∈
{ F*

tμ } － A 的边界 B 与 Ft' 无公共点． 因此 B 对 F0

的相对边界长 L( F0 ) = 0． 由引理 2 可知 ρ + ( B) ≥
( q － 2) S( F0 ) ＞ 0． 所以这些曲面都不是单连通的．
因此对任何一个有岛的曲面 Ft'，在{ F*

tμ } 中没有单
连通曲面． 这样在挖掉所有的岛之后，F' 中至少减

少了一个单连通曲面，于是 N( F') ≥∑
N

t = 1
N( F*

t ) +

1． 再结合( 1) 式便得到

∑
q

v = 1
nv － 1 ≥∑

N

t = 1
∑
μ
ρ + ( F*

tμ ) ．

对每个曲面 F*
tμ 应用引理 2，然后求和

∑
N

t = 1
∑
μ
ρ + ( F*

tμ ) ＞ ( q － 2)∑
N

t = 1
∑
μ
Stμ ( F0 ) －

25π2

δ3 ∑
N

t = 1
∑
μ
Ltμ ( F0 ) = ( q － 2) S( F0 ) － 25π2

δ3
L( F0 ) ，

( 2)
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其中
Stμ ( F0 ) = F*

tμ / F0 ，

S( F0 ) = ∑
N

t = 1
F*

t / F0 = ∑
N

t = 1
∑
μ
Stμ ( F0 ) ，

Ltμ ( F0 ) 是 F*
tμ 对 F0 的 相 对 边 界 长，L( F0 ) =

∑
N

t = 1
∑
μ
Ltμ ( F0 ) 是F对F0 的相对边界长． 结合( 2) 式

及引理 1，并注意 q( δ /2) 2 ＜ F0 便得到

∑
N

t = 1
∑
μ
ρ + ( F*

tμ ) ＞ ( q － 2) ( S － π2

δ F0

L) － 25π2

δ3
L ＞

( q － 2) S － ( qπ2

δ F0

L + 25π2

δ3
) L ＞

( q － 2) S － 26π2

δ3
L．

结合( i) 有

( q － 2) S － 26π2

δ3
L ＜ 0． ( 3)

结合( ii) 有

∑
q

v = 1
nv － 1 ＞ ( q － 2) S － 26π2

δ3
L． ( 4)

在( 4) 式中取∑
q

v = 1
nv = 1，再结合( 3) 式即得引

理 3．
引理 4 在引理 3 的条件下，令 nv' 表示岛集

F( Dv ) 中的单叶单连通岛的个数，则有

(∑
q

v = 1
nv' － 1) +≥ ( q － 4) S － h0L．

证 设 nv″ 表示 F( Dv ) 中所含多叶单连通岛的
个数，于是有

nv = nv' + nv″ = 2nv － nv'．
由于对区域 Dv 的平均覆盖次数 S( Dv ) 必定满足

S( Dv ) ≥ nv' + 2nv″，
所以根据引理 1 可以得到

S + hL≥ S( Dv ) ≥ 2nv － nv'，
也即是

S + hL + nv' ≥ 2nv．
对所有的 v 求和得到

qS + qhL +∑
q

v = 1
nv' ≥ 2∑

q

v = 1
nv． ( 5)

下面再应用引理 3 于( 5) 式，当∑
q

v = 1
nv ≥ 1 时，

qS + qhL +∑
q

v = 1
nv' － 2 ≥

2(∑
q

v = 1
nv － 1) ≥ 2( q － 2) S － hL，

整理后有

∑
q

v = 1
nv' ≥ ( q － 4) S － h1L． ( 6)

当∑
q

v = 1
nv = 0 时，有∑

q

v = 1
nv' = 0，于是

qS + qhL≥ 2( q － 2) S － hL．
整理后有

( q － 4) S － h2L≤ 0． ( 7)

结合( 6) ～ ( 7) 式，即得引理 4．
引理 5 设 f = f( z) 为 U: = { z: z ＜ Ｒ} 内的

亚纯函数，Dv，v = 1，2，…，q( q≥3) 为球面C
∧

上的 q
个不同的单连通区域，其中 nv = nv ( Ｒ，Dv ) 表示
f( U) 盖成 Dv 上的单叶单连通岛的个数，则 r ∈
( 0，Ｒ) ，有

( q － 4) S( r，f) ≤ (∑
v

j = 1
nv － 1)

+
+

2π2h2
0

ln Ｒ － ln r．

证 圆盘Dr : = { z: z ≤ r} 的Euler特征数为

ρ( Dr ) = － 1．

从球面 C
∧

上挖去 q 个区域 D1，D2，…，Dq，记剩下的
部分为 F0，则 ρ( F0 ) = q － 2． 从 Dr 上挖去区域 D1，
D2，…，Dq 上所有的单叶单连通岛，记剩下的部分为

D－
r ，则 Fr : = ( D－

r ，f) 是 F0 的有限覆盖，其 Euler 特
征数

ρ( Fr ) = ρ( D－
r ) = － 1 +∑

q

v = 1
nv ( r，Dv ) ≤－ 1 +

∑
q

v = 1
nv ( Ｒ，Dv ) : = N．

由引理4 得N+≥ ( q － 4) S( r) － h0L( r) ，也即是

L( r) ≥［( q － 4) S( r) － N+］h－1
0 ．

下面分情况讨论．
( i) 若t∈ ( r，Ｒ) ，恒有

( q － 4) S( t) － N+ ＞ 0，

则将上式两边分别平方并应用 Schwarz 不等式得到

［( q － 4) S( r) － N+］2h－2
0 ≤ L2 ( r) ≤ 2π2 r dS( r)

dr ．

因此

dr
r ≤

2π2h2
0

( q － 4) 2·
dS( r)

［S( r) － N+

q － 4］
2 ．

两边分别从 r 到 Ｒ 求积分得到

ln Ｒ － ln r≤
2π2h2

0

( q － 4) 2 ∫
Ｒ

r

dS( t)

［S( t) － N+

q － 4］
2
=

2π2h2
0

( q － 4) 2

1

S( r) － N+

q － 4

－ 1

S( Ｒ) － N+

q －







4
≤

2π2h2
0

( q － 4) S( r) － N+ ．

整理得

( q － 4) S( r) ＜ N+ +
2π2h2

0

ln Ｒ － ln r≤
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∑
q

j = 1
nv ( Ｒ，Dj ) －[ ]1 + +

2π2h2
0

ln Ｒ － ln r． ( 8)

( ii) 若t∈ ( r，Ｒ) ，使( q － 4) S( t) － N+≤ 0，

则( q － 4) S( r) ≤ ( q － 4) S( t) ≤ N+ ．
这时( 8) 式也成立． 这样就证明了引理 5．
引理6［15］ 设G是在平面区域U上的一亚纯函

数族，则 G 在 U 内正规的充要条件是:ε ＞ 0，

z∈ D，都r ＞ 0，使对所有的 f∈ G 都有
S( z，r，f) ＜ ε．

2 定理的证明

定理 1 的证明 由于正规性是局部性质，所以
不妨设 U = { z: z ＜ Ｒ} ．f∈ G，由引理 5 可知

( q － 4) S( r，f) ≤ (∑
v

j = 1
nv － 1) + +

2π2h2
0

ln Ｒ － ln r．

因为 f( U) 在{ Dv}
5
v = 1 上至多有 1 个单叶岛，所以

(∑
v

j = 1
nv － 1) + = 0．

于是

S( r，f) = ( 5 － 4) S( r，f) ≤
2π2h2

0

ln Ｒ － ln r．

ε ＞ 0，当 r ＜ Ｒ exp( － 2π2h2
0 /ε) 时，有

S( r，f) ≤
2π2h2

0

ln Ｒ － ln r ＜ ε

成立，从而由引理 6 可知 G 在 U 内正规．
定理 2 的证明 设 av，v = 1，…，5 是 G 的 5 个

相互判别的单叶限制值，则存在充分小的 δv ＞ 0，使
得 z － av ≤ δv 互不相交． 于是 f ∈ G，f( U) 在

{ Dv}
5
v = 1 上至多有 1 个单叶岛． 从而由定理 1 知道 G

在 U 内正规．
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The Normal Theory Concerning the Univalent Ｒestricted Values

SUN Daochun1，CHAI Fujie2

( 1． School of Mathematics，South China Normal University，Guangzhou Guandong 510631，China;

2． School of Humanities and Social Sciences，Guangzhou Civil Aviation College，Guangzhou Guandong 510403，China)

Abstract: By using the Ahlfors' covering theorem，the normality criteria for a family of meromorphic functions con-
cerning the restricted values is investigated． Some normal theorems concerning the univalent islands and the univa-
lent restricted values are obtained，which extend the famous Ahlfors＇ five islands theorem and the Nevanlinna＇s five
univalent-valued theorem．
Key words: meromorphic function; normal families; covering surface; island; univalent restricted value

( 责任编辑: 王金莲)

172第 3 期 孙道椿，等: 关于单叶限制值的正规定理


