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带有 Poisson跳的固定资产模型解的全局稳定性
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摘要:讨论了带有 Poisson跳的固定资产模型解的全局稳定性，并给出了固定资产模型稳定性判断准则，
该方法的优点是在弱于全局 Lipschitz的条件下，讨论了模型解的渐近性质．最后通过数值算例对结论进
行了验证．
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0 引言

考虑固定资产模型［1］

K( a，t) t + K( a，t) a = － μ( a，t) K( a，t) +
f( t，K( a，t) ) + g( t，K( a，t) ) dWt dt +
h( t，K( a，t) ) dNt dt，( a，t) 在 Q中，
K( 0，t) = φ( t) = γ( t) A( t) ·

F L( t) ，∫
A

0
K( a，t) d( )a ，t∈［0，T］， ( 1)

K( a，0) = K0 ( a) ，a∈［0，A］，

N( t) = ∫
A

0
K( a，t) da，t∈［0，T


















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其中Q = ( 0，A］× ( 0，T］，t∈［0，T］表示时间，a∈
［0，A］，A表示最大年龄，K( a，t) 为时刻 t 和年龄 a
的资本密度函数，N( t) 为资本总量，μ( a，t) 为资本
折旧率，γ( t) 为资本积累率，0 ＜ γ( t) ＜ 1，A( t) 是

在 t时刻的进步系数，N( t) = ∫
A

0
K( a，t) da是在 t时

刻的资本总数．现实生活中总存在一些不确定性、不
连续的突然扰动．如技术的革新、新产品的引进、新
政策的变化等．这些因素的变化使得资产是包含有
风险的资产．由于资本市场是复杂多变的，而且资产
是不连续和不可预期的，所以考虑随机扰动，用

f( t，K( a，t) ) + g( t，K( a，t) )
dWt

dt + h( t，K( a，t) )
dNt

dt
表示外部环境对资本系统的影响，其依赖于时间 t
和资本密度函数 K( a，t) ． Wt 是白噪声，h( t，K( a，

t) ) 表示跳跃系数，Nt 是强度为 λ 的 Poisson 过程．
Nt = Nt － λt是一个补偿的 Poisson过程．
由于随机固定资产模型的精确解很难求出，因

此研究数值解及其解的相关性质就显得尤为重要．
目前随机固定资产模型的数值解已有很多研究成

果［2-4］，如文献［2］利用显式 Euler 法在局部
Lipschitz条件下讨论了带 Markovian 调制的随机固
定资产模型数值解的强收敛性; 文献［3］在
Lipschitz条件下，讨论了带有随机的固定资产模型
数值解的收敛性;文献［4］在 Lipschitz条件下，利用
split-step θ方法研究了带有 Poisson 跳的年龄结构
种群模型解的收敛性．上述文献都是在 Lipschitz 条
件下讨论稳定性，然而这个条件并不是对任何情况

都满足，这使得随机固定资产模型在研究解的性质

上受到了极大的约束限制． 本文的主要目的是在不
满足全局 Lipschitz条件下证明系统( 1) 解的全局渐
进稳定的充分条件，在弱于全局 Lipschitz 条件下，
讨论了带有 Poisson跳的固定资产模型解的全局稳
定性．

1 预备知识

V = H1( ［0，A］) ≡ { φ φ∈L2( ［0，A］) ，φ /a∈
L2( ［0，A］) ，其中 φ /a 是广义偏导数． V 是 1 个
Sobolev空间． H = L2( ［0，A］) ，满足 V→ H≡ H'→
V'． V'是 V的对偶空间．定义 ·和‖·‖分别为 V和
V' 上的范数〈·，·〉表示 V与 V'空间的内积，(·，·)
表示H空间上的数量积，S是完备的Hilbert空间．存



在常数 m满足
x ≤ m‖x‖，x∈ V． ( 2)

Wt 是定义在完备的概率空间( Ω，F，P) 上且取
值在可分的Hilbert空间 S上的Wiener过程，具有增
量协方差算子 G，B∈ L( S，H) 是所有从 S到 H的有
界线性算子空间，‖B‖2 表示 Hilbert-Schmidt 范
数［2］，即‖B‖2

2 = tr( BGBT ) ．
用 Kt 表示随机过程 K( a，t) ，Ｒ + 表示所有非负

实数集，Z + 表示所有正整数集． C( V，Ｒ + ) 表示由

V→ Ｒ + 所有连续函数集，Ci ( V，Ｒ + ) 表示由 V→Ｒ +

具有 i阶连续可导函数集，Ci
b ( V，Ｒ) 表示由V→Ｒ具

有 i阶连续有界可导函数集．假设 Poisson过程 Nt是

独立的Wiener过程Wt． a． s．表示在概率意义下几乎
处处成立．
考虑带有 Poisson跳的固定资产模型

d tKt = －
Kt

a
dt － μ( a，t) Ktdt + f( t，Kt ) dt +

g( t，Kt ) dWt + h( t，Kt ) dNt，

其中dt tKt表示K关于 t的微分，即dtKt = dtK( a，t) =
( K( a，t) /t) dt．
定义 1 ( Ω，F，P) 是完备的概率空间，Kt 是在

取值可分的 Hilbert空间 S上的连续适应过程，并满
足滤波 { Ft} 的通常条件，且 P{ Wt0 = 0} = 1，
P { Nt0 = 0} = 1，这样初始条件 K0 的分布可以给

出，对于 t∈［t0，τ +!) ，如果有

Kt = K0 + ∫
t

0
( － K( a，s) a － μ( a，s) K( a，s) +

f( t，K( a，s) ) ) ds + ∫
t

0
g( t，K( a，s) ) dWs +

∫
t

0
h( t，K( a，s) ) dNs a． s．，

则称 Kt 为系统 ( 1) 的弱解，其中得到了 1 组元素
( Kt，Ω，{ F } ，P，{ Ft} ，Wt，Nt ) ，τ +! 是 Kt 的爆破时

间，即 τ +! = lim
ε→+!

inf { t≥ t0 ‖Kt ≥ ε‖} ．

特别地，当{ Ft} 是Wiener过程Wt、Poisson过程
Nt 和初始条件 K0 所生成的滤波

［5］时，称 Kt 为系统

( 1) 的强解．
引理 1［5］ 若平方可积函数 f( t，K( a，s) ) ，g( t，

K( a，t) ) ，h( t，K( a，t) ) 是连续的，则在可测空间
( V，L2 ( V) ) 上，对任意初始分布 μ，系统( 1) 存在关
于初始分布 μ的弱解 Kt，即V∈ L2 ( V) 有 P{ K0∈
V} = μ( V) 成立．
注 1 引理 1 说明在充分的条件下系统( 1) 存

在弱解．

2 主要结论

先介绍在概率意义下全局稳定性和全局渐近稳

定性的相关定义，从而为研究在不满足全局
Lipschitz条件下，带有 Poisson跳的固定资产模型解
的稳定性提供依据．
定义 2 系统( 1) 零解的稳定性，
( i) ε∈ ( 0，1) ，存在K函数 α，K0 ∈ V，若

系统( 1) 的每个弱解 Kt 都满足
P{ sup

t≥t0
Kt ＜ α( K0 ) } ≥ 1 － ε，

则系统( 1) 的零解在概率意义下是全局稳定的;
( ii) 若K0 ∈ V，且系统( 1) 的零解在概率意

义下是全局稳定的，若每个弱解 Kt 都满足
P{ lim

t→!
Kt = 0} = 1，

则系统( 1) 的零解在概率意义下是全局渐近稳定的．
为了证明本文的主要结论，给出以下假设条件:

( H1) μ( a，t) 非负可测，γ( t) 和 A( t) 非负连
续，且

0 ≤ μ0 ( a，t) ≤ μ( a，t) ＜ !，( a，t) 在 Q中，
γ( t) A( t) ≤ η，η≥ 0， t在［0，T］中{ ，

其中∫
A

0
μ( a，t) dt = + !;

( H2) f( t，0) = 0，g( t，0) = 0，t∈［0，T］;

( H3) F( L，N) ≥ 0( F( L，0) = 0) ，F L ＞ 0，
0 ＜ F N ＜ F1

{ ，

其中 F1 是大于 0 的常数;

( H4) 存在常数 α
— ＞ 0，β∈ Ｒ，t∈［0，T］，使得

2〈f( t，Kt ) ，Kt〉+ ‖g( t，Kt ) ‖
2
2 + λ h( t，Kt )

2 ≤

－ α
—
‖Kt‖

2 + β Kt
2，( a，t) ∈ Q，a． e． t． ．

定理 1 若系统( 1) 满足条件( H1) ～ ( H4) ，
并且存在函数 V∈ C2 ( V，Ｒ + ) ，使得

( i) AF2
1η

2 － 2μ0 － α
— /m + β≤ 0;

( ii) 对于K0，a = K0的分布和K0的其他分布，系

统( 1) 的零解满足{ Kt ∈ V L Kt
2 = 0} a． s．，

则系统( 1) 的零解在概率意义下是全局渐近稳定的．
证 由引理 1 知在任意确定初始条件下，系统

( 1) 有 1 个弱解 Kt ．
先证明系统 ( 1) 的每一个弱解都定义在 t ∈

［0，!) a． s． ． 利用反证法，假设对于弱解 Kt，有
P{ σ! ＜ + !} ＞ 0 成立，其中 σ! = lim

r→+!
σr，σr 是停

时，即 σr = inf { t = 0 ‖Kt‖≥ r} ，则存在常数
ε ＞ 0和 T ＞ 0，使得 P{ σ!≤ T} ＞ 2ε．而且存在充
分大的常数 N ＞ 0，使得

P{ σr ≤ T} ≥ ε，r≥ N． ( 3)
根据弱解的连续性可得
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E( Kt
2
t∧σr
) ≥ E( I{ σr≤t} Kt

2
σr
) ≥

P{ σr ≤ t} r2，t≥ 0． ( 4)

对 Kt
2 利用 It o∧公式得到

d Kt
2 = － 2〈Kt，Kt /a〉dt － 2〈Kt，μ( a，t) Kt〉dt +

2〈Kt，f( t，Kt )〉dt +‖g( t，Kt )‖
2
2dt + λ h( t，Kt )

2dt +
2〈Kt，g( t，Kt )〉dWt + 2〈Kt，h( t，Kt )〉dNt．
在系统( 1) 和假设条件( H1) ～ ( H4) 下可得

L Kt
2 = － 2〈Kt，Kt a〉－ 2〈Kt，μ( a，t) Kt〉+

2〈Kt，f( t，Kt ) 〉+ ‖g( t，Kt ) ‖
2
2 + λ h( t，Kt )

2 ≤
－ 2〈Kt，Kt a〉－ 2μ0 ( a，t) 〈Kt，Kt〉+ 2〈Kt，f( t，
Kt ) 〉+ ‖g( t，Kt ) ‖

2
2 + λ h( t，Kt )

2，

其中

－〈Kt，Kt a〉= － ∫
A

0
KtdaKt = － 1

2 ∫
A

0
daK

2
t =

1
2 γ( t)

2A( t) 2 F L( t) ，∫
A

0
Ktd( )a － F( L( t) ，0[ ]) 2

≤

1
2 η

2( F( L，N) N y )
2( ∫

A

0
Ktda)

2 ≤ 1
2 AF2

1η
2 Kt

2，

这里 y∈ ( 0，∫
A

0
Ktda) ．

结合( 2) 式可得
－ 2〈Kt，Kt /a〉 － 2〈Kt，μ( a，t) Kt〉 + 2〈Kt，f( t，
Kt ) 〉+ ‖g( t，Kt ) ‖

2
2 + λ h( t，Kt )

2 ≤

AF2
1η

2 Kt
2 － 2μ0 ( a，t) Kt

2 － α
—
‖Kt‖

2 + β Kt
2≤

AF2
1η

2 Kt
2 － 2μ0 ( a，t) Kt

2 － α
—

Kt
2 /m +

β Kt
2 = Kt

2 ( AF2
1η

2 － 2μ0 ( a，t) － α
— /m + β) ＜ 0，

所以

Kt∧σr
2 = K0

2 + ∫
t∧σr

0
L Ks

2ds + 2 ∫
t∧σr

0
〈Ks，g( s，

Ks ) dWs〉+ 2 ∫
t∧σr

0
〈Ks，h( s，Ks ) dNs〉．

故
E( Kt∧σr

2 ) = E( K0
2 ) ． ( 5)

由( 3) ～ ( 5) 式可得
εr2 ≤ P{ σr ≤ T} r2 ≤ K0

2，r≥ N．

由于 r2 ∈K!，所以 + != lim
r→+!

εr2 ≤ K0
2 ＜ + !，显

然，这与提出的假设 P{ σ! ＜ + !} ＞ 0 矛盾． 因此
P{ σ!≤+ !} = 0，故系统( 1) 的任意一个弱解都定
义在 t∈［0，!) a． s． ．
下面分情况证明系统( 1) 的零解在概率意义下

是全局稳定的．
在 K0≠0的情况下，ε∈ ( 0，1) ，r ＞ 0和系统

( 1) 的每个弱解 Kt，结合( 4) 式和( 5) 式，对于所有
t≥ 0，P{ σr≤ t} r2≤ E( Kt∧σr

2 ) ≤ K0
2 ．根据上

式，令 t→+ !，得到 P{ σr ≤+ !} ≤ K0
2 / r2 ．因此

P{ sup
t≥0

Kt ≤ r} ≥ 1 － ε， ( 6)

其中 r = K0
2 /槡 ε显然是 1 个K函数．

在 K0 = 0的情况下，结合( 5) 式，对于所有 t≥
0，有 E( Kt∧σr

2 ) = 0．因为 Kt
2 ≥ 0，可得对于所

有 t≥0a． s．，有 Kt∧σr
2 = 0，即对于所有 t≥0a． s．，

有 Kt∧σr
= 0． 令 r →+ !得到 Kt ≡ 0a． s． ． 所以，在

K0 = 0 的情况下，ε∈ ( 0，1) ，( 6) 式成立．因此，
系统( 1) 的零解在概率意义下是全局稳定的．
下面的证明过程为了说明系统( 1) 的每一个弱

解 Kt 满足
P{ lim

t→!
Kt = 0} = 1． ( 7)

事实上，Kt
2( AF2

1η
2 －2μ0( a，t) － α

— /m + β) ≤0，

Kt
2≥0，由弱解的连续性和引理1知，r = 1，2，…，
{ Kt∧σr

2} t≥0 是非负连续上鞅． 即 r = 1，2，…，有
E( Kt∧σr

2 Fs ) ≤ Ks∧σr
2a． s．，结合lim

r→+!
σr = + !a． s．

和 Fatou引理，t ＞ s≥ 0，有
E( Kt

2 Fs ) = E( lim
r→+!

inf Kt∧σr
2 Fs ) ≤

lim
r→+!

inf E( Kt∧σr
2 Fs ) ≤ lim

r→+!
inf Ks∧σr

2 =

Ks
2a． s． ．

因此，{ Kt
2} t≥0 是连续上鞅．又 K!

2 = lim
t→+!

Kt
2 存

在且有界 a． s．，E( K!
2) = lim

t→+!
E( Kt

2) 是有界非负

的［6］．结合文献［7］可知{ Kt
2} t≥0 是一致可积的．

接下来证明 E( K!
2 ) = 0． 利用反证法，假设

E( K!
2 ) ＞ 0．选定 1 个递增时间序列{ tn} n∈Z + 且

满足 lim
n→+!

tn = + !． 记 Qn
t = K( t + tn，a) ，t ≥ 0，

n∈Z + ．根据弱解的连续性，n ∈ Z +，Qn
t 连续．

并且 Qn
t 满足

Qn
t = Qn

0 + ∫
t

0
－ Qn

s /a － μ( a，s) Qn
s + f( s，Qn

s ) ds +

∫
t

0
g( s，Qn

s ) ) dW
n
s + ∫

t

0
h( s，Qn

s ) ) dN
n
s，t≥ 0， ( 8)

其中 Wn
s = W( s + tn ) － W( tn ) 是Wiener过程，Qn

t 和

Wn
t 被定义在相同概率空间上．
根据上鞅的性质可得

E( Qn
t

2) = E( Kt+tn
2) ≤ K0

2，t≥0，n∈Z+ ．

由上鞅不等式［8］，T≥ 0 和 m≥ 0 得
sup
n∈Z +

P{ sup
0≤t≤T

Qn
t ≥m} ≤ sup

n∈Z +
P{ sup

0≤t≤T
Kt+tn

2≥

m2 } ≤ K0
2 /m2 ． ( 9)

由 m2 ∈K!得
lim
m→+!

sup
n∈Z +

P{ Qn
0 ≥ m} = 0． ( 10)

根据( 8) 式和( 9) 式，T≥ 0和 ε ＞ 0可证明
下式成立［5］:
lim
δ→0 +

sup
n∈Z +

P{ max
t －s ≤δt，s∈［0，T］

Qn
t － Qn

s ＞ ε} = 0． ( 11)
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由( 10) 式，( 11) 式和文献［9］知，存在 1 个
{ Qn

t } n∈Z + 的子序列 { Qnj
t } j∈Z +，概率空间 ( Ω，F，P) ，

K
∧nj

t ( j∈Z + ) 被定义在该空间上． n维连续过程Kt
∧
，当

j→+ ! a． s．，K
∧nj

t 收敛于Kt
∧
，K
∧nj

t 和 Qnj
t 是同分布，可

写成

K
∧nj

t =
D
Qnj

t ，j∈ Z + ． ( 12)
由( 8) 式可以类似地证明［9］，对于每一个 h ∈

C2
b ( V，Ｒ) 和 l ∈ Z+，M( t) : = h( K

∧

t∧ σ
∧

l
) － h( K0

∧
) －

∫
t∧ σ∧l

0
Lh( Ks

∧
) ds是鞅，其中 σ∧l = inf { t≥0 Kt

∧
≥l} ．

由文献［9］知，K0
∧
在特定分布下，Kt

∧
是系统( 1) 的弱解．

由于 Qnj
0 = Ktnj
，j∈ Z +，{ Kt

2 ≥ l} t≥0 是一致

可积的，从而{ Qnj
0 } j∈Z + 是一致可积的． 由( 12) 式

得{ K
∧nj

t } j∈Z + 也是一致可积的．由文献［10］得
E( K!

2 ) = E( lim
j→+!

Qnj
0

2 ) = lim
j→+!

E( Qnj
0

2 ) ，

E
∧
( K
∧

0
2 ) = E

∧
( lim

j→+!
K
∧nj

0
2 ) = lim

j→+!
E
∧
( K
∧nj

0
2 ) ，

结合( 12) 式可得 E
∧
( K
∧

0
2 ) = E( K!

2 ) ＞ 0．所以

K
∧

t 是 1 个非零弱解．
t≥0，由于Qnj

t = Kt+tnj
，j∈Z +，{ Kt

2≥ l} t≥0

是一致可积的，从而{ Qnj
t } j∈Z + 是一致可积的． 由

( 12) 式得 { K
∧nj

t } j∈Z + 也是一致可积的． 由文献
［10］得

E( K!
2 ) = E( lim

j→+!
Qnj

t
2 ) = lim

j→+!
E( Qnj

t
2 ) ，

E
∧
( K
∧

t
2 ) = E

∧
( lim

j→+!
Knj

t
2 ) = lim

j→+!
E
∧
( Knj

t
2 ) ，

结合( 12) 式得，对于所有 t ≥ 0，有 E
∧
( K
∧

t
2 ) =

E( K!
2 ) ＞ 0．这意味着L K

∧ 2
t ≡0a． s．，这与定理

1 中假设条件( ii) 矛盾． 故 E( K!
2 ) = 0． 又因为

K!
2 ≥0a． s．，E( K!

2 ) = 0，有 K!
2 = 0a． s．，即

lim
t→+!

Kt
2 = 0a． s．，故( 7) 式成立．

3 数值算例

通过例子对给出的结论进行验证( 见图 1) ．
K( a，t)
t

+ K( a，t)
a

= － 2
( 1 － a) 2

K( a，t) +

f( t，K( a，t) ) + g( t，K( a，t) ) dWt dt +

h( t，K( a，t) ) dNt dt，( a，t) ∈［0，0． 8］×［0，8］，

K( 0，t) = φ( t) = γ( t) A( t) L( t) N( t) ，t∈［0，8］，
K( a，0) = exp［－ 1 / ( 1 － a) ］，a∈［0，0． 8］，

N( t) = ∫
0． 8

0
K( a，t) da，t∈［0，8

















］，

其中

μ( a，t) = 2 / ( 1 － a) 2，f( t，K( a，t) ) = － 2K( a，t) ，
g( t，K( a，t) ) = K( a，t) ，h( t，K( a，t) ) = sinK( a，t) ，

γ( t) A( t) = 1，F L( t) ，∫
A

0
K( a，t) d( )a = ( 8 － t) ∫

A

0
K( a，

t) da，L( t) = 8 － t．
易得

2 = μ0 ( a，t) ≤ μ( a，t) ＜ !，( a，t) 在 Q中，

γ( t) A( t) ≤ η = 1，η≥ 0， t在［0，8］中{ ，

2〈f( t，Kt ) ，Kt〉+‖g( t，Kt )‖
2
2 + λ h( t，Kt )

2 ≤

－ α
—
‖Kt‖

2 + β Kt
2，( a，t) ∈ Q，a． e． t．，

其中 λ = 0． 8，α
— = 3，β = 0． 8，并且有 f( t，0) = 0，

g( t，0) = 0，A = 0． 8，F1 = 8，m = 1．

图 1 随机固定资产模型的数值模拟
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故可以验证系统 ( 1) 满足假设条件 ( H1) ～

( H4) ，且满足 AF2
1η

2 － 2μ0 － α
— /m + β≤0．由此可知

系统( 1) 满足定义 2和定理 1的条件，故系统( 1) 的
解是全局渐进稳定的． 图 1 给出了当 Δt = 0. 005，
Δa = 0． 05时固定步长的数值解模拟．图 1( b) 为图
1( a) 中当 a = 0． 2 时的图形，它是为了更直观地描
述带有 Poisson跳的固定资产模型解的稳定性．

4 结论

通常情况下，讨论数值解的稳定性采用的方法

是构造Lyapunov函数，本文克服了构造Lyapunov函
数的困难，直接给出了假设条件 Kt

2 ( AF2
1η

2 －

2μ0 ( a，t) － α
— /m + β) ≤ 0，该方法更为简单有效．文

献［8］要求 LV是负定的，因此，定理 1 将应用于更
广泛的条件．另外，若定理 1中{ Kt ∈ V LV = 0} =
{ 0} 成立，则将直接推导出文献［11］中在概率意义
下的全局渐近稳定性的判定定理．
由定理 1 中的条件( i) 和( ii) 可以看出，随机噪

声强度以及资本折旧率等变化都会对资本密度函数

产生影响．当资本折旧率 μ ＞ AF2
1η

2 /2 － α
— / ( 2m) +

β /2时，资本密度函数 K( a，t) 趋于 0，即该家公司的
资本趋于 0，这说明该公司破产．数值模拟直观地表
现出在一定条件的作用下资本密度函数 K( a，t) 的
变化．
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The Global Stability of Stochastic Age-Dependent Capital System
with Poisson Jumps

QIAO Nan，ZHANG Qimin*

( School of Mathematics and Statistics，Ningxia University，Yinchuan Ningxia 750021，China)

Abstract: The global stability of stochastic age-dependent capital system with Poisson jumps is discussed． And the
criterion for judging the stability of the solution of the model is given． The advantage of this method is that the prop-
erties of the model of solutions are discussed in the lack of global Lipschitz condition． In the last section，the conclu-
sion is proved by numerical examples．
Key words: stochastic age-dependent capital system; Poisson jumps; global asymptotically stable; global stability
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