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可达阵功能的不可替代性
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摘要:可达阵有 2 个重要性质: ( i) Q矩阵中的列均可由可达阵的列线性表示; ( ii) 在 0-1 评分、属性之间
作用不可相互补偿条件下，若可达阵( 或者其列的置换) 是测验 Q矩阵的子矩阵，则任何 2 个不同的属性
掌握模式( 知识状态) 对应的理想反应模式仍然不同．在 Q矩阵当中，是否有其他的 K 阶子矩阵，具有其
中 1 个或者 2 个性质? 这对于认知诊断测验蓝图设计和计算机自适应诊断测验( CD-CAT) 的选题策略的
制定非常重要．但是，十分遗憾，可以证明这 2 个性质都不可以由其他 Q矩阵代替．在一定条件下必要 Q
矩阵才能够表示知识结构，才能够提高认知诊断测验的构念效度．
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0 引言

本文使用的记号，如邻接矩阵 A，可达阵 Ｒ，潜
在 Q矩阵 Qp，学生 Q矩阵 Qs，以及测验 Q矩阵 Qt，

其定义均与文献［1］相同．本文假设考察的领域中
包含且仅包含 K个属性．
由扩张算法［2-4］可知，所谓潜在 Q矩阵( Qp ) 中

由 Ｒ扩张出来的部分( 以下简称为扩张部分) 的每
一列均和可达阵Ｒ的列不相同，而Qp和学生Q矩阵
( Qs ) 的列 α，均可由可达阵 Ｒ 的列线性表示( 组合
系数为 0，1) ，在本文中，将 Ｒ中参与表示 α的列( 比
如 rj ) 称为 α的合成向量，从而 α的任何一个合成向
量 rj ≤ α，即 rj 的每一个分量不超过 α的相应分量，
显然 rj 的长度均不大于 α的长度，如果 α是经由 Ｒ
扩张出来的列而不是 Ｒ的列，那么 α的长度一定大
于参与合成 α的向量的长度，这里用欧式范数定义
向量的长度．还有研究认为，在 0-1 评分和属性之间
无补偿作用条件下，可达阵在认知诊断测验蓝图的

设计中，起着重要作用，即Ｒ作为测验Q矩阵的子矩
阵，可以使知识状态和理想反应模式一一对应，更加

确切地说，任何一个具有知识状态 α的被试，参加测
验蓝图为 Ｒ的认知诊断测验，在不受任何随机干扰
的条件下，其作答反应模式的转置仍然是 α［5-6］． 这

表明，可达阵在认知诊断测验中起着重要作用．
然而，是否有且仅有 Ｒ才能够表达 Qs中所有的

列?是否在上述条件下，仅有 Ｒ才能够将知识状态 α
映射为理想反应模式 α的转置?即 Ｒ是否可以由其
他 K阶0-1矩阵( 或者更加严格地说，Qp中 K阶子矩
阵) 代替?这个问题不仅仅在理论研究中很有趣，而

且在众说纷纭的认知诊断测验蓝图设计的讨论中很

重要．
认知诊断测验蓝图设计问题，本质上是测验 Q

矩阵的设计问题．假设测验 Q矩阵 Qt 为 K行 m 列，
Qt 的每一列代表一类题目的属性向量，为了行文简

洁，下文有时候将 Qt的列称为题目( 项目) ，将 Qs的

列称为被试．
通常Q矩阵的元素是0-1，但是最近有人讨论元

素为非负整数的多值 Q矩阵［7-10］．如无另外声明，本
文讨论 0-1 矩阵．
在众多测验中，诊断测验或许是最复杂的［11］．

这种复杂性产生的原因，有观念上的，也有技术上

的:习惯于编制成就测验的专家对认知诊断测验感

到陌生;认知诊断测验蓝图的设计复杂且和成就测

验的双向细目表有较大差异． J． S． Gorin［11］认为，好
的诊断测验要从被试的作答反应中获得其知识方面

的缺陷和不足的信息，找出他们为什么作出这种反

应的 原 因． 好 的 认 知 诊 断 测 验 要 有“穿 透
性”( penetration) ，即从测验成绩获取包括概念、知



识表示和认知加工的心理学信息，提供个体在各个

知识和加工上的水平信息．
认知诊断中常用一个 K维 0-1 向量表示被试的

属性掌握状况，称之为知识状态，如果其第 j 个分量
等于 1，表示被试掌握了第 j 个属性，否则这个分量
等于 0．一个测验的反应数据是带有随机性的，一般
来说，带有随机性的数据的处理比不带随机性的数

据的处理更加困难．一个好的认知诊断测验的设计，
至少应该在测验项目( 题目) 质量相当好而且被试

反应不受随机干扰( 即反应数据是确定性) 时，能够

准确获得被试知识状态． 这是好的认知诊断测验设
计应该满足的必要条件． 不带随机误差的反应模式
称为理想反应模式．用数学语言描述，好的认知诊断
测验的设计应该满足的必要条件是，对于任意 2 个
不同的知识状态，它们在这个测验之下的理想反应

模式也不相等．对于任意 2 个不相等的知识状态 α
与 β，有 α  Q t ≠ β  Qt，这里 Qt 为测验 Q阵，α  Qt

表示知识状态为 α的被试在测验 Q矩阵为 Qt 的认

知诊断测验上的理想反应模式． 若将 Qt 按列剖分，

且 q j 为其第 j个列，则 α  Qt 的第 j个分量为 α  q j ．
有时候也记为( α  Qt ) j，显然α  qt中α与 q j的位置

不可以交换．
在 2007 年以前，有一些关于认知诊断测验编制

( 或者称为认知诊断测验蓝图的设计) 的讨论［12-15］，

有的不一定很成功，如 Ｒ． Henson 等［15］虽然给出一
种认知诊断测验选题和组卷的方法，但是从他们的

模拟结果来看，当属性数目等于 8 时，模式判准率在
0. 232 ～ 0． 450 之间，这样低的模式判准率，很难说
是十分成功的方法; J． P． Leighton 等［14］ 的方案( 包
括M． J． Gierl［16］的方案) 是将潜在Q矩阵Qp作为测

验 Q矩阵，这个方案对于结构紧密［4］的属性层级结
构是合理的，但是对于属性数目 K比较大( 比如K ＞
8) 且结构松散的属性层级结构，Qp 的列数太多，测

验不可能安排这么多题目; 因此，如何从 Qp 中寻找

尽可能少的题目以代表 Qp 是一个重要的问题．
F． Samejima［12］从属性数目等于 4的例子入手，

K． K． Tatsuoka［13］从一般情况入手，均认为单位矩
阵作为测验 Q矩阵的子矩阵，则知识状态和理想反
应模式一一对应． 但是 K． K． Tatsuoka［13］ 认为通常
Q矩阵不会具有这样十分简单的形式，并且她给出
充分 Q矩阵的概念，即如果 Q矩阵的行表示属性，Q
矩阵的行的关于包含关系的逐对比较产生可达矩

阵，则称这个 Q矩阵为这个感兴趣的领域内表达认
知模型是充分 ( sufficient) 的［13］． K． K． Tatsuoka 认
为充分 Q矩阵是知识结构的核心，可以提升认知诊

断测验的效度［13］．知识结构是题目的集合和这个题
目集合的结构，如果沿着 J． P． Leighton 等［14］ 的思
路，知识结构就是属性及其层级关系．但是充分Q矩
阵并没有预期那样发挥巨大的作用，这可以从下面

的反例看出:一方面它不一定可以将属性及其层级

关系可以对应的题目都表达出来; 另一方面充分 Q
矩阵并不比非充分Q矩阵的理论构念效度［17］更高．
例 1 4 个独立属性 Ai，i = 1，2，3，4，学生 Q矩

阵Qs包含16个不同的知识状态．给出2个测验Q矩
阵，Q1 是充分 Q矩阵，Q2 不是可达阵．但 Q2 表达的

属性层级结构中 A1、A2、A3 相互独立，而 A3 是 A4 的

先决属性，其中 Q1 和 Q2 为

Q1 =

1 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0











0 0 1 1

，Q2 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1











0 0 0 1

．

16个不同的知识状态在Q1上仅仅产生10个不
同的理想反应模式，而在 Q2 上却产生 12 个不同的
理想反应模式． 由此可知，Q2 的理论构念效度高于

Q1 的理论构念效度． 这表明，充分 Q 矩阵既不能提
供 4 个独立属性应该表达的 16 种知识状态，从而无
法准确表达知识结构;又不能够提高测验效度．因为
认知诊断测验的目的是探查被试的属性掌握情况，

所以对所探查的知识状态的准确估计的程度应该是

其效度．此例说明充分 Q矩阵并不比非充分 Q矩阵
具有更高的效度．
其他人的研究结果也没有引起足够的重视． M．

J． Gierl［16］说，2006 年由 Steven M． Downing Thomas
M Haladyna编辑的 Elebaum 出版的《测验开发手
册》( Handbook of test development) 里面没有关于
认知诊断测验开发的章节，也没有诊断评估的词条，

尽管编辑对测验开发的概念、实践和创新提供了出
色的综述，并且声称他们描述了 21 世纪测验开发的
最新成果( the state of the art) ．

Chiu Chia-Yi 等［18］ 给出包含单位矩阵的设计
原则，这对于属性层级关系是独立型结构的情形，是

一个合理的解决方案，但是对于其他属性层级结

构［5-6，14］，单位阵并不是 Qp 的子矩阵，从而这样做不

是正确的解决方案．
M． J． Madison等［19］认为认知诊断评估的设计

是 Q矩阵设计，并给出 Q矩阵设计的定义是根据每
一个题目测量的特定的属性子集仔细地安排一组测

验题目．他们认为 Q矩阵设计的基本特征包括评估
的题目数和测量的属性数，其他特征影响 Q 矩阵的
复杂性( complexity) ，一般来讲，Q 矩阵中非零元增
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加则复杂性上升;复杂性因测量每一个属性的题目

数、每一个题目测量的属性数和其他属性联合测量
的属性数的变化而变化． 他们一方面和 Chiu
Chia-Yi等［18］的观点基本一致，认为测验 Q 矩阵包
含单位矩阵能够改善分类准确性、可靠性和收敛速
度;另一方面他们意识到对于不同的属性层级结构，

他们的这种设计有缺陷，于是他们提出一个解决方

案，即通过属性“打包”的方式，将若干个粒度比较
细的属性组合在一起，形成一个粒度比较大的属性，

从而将其他属性层级结构化成独立结构． 笔者认为
他们关于 Q矩阵设计的定义不完整，没有说清楚仔
细安排一组测验题目的目的，这样无法考察 Q 矩阵
是否设计合格;另外他们提出将非独立层级结构的

若干属性“打包”以变成独立层级结构的解决方案
是很难行得通的，特别是完全不适用 J． P． Leighton
等所定义的属性层级结构，因为 J． P． Leighton 等给
出的层级结构都有一个公共的先决属性，按照“打
包”方案，J． P． Leighton等［14］的属性层级结构对应
的只是一个属性，而这样又和认知诊断测验欲诊断

各个属性的掌握情况的目的相违背．
对于 0-1 评分，在属性之间不存在补偿关系条

件下，丁树良等［5-7］指出在可达阵 Ｒ 作为测验 Q 矩
阵时，任何一个属性掌握模式( 知识状态) 在这个测

验上的理想反应模式的转置仍然是这个属性掌握模

式，从而建立可达阵 Ｒ可以使知识状态和理想反应
模式一一对应的结论． 这个结论包含了前面的一些
结果，而且这个结论使得前面那些难以解决的问

题［12-14］迎刃而解，但是，仔细审视这个结论，笔者认

为还是存在应该解决的如下 2 个问题:
( i) 学生Q矩阵( Qs ) 中任何一列均可以表成可

达阵Ｒ的列的线性组合( 组合系数只能是0或者1) ，
问题是潜在 Q矩阵 Qp 中是否还存在另外的 K 阶方
阵 Q0，使得 Qs 中任何一列均可表成 Q0 的列的线性

组合?

( ii) 任给学生 Q矩阵中一个知识状态 α，有 α 
Ｒ = α［5］，如果有 Q1 是 Qp 的 K 阶子矩阵，并且有
α  Q1 = α，问题是 Q1 是否必须等于 Ｒ?
第 1 个问题是讨论 Qp 中是否存在一个子矩阵

可以代表 Qp，这个问题的解决可以作为解决 J． P．
Leighton等［14］方案困境的备选策略．
第 2 个问题的解决，可以使得认知诊断测验的

设计和题库建设方案灵活多样，而且对于构建有认

知诊断功能的计算机化自适应测验( CD-CAT) 的选
题策略有帮助．
上述2个问题实际上是可达阵Ｒ的可替代性问题．

1 第 1 个问题的解

J． P． Leighton等［14］和 M． J． Gierl［16］，甚至 J． S．
Gorin［11］都建议使用潜在 Q矩阵 Qp 作为测验 Q矩
阵，如前所述这个方案的缺陷是: 有时候 Qp 的列比

较多，测验不可能那么长． 因为 Qp 中任何一列都可

以用可达阵Ｒ的列表达，即Ｒ是的代表，所以前面建
议用包含可达阵 Ｒ的测验 Q矩阵( 称之为充分必要
Q矩阵) 代替，如果频频使用可达阵 Ｒ，这容易使 Ｒ
对应的题目 ( 即题目的属性向量和可达阵的列对

应) 过度曝光，危害测验的安全性．所以产生第 1 个
问题，存在其他的 K阶子矩阵，可以将 Qp 的列都表

达出来?这时候当然只要考虑除可达阵Ｒ之外，还有
扩张出来的部分属性层级结构． 记扩张出来的部分
为 Qe ．
定理 1 设Q0是Qp的一个K阶子矩阵，则Qs中

任何一列可以由Q0 的列线性表示当且仅当Q0 = Ｒ．
证 由于可达阵可以表示成为上三角矩阵，要

将 Qs 中所有列表示出来，势必要将可达阵的列表示

出来，所以不妨假设 Q0 是上三角矩阵．
“”充分性．由扩张算法［2-4］立即可得．
“”必要性．只须证明其逆否命题，即若 Q0 不

等于Ｒ，则Qs中存在一列 q，使得 q不可由Q0的列线

性表示．
首先注意到 Ｒ是Qs的子矩阵，而且 Ｒ可以排列

成为对角元素全为1 的上三角0-1矩阵，故Ｒ的任意
一列均不可能由 Ｒ的其他列表出．
若 Q0 不等于 Ｒ，则 Q0 至少缺少 Ｒ中某一列，如

rj，注意 rj的第 j个分量 rjj = 1，而对于所有 t ＞ j，rtj =
0，对凡是第 j 个分量等于 1 并且 t ＞ j，qtj = 0 的列
q( 如果它存在) ，注意到 q是经过 Ｒ扩张出来的列，
从而 q的长度大于 rj，所以 rj不可能由Q0的列表示．
如果 Q0 中根本不存在第 j 个分量等于 1，并且所有
t ＞ j，第 t个分量均等于0的向量，当然Q0的列不可

能表出 rj ．

2 第 2 个问题的解

定理 2 在 0-1 评分并且属性之间不存在补偿
作用条件下，设 Q1 是 Qp的 K阶子矩阵且 α是 Qs中

的任意 1个列向量，即是一个属性掌握模式( 知识状
态) ，则 α  Q1 = αTQ1 = Ｒ．
证 “”． 设 α  Q1 = βT，α = ( α1，α2，…，

αK )
T，β = ( β1，β2，…，βK )

T，要证对所有 i = 1，2，…，

292 江西师范大学学报( 自然科学版) 2016 年



K，αi = 1βi = 1，且 αi = 0βi = 0．
由于 α和 β都是 0-1向量，于是 αi = 1βi = 1

的逆否命题是 αi = 0βi = 0，所以只需证明 αi =
1βi = 1．
记 Q1 = ( q1，q2，…，qK ) = ( r1，r2，…，rK ) ，βi =

1α  ri = α  qi = 1ri = qi ≤ αri 参与 α的复
合，即 ri是α的一个合成向量，且由于 rii = 1αi = 1．
由 αi = 1，知 ri 是 α的一个合成向量ri ≤ α，

因此 β i = 1．
由于 βi = 0αi = 0是 βi = 1αi = 1的逆否

命题，故由上述证明知对一切的 α∈ Qs，α  Ｒ = α．
“”．反之，如果 K阶方阵 Q1，对任意 α∈ Qs，

有 α  Q1 = αT，要证Q1 = Ｒ，令 α  Q1 = βT = ( β1，
β2，…，βK ) ，α

T = ( α1，α2，…，αK ) ．
以下总是假设Q1是梯形矩阵且如果Q1不等于Ｒ:
( i) 如果Q1可以排成对角元均为1的上三角阵

Q1 = ( q1，q2，…，qk ) ，则 Q1 存在 1列，比如 q j，q j 不

等于 rj，于是由 qjj = rjj = 1，而 q j不等于 rj，可知 rj是
q j 的合成向量，于是 rTj rj ＜ qT

j q j，从而 rj  q j = 0，即
rj  Q1 的第 j个分量 β j = ( rj  Q1 ) j = 0 ≠ rjj = 1．
所以当 Q1 为对角元均为 1的上三角阵时，不可能对
所有的 Qs 中的列 α使 α  Q1 = αT ;即 rj  Q1 的第 j
个分量 β j = ( rj  Q1 ) j = 0 ≠ rjj = 1．
( ii) Q1 不可以化成对角元等于 1 的对角矩阵，

比如存在第 j + 1列 q j +1，使得 qj，j +1 = 1，但对于任意
t ＞ j，qt，j +1 = 0，这时，
( a) 因为可以对 Q1 的列进行置换，不妨设 q j =

q j +1，则考察 q j 在测验 Q矩阵上的理想反应模式，知
β j +1 =̂ ( q j  Q1 ) j +1 = q j  q j +1 = 1 ＞ q j +1，j +1 = 0．由
此可知存在 α∈ Qs，使得 α  Q1 ≠ αT ．
由此可见，如果 Q1 与 Ｒ相比，仅仅是第 j + 1列

不同，且 q j +1 = rj ( 也就是Q1是将Ｒ中某1列用其他
K － 1列中的1列代替，其他K － 1列保持不变，即Q1

中有 2 列相同) 也不能够满足任意 α∈ Qs，使 α 
Q1 = αT ．
( b) 若 q j ≠ q j +1，则由于 qj，j +1 = 1，但 t ＞ j，

qt，j +1 = 0，故或者 q j +1 = rj 或者( rj ≤ q j +1 ) 且( rj ≠
q j +1 ) ，于是当 q j +1 = rj时，考察 rj在测验Q矩阵Q1上

的理想反应模式，有 rj  q j +1 = 1 = β j +1 ＞ rj +1 = 0，
故rj  Q1 ≠ rTj ;
当( rj≤ q j +1 ) 且( rj≠ q j +1 ) 时，考察 q j +1在测验

Q矩阵 Q1 上的理想反应模式，知

β j +1 = ( q j +1  Q1 ) j +1 = 1 ＞ qj+1，j +1 = 0，
则可知α∈ Qs，使得 α  Q1 ≠ αT ．定理证毕．

注意，可达阵 Ｒ 经过列的置换以后记为 Ｒ1，则

Ｒ1 作为测验 Q阵的子矩阵也可以使不同的知识状
态对应的理想反应模式不同，但是任给一个知识状

态 α，α  Ｒ1 ≠ αT，因为 α  Ｒ1 只能对应 αT 的一个

置换．

3 小结与讨论

对于 0-1 评分和属性之间不存在补偿的条件
下，对已有的定量认知诊断测验蓝图的编制原则

( 方案) 和它们的缺陷进行归纳和总结: 第 1 类是在
测验 Q 矩阵中植入单位矩阵而不注意属性不同的
层级结构，须知在其他属性层级结构之下，某些单位

矩阵的列是不可能纳入测验 Q 矩阵的;第 2 类是将
潜在 Q矩阵作为测验 Q矩阵，而有的属性层级结构
测验 Q矩阵的列数太多;第 3 类是将可达阵植入测
验 Q矩阵，虽然避免了上述 2 类缺陷，但是没有考
虑可达阵是否可以由其他矩阵代替的问题． 本文针
对第 3 类认知诊断测验蓝图设计方案的不足，讨论
可达阵的替代性问题，证明了可达阵的 2 种不可替
代性:第 1 个不可替代性是对所有元素为 0-1 的 Q
矩阵，当且仅当可达阵的列才可以将潜在 Q 矩阵的
列线性表示;第 2 个不可替代性是对 0-1 评分且属
性之间不可补偿条件下，当且仅当可达阵 Ｒ 作为测
验 Q 矩阵的子矩阵才能够将知识状态和理想反应
模式一一对应．这 2 个不可替代性进一步反映了可
达阵的重要作用． 第 2 个不可替代性表明在 0-1 评
分且属性之间的作用不可以相互补偿条件下，将可

达阵作为测验 Q 矩阵的子矩阵可以使知识状态和
理想反应模式一一对应，这样设计的测验 Q 矩阵应
该称为必要 Q 矩阵( necessary Q matrix) ．这个名字
比以前说的充分必要 Q矩阵更加准确，更加简洁．
由于理想反应模式不带随机误差，而观察反应

模式往往带有随机误差，所以定理 2 只是在一定条
件下，好的认知诊断测验编制的必要条件．它在实际
应用中能够起多大作用，还应该结合实际数据进行

分析．实际应用时认知诊断测验的题目的质量肯定
非常重要，题目质量越差，观察反应模式偏离理想反

应模式越远，定理 2 对认知诊断测验编制的指导作
用越小，也就是说在这种情况下，纵使可达阵作为测

验 Q矩阵的子矩阵，对于提高认知诊断测验的模式
判准率的作用有限; 另外认知诊断测验蓝图如何编

制，至少必须考虑测验的长度和是否利用选择项中

的诊断信息，显然题目越多，测验误差的控制越好．
特别是独立型属性结构，可达阵对应的题目的确比
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较简单，当 K 比较大时，挑选什么样的题目属性向
量，很有讲究，罗欢等［20］提出过一个方案，是否有更

加合适的方案，如何平衡属性数目和题目数，值得讨

论;至于利用选择项的诊断信息的认知诊断测验蓝

图的编制问题，李瑜等［21-22］提出多项选择题认知诊

断测验的编制原理和方法，认为既要有干扰项和正

答项的属性向量相似，又要有干扰项和正答项的属

性向量区分．
定理 2 的充分性部分于 2010 年就已经提出［6］，

只不过那时候的证明比较繁琐，需要几条引理才能

够导出．本文的证明比较简洁易懂．
定理 2 的成立是有条件的，如果违背属性之间

作用不可补偿的条件，即属性之间可以补偿或者部

分属性之间作用可以补偿的情况，或者 0-1 评分的
条件变成多级评分条件，甚至变成多值 Q 矩阵的条
件，认知诊断测验蓝图的设计原理的讨论是一个非

常重要而又具有挑战性的论题．当然多值 Q 矩阵的
条件下，也有相应的扩张算法［7］，定理 1 的讨论可
能比较容易．
至于属性“打包”的问题，虽然不能够将其他属

性层级结构化成独立结构，但是却可能可以解决属

性过多、认知诊断模型难于处理的问题［23］．
以上讨论均假设 Q矩阵的元素标注正确，而这

是十分理想的情况，实际情况可能与此有相当大的

出入．如何修正 Q矩阵的元素，是另外的重要议题，
但囿于本文的主旨，在此不做讨论．
北京师范大学张淑梅教授指出，可达阵的列进

行置换后，在 0-1 评分及属性之间不可相互补偿条
件下，仍然可以使得不同的知识状态对应不同的理

想反应模式，弥补了本文的不足．在此表示感谢．
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