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右删失数据下的限制平均寿命问题
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摘要:在右删失数据下构造了“新”的随机变量，在删失变量分布已知的条件下，该变量的样本均值是限
制平均寿命的方差有限的无偏估计;在删失变量分布未知的条件下，利用该变量得到的样本均值是限制

平均寿命的相合估计．数值模拟说明所提出方法的有效性和可行性．
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0 引言

在生存分析和可靠性研究中，除了关心试验对

象的平均生存时间外，限制平均寿命 ( restricted
mean lifetime) 也常常是关注的焦点，如在不同治疗
方案对肿瘤病人的治疗效果的比较中，治疗效果通

常会在有限时间内显现，治疗效果的比较通常也是

基于有限时间内进行．在小儿科的肝脏移植问题中，
接受过肝脏移植的小孩大多数在 10 年内还需要进
行下一次肝脏移植，如果用 T 表示首次肝脏移植后
的存活时间，对 E{ min( T，10) } 进行研究，应该会比
研究 E( T) 更有意义．
许多学者在 Cox比例风险模型的背景下提出了

关于比较限制平均寿命的方法． T． Karrison［1］ 利用
协变量对 2 个组的限制平均寿命进行比较，假定协
变量对失效时间的影响符合比例风险模型，各个组

有不同的基准风险，基准风险函数是分段的指数分

布，不同组中协变量对风险函数的影响都是乘法效

应． D． M． Zucker［2］也采用了分层 Cox 模型，各个组
的基准风险函数不相同，但是没有作具体假定．
Chen Peiyun等［3］提出调整协变量后两组之间的限
制平均寿命差异的点估计． Zhang Min 等［4］ 基于信
息删失数据在比例风险模型中对 2 个组的限制平均
寿命进行了比较． Zhang Min 等［5］ 推导出一种半参
数双稳健的限制平均寿命差异的估计． 在对现有工
作状态持续时间的研究中，Pan Qing 等［6］建立了晋
升和退休的半参数竞争风险模型，对现有工作任期

的限制平均时间进行了估计． P． Ｒoyston［7］ 通过限
制平均寿命的差异来估计新的医疗方案所产生的效

应． P． Ｒoyston等［8］基于限制平均寿命提出了一种
联合 Cox检验和置换检验的新检验方法．
本文拟在非参数模型下，对右删失数据的限制

平均寿命进行估计．在限制平均寿命问题中，采用无
偏转换方法构造出的“新”的随机变量，不仅数学期
望等于限制平均寿命，其方差也是显然有界的．这种
无偏转换的做法最早出现在文献［9］中，主要用于
右删失数据下回归分析问题的处理． 文献［10-12］
将无偏转换方法用于区间删失数据的回归问题的处

理．考虑到所构造估计量的方差有限问题，无偏转换
方法在限制平均寿命的估计中更能发挥作用． 右删
失数据下寿命随机变量的生存函数的乘积极限估计

是 E． L． Kaplan等［13］提出来的，其在生存分析中的
地位相当于经验分布函数在经典数理统计中的地

位，其大样本性质已经得到了充分证明，但是它尾部

的估计效果不是很理想．在限制平均寿命的估计中，
这个缺陷却不会显现出来．基于以上考虑，本文拟利
用无偏转换思想和生存函数的乘积极限估计，对非

参数模型下的限制平均寿命进行估计．

1 基本模型

用 T表示失效时间变量，C表示删失时间变量．
对 n个独立试验个体，Ti 为第 i个个体的失效时间，
Ci为第 i个个体的删失时间，Ti与 Ci是相互独立的．
试验中得到的观测值为( Zi，δi ) ，其中 Zi = min ( Ti，



Ci ) ，δi = I( Ti ≤ Ci ) ，i = 1，2，…，n． 根据这组样本
对限制平均寿命E［min ( T，L) ］进行估计，其中 L为
大于 0 的常数．
记T( L)i = min( Ti，L) ，C

( L)
i = min ( Ci，L) ，Z

( L)
i =

min ( Zi，L) ，δ
( L)
i = I( T( L)i ≤C ( L)i ) ，i = 1，2，…，n．且

T( L)i ，C
( L)
i ∈ ( 0，L］，Z

( L)
i = min ( Ti，Ci，L) = min ( T( L)i ，

C ( L)i ) ，δ
( L)
i 可以通过 δi得到．当 δi = 1时，则Ti ≤ Ci，

显然 T( L)i ≤ C ( L)i ，δ
( L)
i = 1;当 δi = 0 时，Ti ＞ Ci，需

要分情况讨论，若 Zi = min ( Ti，Ci ) ≥ L，则 T( L)i =
C ( L)i = L，δ( L)i = 1;若Zi ＜ L，则 T( L)i ＞ C( L)i ，δ

( L)
i = 0．

2 限制平均寿命的估计

基于一组“新”的右删失数据( Z ( L)i ，δ
( L)
i ) ( i =

1，2，…，n) ，对 E［T( L)］进行估计，T( L) = min ( T，
L) ． T( L)i 和 C ( L)i 的分布分别记为 F(·) 和 G(·) ( i =
1，2，…，n) ．若 G(·) 已知，则构造

Ti ( G) = δ( L)i φ1 ( Z
( L)
i ，G( Z

( L)
i ) ) + ( 1 －

δ( L)i ) φ2 ( Z
( L)
i ，G( Z

( L)
i ) ) ， ( 1)

其中 φ1，φ2 是连续可微函数，它们与 F(·) 无关，且
满足方程

［1 － G( t) ］φ1 ( t，G( t) ) + ∫
t

0
φ2 ( x，

G( x) ) dG( x) = t，t∈［0，L］， ( 2)
从而

ETi ( G) = E［δ( L)i φ1 ( Z
( L)
i ) + ( 1 － δ( L)i ) φ2 ( Z

( L)
i ) ］=


t≤c≤L

φ1 ( t，G( t) ) dF( t) dG( c) + 
c ＜ t≤L

φ2 ( c，

G( c) ) dF( t) dG( c) = ∫
L {
0
［1 － G( t) ］φ1 ( t，

G( t) ) + ∫
t

0
φ2 ( c，G( c) ) dG( c }) dF( t) = ET( L)i ．

取 φ1 ( t，G( t) ) = t /［1 － G( t) ］，φ2 ( t，G( t) ) =
0，t∈［0，L］，显然 φ1，φ2 是连续可微函数，且满足

( 2) 式，Ti ( G) = δ( L)i Z ( L)i /［1 － G( Z ( L)i ) ］，以及

Var( Ti ( G) ) = ∫
L

0
t2 ［1 － G( t) ］2dF( t) －

［E( T( G) ) ］2 = Var( T( L) ) + ∫
L

0
( 1 ［1 － G( t) ］2 －

1) t2dF( t) ≥ Var( T( L) ) ．
由于 Z ( L)i 有界，φ1，φ2 连续，所以 Var( Ti ( G) ) 有界．
因此可以构造限制平均寿命 E［T( L)］的无偏估计

T
—
( G) = 1

n∑
n

i = 1
Ti ( G) ．记H( G) = { T

—
( G) Ti ( G) ( i =

1，2，…，n) 满足( 1) 式，φ1，φ2 连续可微且满足( 2)
式} ，显然集合 H( G) 中所有元素都是限制平均寿命

ET( L) 的无偏估计．
在实际问题中，G(·) 通常是未知的，可以用

Kaplan-Meier估计得到 G
∧
(·) ．因而在( 1) 式中可以

用 G
∧
(·) 代替 G(·) ，得到

Ti ( G
∧
) = δ( L)i φ1 ( Z

( L)
i ，G

∧
( Z ( L)i ) ) + ( 1 －

δ( L)i ) φ2 ( Z
( L)
i ，G

∧
( Z ( L)i ) ) ， ( 3)

所以限制平均寿命的估计 T
—
( G
∧
) = 1

n∑
n

i = 1
Ti ( G

∧
) ． 从

而得到在 G 未知的情形下限制平均寿命的估计类

H( G
∧
) = { T

—
( G
∧
) Ti ( G

∧
) ( i = 1，2，…，n) 满足 ( 3)

式，φ1，φ2 连续可微且满足( 2) 式} ．

定理 1 若 H( G
∧
) 非空，其任意元素都是限制

平均生存时间的强相合估计，则收敛速度为

( log log n)槡 /n．

证 H( G
∧
) 非空显然．任给 T

—
( G
∧
) ∈ H( G

∧
) 均有

对应的 T
—
( G) ∈ H( G) ，

Ti ( G
∧
) = δ( L)i φ1 ( Z

( L)
i ，G

∧
( Z ( L)i ) ) + ( 1 －

δ( L)i ) φ2 ( Z
( L)
i ，G

∧
( Z ( L)i ) ) ，

Ti ( G) = δ( L)i φ1 ( Z
( L)
i ，G( Z

( L)
i ) ) + ( 1 －

δ( L)i ) φ2 ( Z
( L)
i ，G( Z

( L)
i ) ) ，

φ1，φ2 是连续可微函数，且满足方程

［1 － G( t) ］φ1 ( t，G( t) ) + ∫
t

0
φ2 ( x，

G( x) ) dG( x) = t，t∈［0，L］．
因为

T
—
( G
∧
) － E( T( L) ) = T

—
( G
∧
) － T

—
( G) ) +

T
—
( G) － E( T( L) ) ，

其中 lim
n→+!

T
—
( G) － E( T( L) ) = 0 a． s．，所以只需证

lim
n→+!

T
—
( G) － T

—
( G
∧
) = 0 a． s． ．

由 φ1，φ2 连续知，ε ＞ 0，ε1，当 G
∧
( t) －

G( t) ＜ ε1 时，

φ1 ( t，G
∧
( t) ) － φ1 ( t，G( t) ) ＜ ε，

φ2 ( t，G
∧
( t) ) － φ2 ( t，G( t) ) ＜ ε．

由 A． V． Peterson［14］的关于乘积极限估计的强
相合性结论知，除去 1 个零测集，ε1 ＞ 0，N，当

n ＞ N时，有 sup
t∈［0，L］

G
∧
( t) － G( t) ＜ ε1 ．

综上所述，除去 1 个零测集，ε ＞ 0，N，当
n ＞ N时，
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T
—
( G
∧
) － T

—
( G) ≤

1
n∑

n

i = 1
Ti ( G

∧
) － Ti ( G) ＜ ε，

因为 sup
t∈［0，L］

G
∧
( t) － G( t) = O( ( log log n)槡 /n)

a． s．，φ1，φ2 是连续可微函数，故

T
—
( G
∧
) － E( T( L) ) = O ( log log n)槡( )/n a． s． ．

3 数值模拟

在模拟计算中失效时间 T 采用威布尔分布随机
生成，这是因为威布尔分布的危险率不是常数，它与

指数分布相比有较广泛的应用，其可以用于调查深

槽轮滚珠轴承的疲劳寿命、描写电子管的失效等．威
布尔分布函数为F( t) = 1 － e － ( λt) γ，其中 γ是分布曲

线的形状参数，λ是尺度参数．选取 λ = 0． 5，γ = 2，
L = 0． 8，得到限制平均寿命为0． 402．删失时间C 的
分布选取为在( 0，A) 上的均匀分布，调整 A 的大小
可以改变删失的比例．模拟计算次数均为 1 000 次．

H( G
∧
) 给出的是 1个估计类，不同的( φ1，φ2 ) 对

应着不同的估计． 表 1 列出了在不同( φ1，φ2 ) 下得

到的估计效果，其中样本数 n = 200，删失时间 C 服
从均匀分布 U( 0，1) ，删失比率为 0． 434． 直接利用
生存函数的乘积极限估计也可以求出限制平均寿命

的估计． 结果表明: 在无偏转换方法中选择合适的
( φ1，φ2 ) ，可以得到比直接采用乘积极限估计方法

更优良的估计量．

表 1 在不同( φ1，φ2 ) 下 E［T( L)］估计效果的比较

估计方法 估计量 偏度 标准差

乘积极限估计方法 0． 432 0 0． 030 0 0． 018 4
φ1 ( t，G( t) ) = t /［1 － G( t) ］，φ2 ( t，G( t) ) = 0 0． 432 0 0． 030 0 0． 018 4

φ1 ( t，G( t) ) = t /［1 － G( t) ］－ ∫
t

0
sdG( s) ，

φ2 ( t，G( t) ) = t［1 － G( t) ］－ ∫
t

0
sdG( s)

0． 431 8 0． 029 8 0． 018 4

φ1 ( t，G( t) ) = φ2 ( t，G( t) ) =
t

1 － G( t) － ∫
t

0

sdG( s)
( 1 － G( s) ) 2

0． 384 9 0． 017 1 0． 016 8

表 2 列出了本文方法在不同样本下的估计效
果，可以看出随着样本数的增大，估计量的标准差显

著减小，这符合相合估计的特点．
表 2 在不同样本下 E［T( L)］估计效果的比较

样本数 n 估计量 偏度 标准差

100 0． 356 4 0． 045 6 0． 055 6
200 0． 360 1 0． 041 9 0． 042 4
500 0． 364 2 0． 037 8 0． 031 6

1 000 0． 368 6 0． 033 4 0． 024 9

注: φ1 ( t，G( t) ) = t /［1 － G( t) ］，φ2 ( t，G( t) ) = 0，C 服从
U( 0，0． 8) ，删失比率为 0． 540．

表 3 列出了不同删失比率对估计的影响． 选取
删失时间 C服从分布分别为 U( 0，1． 2) ，U( 0，1． 0) ，
U( 0，0． 6) ，对应的删失比率分别为 0． 360，0． 468，
0. 684，从模拟计算的结果可以看出，随着删失比率
的增大估计的偏度和标准差都增大，这就是删失造

成“信息损失”所带来的后果．
表 3 在不同删失比率下 E［T( L)］估计效果的比较

删失比率 估计量 偏度 标准差

0 0． 431 9 0． 029 9 0． 014 5
0． 360 0． 432 5 0． 030 5 0． 017 8
0． 468 0． 431 5 0． 029 5 0． 019 1
0． 684 0． 254 5 0． 147 5 0． 049 7

4 讨论

生存函数的乘积极限估计有很好的大样本性

质，但是它的尾部效果并不好．无偏转换方法构造的
寿命数据的均值估计，通常都具有强相合性和渐近

正态性，在删失变量分布已知的条件下，收敛速度甚

至能达到 ( n－1 log log n) －1 /2 ，但是当寿命变量的分
布尾部比删失变量的分布尾部厚很多时，尾部过度

的信息删失会使估计量的效果很差，甚至会出现估

计量方差为无穷大的情况． 在限制平均寿命的估计
问题中，因为不用考虑在尾部问题上的局限性，这 2
种方法都能发挥很好的作用．
利用无偏转换方法进行限制平均寿命的估计，

得到的是 1 个估计类． 模拟结果显示这些估计在偏
度和标准差上还是有明显差别的．在今后的研究中，
可以考虑在这个估计类中寻找某种意义下最优的估

计量．
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The Estimation of the Ｒestricted Mean Lifetime with Ｒight Censored Data

DENG Wenli，OUYANG Fei
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: A group of“new”random variables were constructed with right censored data． If the distribution of the
censoring variable is known，the sample means are the unbiased estimations of the restricted mean lifetime． If the
distribution of the censoring variable is unknown，it can be proved that the sample means are consistent estimations
of the restricted mean lifetime． The effectiveness and feasibility of the estimators can also be seen in the simulation
studies．
Key words: restricted mean lifetime; product limit estimator; consistent estimator
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