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摘要: 建立了单样本数据的贝叶斯模型，给出了偏度系数和峰度系数的线性贝叶斯估计及近似信度估计．
进而，将模型推广到多样本数据模型下，并讨论了近似信度估计的统计性质，比较了贝叶斯估计、线性贝

叶斯估计及近似信度估计的均方误差． 最后，给出了超参数的估计，得到了近似信度估计的经验贝叶斯估

计，使该估计可直接运用于实际问题．
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0 引言

峰度系数与偏度系数是概率统计中度量随机变

量密度曲线的重要特征量［1-2］． 关于这 2 个特征量的

研究不仅在数理统计中得到广泛的关注，而且被运

用到金融风险管理与决策、保险精算、时间序列预测

等方面［3-7］．
设随机变量 X 的分布函数为 F( x) ，则该随机变

量的峰度系数和偏度系数被定义为

κ = E ( X － EX) 4

［E ( X － EX) 2］2，γ = E ( X － EX) 3

［E ( X － EX) 2］3 /2 ． ( 1)

注意到( 1) 式中的峰度系数 κ 和偏度系数 γ 涉

及到分布的3 阶矩和4 阶矩，因此对这2 个特征量的

估计有一定的难度［8］．
在对峰度系数和偏度系数进行估计过程中，一

般有2 类信息可以使用: ( i) 对总体进行观测得到的

样本数据信息{ X1，X2，…，Xn} ; ( ii) 根据总体已有

的历史资料或经验形成的先验信息． 因此对它们的

估计就落入了贝叶斯框架． 设随机变量 X 的分布为

F( x，θ) ，而 θ本身也是随机变量，其分布称为先验分

布，记为 π( θ) ． 在贝叶斯框架下，样本 X1，X2，…，Xn

可以看成在先验参数 θ 给定下的 n 次独立观测． 此

时峰度系数与偏度系数都与先验参数 θ 有关，记为

κ( θ) 和 γ( θ) ． 根据贝叶斯定理，所有的统计推断都

在后验分布上进行．

根据贝叶斯决策准则，若取平方损失函数，则峰

度系数和偏度系数的最优估计分别为它们各自的后

验均值． 但是，由于后验均值不仅依赖于样本分布的

具体信息，而且还依赖于先验分布的具体形式． 而这

些信息，特别是先验分布的具体形式，在实际问题中

很难获取，在许多情况下带有主观因素［9-10］． 此时，

解决这个问题的办法之一就是建立线性贝叶斯模

型，将峰度系数和偏度系数的估计限定在某种线性

函数类中，得到这种函数估计类中的最优估计． 这种

方法来源于精算学中的信度理论［11-14］． 若有多样本

数据，则可结合经验贝叶斯方法对估计中的超参数

进行估计，最后得到峰度系数和偏度系数的经验贝

叶斯 估 计［15-17］，这 些 估 计 可 以 直 接 运 用 于 实 际

问题．
本文首先建立单样本数据的贝叶斯模型，研究

峰度系数和偏度系数的贝叶斯估计及近似信度估

计，然后将该结论推广到多样本数据的贝叶斯模型，

并利用经验贝叶斯方法估计超参数，进而得到峰度

系数和偏度系数的经验贝叶斯估计．

1 单样本数据下的贝叶斯模型

假设随机变量 X 的分布函数为 F( x，θ) ，而 θ 为

随机变量，具有某个先验分布 π( θ) ． 设在给定参数

θ 下对总体 X 进行了 n 次观测得到样本 X1，X2，…，

Xn． 若记 μk ( θ) = E( Xk θ) ，则在这种单样本数据



下，总体的峰度系数和偏度系数分别为

κ( θ) = E［( X －E( X θ) ) θ］4 ［E( X －E( X θ) θ) 2］2 =
( μ4 ( θ) － 4μ4 ( θ) μ1 ( θ) + 6μ2 ( θ) ［μ1 ( θ) ］2 －
3［μ1 ( θ) ］3) ［μ2 ( θ) － ( μ1 ( θ) ) 2］2，

γ( θ) = E［( X － E( X θ) ) θ］3 ［E( X －
E( X θ) θ) 2］3 /2 = ( μ3( θ) － 3μ2( θ) μ1( θ) +

2［μ1 ( θ) ］3) ［μ2 ( θ) － ( μ1 ( θ) ) 2］3 /2 ．
为了对总体的峰度系数和偏度系数进行合适的

估计，定义样本峰度和样本偏度为

κn = n∑
n

i = 1
( Xi － X

—
) 4 ［∑

n

i = 1
( Xi － X) 2］

2
，

γn 槡= n∑
n

i = 1
( Xi － X

—
) 3 ［∑

n

i = 1
( Xi － X

—
)

2
］3 /2 ．

且引入记号

γ0 = E［γ( θ) ］，γn ( θ) = E( γn θ) ，γ = E［γn ( θ) ］，

δ1 = Cov( γn ( θ) ，γ( θ) ) ，λ1 = E［Var( γn θ) ］，ρ1 =
Var( γn ( θ) ) ．

类似地，对峰度系数，引入记号

κ0 = E［κ( θ) ］，κn( θ) = E( κn θ) ，κ = E［κn( θ) ］，

δ2 = Cov( κn ( θ) ，κ( θ) ) ，λ2 = E［Var( κn θ) ］，ρ2 =
Var( κn ( θ) ) ．

目标是利用样本信息 X1，X2，…，Xn 和先验信息

π( θ) 对峰度系数 κ( θ) 和偏度系数 γ( θ) 进行合适

的估计． 若不考虑先验信息，则样本峰度 κn 和样本

偏度 γn 分别是峰度系数 κ( θ) 和偏度系数 γ( θ) 的

合适估计，且当 n → !时有 κn → κ a． s． ，γn → γ
a． s．［18］． 若引入先验信息，则得到的估计应充分利

用样本信息和先验信息． 根据贝叶斯定理，容易得到

如下结论，证明思路参见文献［18］．
定理 1 在平方损失函数下，κ( θ) 与 γ( θ) 的

最优估计分别为其后验均值κ( θ)
^ = E［κ( θ) X1，

X2…，Xn］和γ( θ)
^ = E［γ( θ) X1，X2，…，Xn］，即

E( κ( θ) Xn ) = arg min
g∈M

E［( κ( θ) － g) 2］，

E( γ( θ) Xn ) = arg min
g∈M

E［( γ( θ) － g) 2］，

其中 M = { g: g 是 X1，X2，…，Xn 的可测函数} ．
称后验均值 E( κ( θ) Xn ) 和 E( γ( θ) Xn ) 分别

为峰度系数 κ( θ) 与偏度系数 γ( θ) 的贝叶斯估计，

记为κ( θ)
^ B 及γ( θ)
^ B ． 从上面的分析及结论可看出峰

度系数κ( θ) 和偏度系数 γ( θ) 的形式有很高的相似

度，估计 的 方 法 也 基 本 相 同，本 文 仅 对 峰 度 系 数

κ( θ) 进行估计( 峰度系数涉及到 4 阶矩，而偏度系

数只涉及到 3 阶矩) ，类似的结果可适用于偏度系数

γ( θ) ．

显然，后验均值

κ( θ)
^ B = E( κ( θ) Xn ) =

∫
+!

－!
κ( θ) π( θ)∏

n

i = 1
f( xi θ) dθ ∫

+!

－!
π( θ)∏

n

i = 1
f( xi θ) dθ

不仅依赖于样本的具体分布，而且依赖于先验分布

的具体形式． 而这些信息，特别是先验分布的具体形

式，在实际中很难获取，并且即使对先验分布有合理

的假设，结合样本分布也很难得到κ( θ)
^ B 的显示表

达式．
为此，求解最小化问题

min
a，b∈Ｒ

E［( κ( θ) － a － bκn )
2］， ( 2)

得到定理 2．
定理2 在贝叶斯模型下，求解最小化问题( 2)

式，得到峰度系数 κ( θ) 的最优线性贝叶斯估计

κ( θ)
^ LB = κ0 + δ2 ( κn － κ) / ( λ2 + ρ2 ) ．

证 记 ψ = E［( κ( θ) － a － bκn )
2］． 由 于

E［κ( θ) ］ = κ0，E［κn ( θ) ］ = κ，因此对 ψ 关于 a 求

导，并令导数为0，有E［κ( θ) ］－ a － bE( κn ) = 0，即

a = κ0 － bκ． ( 3)

将 ( 3) 式 代 入 ψ，得 到 ψ = E［( ( κ( θ) －
E( κ( θ) ) ) － b( κn － E( κn ) ) ) 2］，再对 b 求导并令导

数为 0，得到

b = Cov( κ( θ) ，κn( θ) ) /Cov( κn，κn) = δ2 / ( λ2 + ρ2) ，

所以κ( θ)
^ LB = a∧ + b∧κn = κ0 + δ2( κn － κ) / ( λ2 + ρ2) ．

注 1 同理求解min
c，d∈Ｒ

E［( γ( θ) － c － dγn)
2］可以

得到偏度系数 γ( θ) 的线性贝叶斯估计为 γ( θ)
^ LB =

γ0 +δ1( γn － γ) / ( λ1 + ρ1) ．
在定理 2 与注 1 中得到的线性贝叶斯估计不依

赖于样本分布和先验分布的具体形式． 而仅仅依赖

于一些超参数，这些参数在多样本数据下是可以估

计的．
在定理 2 中得到的线性贝叶斯估计并不能表示

为“信度”加权的形式，一般地，“信度”加权形式需

要条件 γn ( θ) = γ( θ) 或 κn ( θ) = κ( θ) ．
定理3 若κn ( θ) = κ( θ) ，则得到κ( θ) 的近似

信度估计为

κ( θ)
^ MB = Z2κn + ( 1 － Z2 ) κ0，

其中 Z2 = ρ2 / ( ρ2 + λ2 ) ．
证 在 κn ( θ) = κ( θ) 条件下，有 κ = κ0 以及

ρ2 = δ2 = Var( κ( θ) ) ，因此有

b = Cov( κ( θ) ，κn ( θ) ) /Cov( κn，κn ) =
ρ2 / ( λ2 + ρ2 ) = Z2，

则 κ( θ) 的近似信度估计为
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κ( θ)
^ MB = a∧ + b∧γn = Z2κn + ( 1 － Z2 ) κ0 ．
注 2 类似地，当 γn ( θ) = γ( θ) 时，得到 γ( θ)

的近似信度估计为γ( θ)
^ MB = Z1γn + ( 1 － Z1 ) γ0 ．

2 多样本数据下的近似信度估计

已经得到偏度系数 γ( θ) 和峰度系数 κ( θ) 的贝

叶斯估计，线性贝叶斯估计及近似信度估计． 然而，

这些估计仍然包含许多未知参数，在贝叶斯统计中

称这些参数为超参数． 为了估计这些超参数，需要有

多个 θ 值下的样本信息．
设 θ 有 K 个观测值 θ1，θ2，…，θK，在 θi 下有容量

为 n 的样本 Xi1，Xi2，…，Xin ． 即假设 θi 给定条件下

Xi1，Xi2，…，Xin 相互独立并服 从 相 同 的 分 布 F( x，

θi ) ，而 θ1，θ2，…，θK 相互独立且服从相同的先验分

布 π( θ) ，记 E( κin θi ) = κn ( θi ) ，E( γin θi ) =
γn ( θi ) ．

对每个 i，有样本峰度和样本偏度

κin =
n∑

n

j =1
( Xij － Xi )

4

［∑
n

j =1
( Xij － Xi )

2］
2
，γin =

槡n∑
n

j =1
( Xij － Xi )

3

［∑
n

j =1
( Xij － Xi )

2］3 /2
，

注意到{ θi，Xi1，Xi2，…，Xin} 对 i = 1，2，…，K 相互独

立，则类似于定理 2，可以得到 κ( θi ) 的线性贝叶斯

估计及近似信度估计．
定理 4 求解最优化问题

min
bi∈Ｒ

E［( κ( θi ) － b0 －∑
k

i = 1
biκin )

2
］

可得到 κ( θi ) 的线性贝叶斯估计为

κ( θi )
^ LB = κ0 + δ2 ( κin － κ) / ( λ2 + ρ2 ) ．

进一步地，若κn ( θ) = κ( θ) ，则κ( θi ) 的近似信度估

计为

κ( θi )
^ MB = Z2κin + ( 1 － Z2 ) κi0 ．

注3 求解min
bi∈Ｒ

E［( γ( θi ) － b0 －∑
k

i = 1
biγin )

2
］可

以得到 γ( θi ) 的线性贝叶斯估计为γ( θi )
^ LB = γ0 +

δ1 ( γin － γ) / ( λ1 + ρ1 ) ． 进一步地，若γn ( θ) = γ( θ) ，

则 γ( θi ) 的近似信度估计为γ( θi )
^ MB = Z1γin + ( 1 －

Z1 ) γi0 ．

显然，近似信度估计κ( θi )
^ MB 比线性贝叶斯估

计κ( θi )
^ LB 有更少的结构参数，并且形式较为简单，

容易理解和使用． 因此，讨论近似信度估计κ( θi )
^ MB

的统计性质．

定理 5 当κn( θi ) = κ( θi ) 时，有E［κ( θi )
^ MB］=

E［κ( θi) ］ = κ0 ． 进一步地，若存在随机变量 W 使得

κn ( θi ) ≤ W，且 EW ＜ !，则近似信度估计κ( θi )
^ MB

是 κ( θi ) 的相合估计，这里 i = 1，2，…，K．
证 当 κn ( θi ) = κ( θi ) 时， 容 易 得 到

E［κ( θi )
^ MB］= Z2E( κin ) + ( 1 － Z2 ) κ0 = κ0 ． 另一方

面，由于 κn ( θi ) ≤ W，且 κin → κ( θi ) a． s． ． 由控制

收敛定理知 κn ( θi ) = E( κin θi ) → κ( θi ) a． s． ，且

E( κ2
in θi ) →［κ( θi) ］2 a． s． ，则有

λ2 = E［Var( κin θi) ］ = E［E( κ2
in θi ) －

( E( κin θi ) ) 2］→ 0 a． s． ，

因此 Z2 = ρ2 / ( ρ2 + λ2 ) → 1，则得到

κ( θi )
^ MB = Z2κin + ( 1 － Z2 ) κ0 → κ( θi ) a． s． ．

注 4 类 似 地，若 γn ( θi ) = γ( θi ) 时，有

E［γ( θi )
^ MB］ = E［γ( θi) ］ = γ0 ． 进一步地，若存在随

机变量 V 使得 γn( θi ) ≤ V，且 EV ＜ !，则近似信度估

计γ( θi )
^ MB 是 γ( θi ) 的相合估计，其中 i = 1，2，…，K．
从上面的分析中，得到了峰度系数 κ( θi ) 的贝

叶斯估计κ( θi )
^ B = E( κ( θi ) Xi1，Xi2，…，Xin ) ，线性

贝叶斯估计κ( θi )
^ LB 以及近似信度估计κ( θi )

^ MB． 然

而，这些估计的优劣如何?下面将比较这些估计的均

方误差．

定理 6 估计κ( θi )
^ B，κ( θi )
^ LB 和κ( θi )
^ MB 关于

κ( θi ) 的 均 方 误 差 大 小 关 系 为 MSE( κ( θi )
^ B ) ≤

MSE( κ( θi )
^ LB ) ≤ MSE( κ( θi )

^ MB ) ．

证 根据贝叶斯估计的定义，κ( θi )
^ B 是使贝叶

斯风险达到最小的估计，即

MSE( κ( θi )
^ B ) = min

κ( θi)̂ ∈N

E［( κ( θi )
^ － κ( θi ) ) 2］，

其中 N = { g: g 是 Xi1，Xi2，…，Xin 的可测函数，i = 1，

2，…，K} ，因此有

MSE( κ( θi )
^ B ) ≤ MSE( κ( θi )

^ LB ) ．

同理，根据线性贝叶斯估计的定义，κ( θi )
^ LB 是

估计类 H = { b0 +∑
k

i = 1
biκin} 中均方误差达到最小的

估 计，而 κ( θi )
^ MB ∈ H，因 此 MSE( κ( θi )

^ LB ) ≤

MSE( κ( θi )
^ MB ) ．

注5 同理可证MSE( γ( θi )
^ B) ≤MSE( γ( θi )

^ LB) ≤

MSE( γ( θi )
^ MB) ，i = 1，2，…，K．
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3 峰度系数和偏度系数的经验贝叶
斯估计

在实际运用中，近似信度估计不仅形式简单，而

且不依赖于具体的先验分布，因此它是最方便使用

的估计． 但是，近似信度估计仍然包含一些未知的超

参数，如 γ0，κ0，λ i 和 ρi ( i = 1，2) ，这些超参数需要

根据多样本数据来估计．
首 先，考 虑 λ1 = E［Var( γn θ) ］ 和 λ2 =

E［Var( κn θ) ］的估计，可采用重抽样技术［19］． 从样

本 Xi1，Xi2，…，Xin 的经验分布 Fin ( x) = 1
n∑

n

j = 1
I( Xij≤

x) 中独立重复抽取 B 次容量为 n 的样本，得到样本

( Xb
i1，Xb

i2，…，Xb
in ) ，b = 1，2，…，B． 因此 λ1 的 1 个重抽

样 估 计 为 λ
∧*

1 = 1
K∑

K

i = 1
S2
i ，其 中 S2

i = 1
B － 1 ·

∑
B

b = 1
( γb

in － 1
B∑

B

m = 1
γm

in )
2

． 同理，λ2 的1 个重抽样估计为

λ
∧*

2 = 1
K∑

K

i = 1
T2

i ，其中

T2
i = 1

B － 1∑
B

b = 1
( κb

in － 1
B∑

B

m = 1
κm

in )
2 ．

进而考虑 γ0，κ0，ρ1，ρ2 的估 计． 注 意 到 κ0 =
E［κ( θi ) ］，ρ2 = Var( κ( θi ) ) ，由矩估计方法容易得

到 κ0 和 ρ2 的矩估计为

κ
∧

0 = 1
K∑

K

i = 1
κin，ρ

∧

2 = 1
K － 1∑

K

i = 1
( κin － κn )

2 － λ
∧

2，

这里κn = 1
K∑

K

i = 1
κin ．

定理 7 当条件 κn ( θi ) = κ( θi ) 时，估计 κ
∧

0 与

ρ
∧

2 关于超参数 κ0 与 ρ2 是无偏的，即 E［κ
∧

0］ = κ0，

E［ρ
∧

2］ = ρ2 ．
证 根据已知条件得

E［κ
∧

0］ = 1
K∑

K

i = 1
E( κin ) = 1

K∑
K

i = 1
E［E( κin θi) ］ =

E( κn ( θi ) ) = E( κ( θi ) ) = κ0 ．

另一方面，由于 ρ
∧

2 = K
K － 1

1
K∑

K

i =1
κ2
in － κn( )2 ，在

条件 κn( θi ) = κ( θi ) 下，κin 对 i = 1，2，…，K 独立同分

布，且 E( κin) = κ0，Var( κin) = Var［E( κin θi) ］ +
E［Var( κin θi) ］ = λ2 + ρ2，因此由矩估计的无偏性得

E［ρ
∧

2］ = E［ 1
K － 1∑

K

i = 1
( κin － κn )

2］－ E［λ
∧

2］ =

Var( κin ) － λ2 = ρ2 ．

注 6 同理可得到 γ0 和 ρ1 的矩估计为

γ
∧

0 = 1
K∑

K

i = 1
γin，ρ

∧

1 = 1
K － 1∑

K

i = 1
( γin － γn )

2，

其中γn = 1
K∑

K

i = 1

k
γin ． 且可以证明当 κn ( θi ) = κ( θi )

时，估计 γ
∧

0 与 ρ
∧

1 关于 γ0 和 ρ1 是无偏的．

最后将超参数 κ0，γ0，λi，ρi 的估计 κ
∧

0，γ
∧

0，λ
∧

i，ρ
∧

i

分别代入，得到的估计记为 γ( θi槇) MB = Z
∧

1γin + ( 1 －

Z
∧

1) γ
∧

0，κ( θi槇) MB = Z
∧

2κin + ( 1 － Z
∧

2) κ
∧

0，其中 Z
∧

1 =

ρ
∧

1 / ( ρ
∧

1 + λ
∧*

1 ) ，Z
∧

2 = ρ
∧

2 / ( ρ
∧

2 + λ
∧*

2 ) ． 称之为偏度系数

和峰度系数的经验贝叶斯估计，在实际问题中可以直

接运用．

4 结论

本文讨论了随机变量的峰度系数及偏度系数的

估计问题． 首先建立了单样本数据的贝叶斯模型，得

到了峰度系数及偏度系数的贝叶斯估计． 进而，利用

信度理论的线性化方法得到了线性贝叶斯估计及近

似信度估计． 显然，近似信度估计有较少的结构参数

及较简单的形式，其大样本性质也能保证，因此在实

际问题中更方便使用． 然后，将模型推广到多样本数

据，得到了峰度系数与偏度系数的近似信度估计，并

给出了超参数的估计，证明了这些估计的统计性质．
最后，得到了峰度系数与偏度系数的经验贝叶斯估

计． 本文的方法结合了贝叶斯统计方法、信度理论方

法以及经验贝叶斯方法，得到的结论可以适用于保

险精算、生存分析以及其他的统计领域． 注意到，在

近似 信 度 估 计 中，一 般 要 求 满 足 条 件 κn ( θi ) =

κ( θi ) ． 在实际使用中，由于 κn ( θi ) = E［n∑
n

j = 1
( Xij －

Xi )
4 / (∑

n

j = 1
( Xij － Xi )

2 ) 2 θi］有非常复杂的形式，与

κ( θi ) = E［( Xij － E( Xij θi ) ) θi ］
4 / ( E( Xij －

E( Xij θ) θi )
2 ) 2 在一般情况下是不相等的． 然而，

由于 κn ( θi ) → κ( θi ) a． s． 因此，当样本容量较大时，

两者近似相等．
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The Approximate Empirical Bayesian Estimation of
Kurtosis and Skewness Coefficient

ZHANG Yi1，LYU Fenghu2

( 1． College of Computer Information Engineering，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;

2． College of Science，Nanchang Institute of Technology，Nanchang Jiangxi 330099，China)

Abstract: A Bayesian model of single sample data is established，and the Bayesian estimation，linear Bayesian esti-
mation and approximate credibility estimation of skewness and kurtosis coefficient are given． Furthermore，the model
is extended to multitude data model． In this model，the statistical properties of approximate credibility estimation are
discussed，the mean square errors of Bayesian estimation，linear approximation and approximate credibility estima-
tion are compared． Finally，the estimation of supper-parameters are given，thus the empirical Bayes estimation of ap-
proximate credibility estimation is derived，and it can be directly applied to practice．
Key words: kurtosis coefficient; skewness coefficient; linear Bayesian estimation; approximate credibility estimation;

supper-parameter; empirical Bayes estimation
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