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3 个变形背包问题的形式化推导
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摘要:在对 0-1 背包问题的若干变形问题进行深入研究的基础上，使用二进制数组的方式形式化描述了
几种背包问题的程序规约，通过程序规约变换技术获取问题求解的递推关系，给出了 3 个变形背包问题
的算法推导过程，有效保证了算法程序的可靠性，并可将采用的推导方法在子集和问题、船装载等问题中
加以推广应用．
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0 引言

0-1背包问题可描述为:给定 n个物品和一个背
包，物品 pi 的质量为 wi，价值为 vi，背包所能容纳的
物品的质量为 C，要从这 n 个物品中选择若干物品
放入背包中，使得放入的物品总质量不超过 C，而物
品的总价值达到最大［1］．

0-1背包问题在实际应用中存在多种变形问题，
如在不考虑价值的情况下恰好将背包装满( 可推广

到子集和问题［2］) 、背包有额外的体积容量限制［3］、
背包恰好装满的前提下物品数量最少以及双背包问

题［4］等．其中物品数量最少的背包问题可应用到最
简换零问题、装载问题上，额外限制背包体积问题可
代表一类对背包有多个条件限制的问题，双背包问

题可类推到多背包问题，因此本文着重对这 3 个变
形背包问题进行形式化推导求解．
关于背包问题的各种算法的求解方法比较多，

如动态规划算法、分支限界算法等［5］，但这些方法
在求解时只是通过人工分析直接给出最终算法，没

有给出算法推导过程以及可信的证明过程，因而没

有较好解决算法“从何而来”的问题，同时无法保证
最终算法的正确性． 基于递推关系的算法形式化推
导方法从问题形式化功能规约出发，完成问题分划

及规约的数学等价变换［8-9］，获得问题求解的递推

关系，进而得到该问题的算法程序．该方法通过确保
推导过程的正确性，有效保证了最终所得到的算法

程序的正确性．薛锦云教授及其团队在此方面开展
了大量研究工作，定义了规约描述语言和算法描述

语言，开发了相关支撑平台和工具，为软件形式化开

发提供了有效途径［10-11］．
本文将采用基于递推关系的算法形式化推导方

法，通过程序规约变换技术［6-7］对3个典型变形背包
问题进行形式化推导，清晰展示算法的求解过程;由

于推导过程是以数学变换为基础的，因而在得到最

终算法的同时也有效保证了算法程序的正确性． 本
文采用的方法可以进一步推广到其他 0-1 背包问题
以及子集和问题、船装载等问题的求解．

1 程序规约变换技术预备知识

基于递推关系的算法形式化推导方法通常分为

以下 4 步［10-12］: ( i) 形式化描述求解问题的程序规
约; ( ii) 通过程序规约的变换技术得到问题求解的
递推关系; ( iii) 对递推关系中出现的函数和变量初
始化，结合所得到的递推关系推导出问题的求解算

法; ( iv) 将算法转换成可执行程序．
本文的推导使用了以下量词的性质［13-15］:

1) 范围分裂，Q( i: r( i) : f( i) ) = Q( i: r( i) ∧
b( i) : f( i) ) qQ( i: r( i) ∧  b( i) : f( i) ) ;

2) 单一范围，Q( i: i = k: f( i) ) = f( k) ;
3) 一般分配律，Q( i: r( i) : gqf( i) ) = gq Q( i:

r( i) : f( i) ) ．



2 形式化推导实例

2． 1 物品数量最少的 0-1 背包问题

问题描述:给定 n个物品和一个背包，物品 pi的

质量为 wi，背包所能容纳物品的质量为 C，要从这 n
个物品中选择若干物品放入背包中，使得放入的物

品恰好等于背包容量的同时数量最少．
令m( i，s) 表示从物品 i开始到物品n，选择若干物

品放入容量 s的背包中，物品总质量恰好等于 s的最少
物品数量．若该问题无解，则 m( i，s) = + !．

1) 形式化描述求解问题的程序规约．
AQ:给定 n种物品 pi ( 1≤ i≤ n) ，w［i］为物品

pi 的质量，C为背包的最大容量．
AＲ: m( 1，C) = ( MIN x: ( k: 1 ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］ = C) : ( k: 1 ≤ k≤ n: x［k］) ) ，
其中 x［k］ = 1表示物品 pk可以放入背包，x［k］ = 0
表示物品 pk 不可以放入背包．

2) 求解递推关系．
m( i，s) = ( MIN x: (k: i≤k≤n: x［k］* w［k］=

s) : (k: i≤ k≤ n: x［k］) ) = ( MIN x: ( (k: i + 1≤
k≤n: x［k］* w［k］) + (k: k = i: x［k］* w［k］) = s) :
(k: i + 1≤ k≤n: x［k］) + (k: k = i: x［k］) ) {范围
分裂} = ( MIN x: ( (k: i +1≤k≤n: x［k］* w［k］) =
s － x［i］* w［i］) : (k: i +1≤k≤n: x［k］) + x［i］) {单
一范围} ．
因为 x［i］的取值只能是0或1，而( k: i + 1≤

k≤ n: x［k］* w［k］) ≥ 0，因此有
( i) 当 s ＜ w［i］时，x［i］必须取 0，则有
m( i，s) = ( MIN x: ( ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］) = s) : ( k: i + 1≤ k≤ n: x［k］) ) =
m( i + 1，s) ．
( ii) 当 s≥ w［i］时，x［i］的值可以取 0，也可以

取 1，则有
a) 当 x［i］ = 1 时，有
m( i，s) = ( MIN x: ( ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］) = s － w［i］) : ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］) + 1) = ( MIN x: ( ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］* w［k］) = s － w［i］) : ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］) ) + 1{一般分配律} = m( i + 1，s － w［i］) + 1;

b) 当 x［i］ = 0时，根据( i) 可以得知 m( i，s) =
m( i + 1，s) ．根据以上分析，当 s ≥ w［i］时 m( i，s) =
min( ( m( i + 1，s － w［i］) + 1) ，m( i + 1，s) ) ．
根据( i) 和( ii) 的推导，可得如下递推关系:

m( i，s) =
m( i + 1，s) ，s ＜ w［i］，
min( m( i + 1，s － w［i］) + 1，

m( i + 1，s) ) ，s≥ w［i］
{

．
3) 对递推关系中出现的函数和变量初始化，结
合所得到的递推关系推导出问题的求解算法． 具体
过程为

Begin: i = n;

m( n，s)
( 0 ＜ s≤C)

= 1，s = w［n］，
+ !，s≠ w［n{ ］，

( 1)

Termination: i = 0
Ｒecur:

m( i，s)
( 0 ＜ s≤C)

=
m( i + 1，s) ，s ＜ w［i］，
min( m( i + 1，s － w［i］) + 1，

m( i + 1，s) ) ，s≥ w［i
{

］，

( 2)

End．
4) 将算法转换成可执行程序．
通过以上算法推导，定义数组 m［1: n，1: C］，并

使用 m［i，s］去存放 m( i，s) 的值，然后将以上推导
关系和算法转换成可执行程序为

Begin
s: = 1; i: = n;
do s≤ C → if s = w［i］→ m［i，s］: = 1;

［］s≠ w［i］→ m［i，s］: = + !;
fi

s: = s + 1;
od;
i: = n － 1;
do i≥ 1 → s: = 1;

do s≤ C →
if s ＜ w［i］→ m［i，s］: = m［i + 1，s］;
［］s≥w［i］→ m［i，s］: = min( ( m［i +1，
s － w［i］］ + 1) ，m［i + 1，s］) ;
fi
s: = s + 1;

od;
i: = i － 1;

od;
End．

2． 2 限制背包体积的 0-1 背包问题

问题描述:给定 n个物品和一个背包，物品 pi的

质量为 wi，体积为 bi，价值为 vi，背包所能容纳物品
的质量为 C，背包的体积为 D，要从这 n 个物品中选
择若干物品放入背包中，使得放入的物品质量和体

积不超过背包但物品的价值最大．
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令m( i，j，u) 表示从物品 i开始到物品 n，选择若
干物品放入容质量为 j，体积为 u的背包所获得的最
大价值．

1) 形式化描述求解问题的程序规约．
AQ:给定 n种物品 pi ( 1≤ i≤ n) ，w［i］、b［i］和

v［i］分别是物品 pi的质量、体积和价值，C是背包的
最大容质量，D是背包的最大体积．

AＲ: m( 1，C，D) = ( MAX x: ( k: 1 ≤ k ≤ n:
x［k］* w［k］) ≤C∧ ( k: 1≤ k≤n: x［k］* b［k］) ≤
D: ( k: 1 ≤ k≤ n: x［k］* v［k］) ) ，
其中 x是一个 n元数组，x［k］ = 1表示物品 pk 可放

入背包，x［k］ = 0 表示物品 pk 不可放入背包．
2) 求解问题的递推关系．
m( i，j，u) = ( MAX x: ( k: i ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］) ≤ j∧ ( k: i≤ k≤ n: x［k］* b［k］) ≤
u: ( k: i≤ k≤ n: x［k］* v［k］) ) = ( MAX x: ( k:
i + 1 ≤ k ≤ n: x［k］* w［k］) + ( k: k = i:
x［k］* w［k］) ≤ j ∧ ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］* b［k］) + ( k: k = i: x［k］* b［k］) ≤ u: ( k:
i + 1 ≤ k ≤ n: x［k］* v［k］) + ( k: k = i:
x［k］* v［k］) ) { 范围分裂} = ( MAX x: ( k: i + 1≤
k≤ n: x［k］* w［k］) + x［i］* w［i］≤ j ∧ ( k: i +
1 ≤k≤ n: x［k］* b［k］) + x［i］* b［i］≤ u: ( k: i +
1≤ k≤ n: x［k］* v［k］) + x［i］* v［i］) {单一范围} =
( MAX x: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n: x［k］* w［k］) ≤ j －
x［i］* w［i］∧ ( k: i + 1 ≤ k≤ n: x［k］* b［k］) ≤
u － x［i］* b［i］( k: i + 1 ≤ k ≤ n: x［k］* v［k］) +
x［i］* v［i］) ，由于 x［i］的取值只能是 0 或 1，并且
( k: i + 1≤ k≤ n: x［k］* w［k］) ≥0，( k: i + 1≤
k≤ n: x［k］* b［k］) ≥ 0，因此有
( i) 当0≤ j ＜ w［i］或0≤ u ＜ b［i］时，x［i］取

值必须为 0，则有，
m( i，j，u) = ( MAX x: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］) ≤ j ∧ ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］* b［k］) ≤ u: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］* v［k］) ) = m( i + 1，j，u) ．
( ii) 当 j≥ w［i］且 u≥ b［i］时，x［i］可以取0，

也可以取 1，则有
( a) 当 x［i］ = 1 时，
m( i，j，u) = ( MAX x: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］) ≤ j － w［i］∧ ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］* b［k］) ≤ u － b［i］: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］* v［k］) + v［i］) = ( MAX x: ( k: i + 1≤ k≤
n: x［k］* w［k］) ≤ j － w［i］∧ ( k: i + 1≤ k≤ n:

x［k］* b［k］) ≤ u － b［i］: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
x［k］* v［k］) ) + v［i］ = m( i + 1，j － w［i］，u －
b［i］) + v［i］．
( b) 当 x［i］ = 0 时，根据( ii) 可以得知 m( i，j，

u) = m( i + 1，j，u) ．
通过以上分析，当 j≥ w［i］且 u≥ b［i］时m( i，

j，u) = max( m( i + 1，j，u) ，m( i + 1，j － w［i］，u －
b［i］) + v［i］) ．根据( i) 和( ii) 的推导，可以得到如
下递推关系

m( i，j，u) =
m( i + 1，j，u) ，0≤ j ＜ w［i］或 0≤ u ＜ b［i］;
max( m( i + 1，j，u) ，m( i + 1，j － w［i］，u －

b［i］) + v［i］) ，j≥ w［i］，u≥ b［i］
{

．
3) 对递推关系中出现的函数和变量初始化，结
合所得到的递推关系推导出问题的求解算法．

Begin: i = n;
m( n，j，u)
( 0 ＜ j≤C，0 ＜ u≤D)

=

0， 0 ≤ j ＜ w［n］ 0 ≤ u ＜ b［n］;
v［n］，j≥ w［n］＆＆u≥ b［n{ ］;

( 3)

Termination: i = 0
Ｒecur
m( i，j，u)
( 0 ＜ j≤C，0 ＜ u≤D)

=

m( i + 1，j，u) ，0≤ j ＜ w［i］ 0≤ u ＜ b［i］;
max( m( i + 1，j，u) ，m( i + 1，j － w［i］，u －

b［i］) + v［i］) ，j≥ w［i］＆＆u≥ b［i
{

］;

( 4)

End．
4) 将算法转换成可执行程序．
通过以上算法推导，定义数组 m［1: n，1: C，1:

D］，并使用 m［i，j，u］去存放 m( i，j，u) 的值，然后将
以上推导关系和算法转换成可执行程序为

i: = n; j: = 1; u: = 1;
do j≤ C→

do u≤ D→
if j ＜ w［i］‖u ＜ b［i］→ m［i，j，u］: = 0;
［］ j≥ w［i］＆＆u≥ b［i］→

m［i，j，u］: = v［i］;
u + + ;
od;
j + + ;

od;
i: = n － 1;
do i≥ 1 → j: = 1; u: = 1;

do j≤ C→
do u≤ D →
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if j ＜ w［i］‖u ＜ b［i］→ m［i，j，u］: =
m［i + 1，j，u］;
［］ j≥ w［i］＆＆u≥ b［i］→ m［i，j，u］: =
max( m［i + 1，j，u］，m［i + 1，j － w［i］，u －

b［i］］+ v［i］) ;
fi

u + + ;
od;
j + + ;
od
i: = i － 1;

od．
End．

2． 3 双背包问题

问题描述:给定 n个物品和 2个背包，物品 pi 的

质量为 wi，价值为 vi，2 个背包所能容纳物品的质量
分别为 C1和 C2，要从这 n个物品中选择若干物品放
入 2 个背包中，使得每个背包的物品不超过背包的
容量但物品的总价值最大．
令m( i，s，t) 表示从物品 i开始到物品 n，选择若

干物品放入容量分别是 s 和 t 的背包所获得的最大
价值．

1) 形式化描述求解问题的程序规约．
AQ:给定 n种物品 pi ( 1≤ i≤ n) ，w［i］和 v［i］

分别是物品 pi的质量和价值，C1和 C2分别是2个背
包的容量．

AＲ: m( 1，C1，C2 ) = ( MAX x，y: ( k: 1 ≤ k≤
n: x［k］* w［k］) ≤ C1 ∧ ( k: 1 ≤ k ≤ n:
y［k］* w［k］) ≤ C2 : ( k: 1 ≤ k ≤ n: ( x［k］ +
y［k］) * v［k］) ) ，其中 x和 y都是 n元数组，x［k］ = 1
表示物品 pk 可以放入第 1个背包，x［k］ = 0表示物
品 pk 不可以放入第 1个背包． y［k］ = 1表示物品 pk
可以放入第 2个背包，y［k］ = 0表示物品 pk 不可以

放入第 2 个背包． x［k］和 y［k］不能同时为 1．
2) 求解问题的递推关系．
m( i，s，t) = ( MAX x，y: ( k: 1 ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］) ≤ s∧ ( k: 1≤ k≤ n: y［k］* w［k］) ≤
t: ( k: 1 ≤ k ≤ n: ( x［k］ + y［k］) * v［k］) ) =
( MAX x，y: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n: x［k］* w［k］) +
( k: k = i: x［k］* w［k］) ≤ s∧ ( k: i + 1≤ k≤
n: y［k］* w［k］) + ( k: k = i: y［k］* w［k］) ≤ t:
( k: i + 1≤ k≤ n: ( x［k］+ y［k］) * v［k］) + ( k:
k = i: ( x［k］+ y［k］) * v［k］) ) = ( MAX x，y: ( k:

i + 1 ≤ k ≤ n: x［k］* w［k］) + x［i］* w［i］≤ s ∧
( k: i + 1≤ k≤ n: y［k］* w［k］) + y［i］* w［i］≤
t: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n: ( x［k］ + y［k］) * v［k］) +
( x［i］+ y［i］) * v［i］) = ( MAX x，y: ( k: i + 1 ≤
k≤n: x［k］* w［k］) ≤ s － x［i］* w［i］∧ ( k: i +
1 ≤k≤ n: y［k］* w［k］) ≤ t － y［i］* w［i］: ( k: i +
1 ≤ k ≤ n: ( x［k］ + y［k］) * v［k］) + ( x［i］ +
y［i］) * v［i］) ．
因为 x［i］和 y［i］的取值只能是 0 或 1，并且

( k: i + 1≤ k≤ n: x［k］* w［k］) ≥ 0( k: i + 1≤
k≤ n: y［k］* w［k］) ≥ 0，因此，有
( i) 当 s ＜ w［i］且 t ＜ w［i］时，x［i］和 y［i］必

须取 0，则有
m( i，s，t) = ( MAX x，y: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］) ≤ s) ∧ ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:
y［k］* w［k］) ≤ t: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n: ( x［k］ +
y［k］) * v［k］) ) = m( i + 1，s，t) ．
( ii) 当 s ＜ w［i］且 t≥ w［i］时，x［i］必须取0，

y［i］可以取 0，也可以取 1，则有
( a) 当 y［i］ = 1 时，有
m( i，s，t) = ( MAX x，y: (k: i + 1≤ k≤ n:

x［k］* w［k］) ≤ s) ∧ (k: i + 1≤ k≤ n: y［k］*

w［k］) ≤t － w［i］: (k: i + 1 ≤ k ≤ n: ( x［k］ +
y［k］) * v［k］) + v［i］) ) = ( MAX x，y: (k: i + 1 ≤
k≤ n: x［k］* w［k］) ≤ s) ∧ (k: i + 1≤ k≤ n: y［k］*

w［k］) ≤ t － w［i］: (k: i + 1 ≤ k ≤ n: ( x［k］ +
y［k］) * v［k］) ) + v［i］ = m( i + 1，s，t － w［i］) + v［i］．
( b) 当 y［i］ = 0时，根据( i) ，可以得知 m( i，s，

t) = m( i + 1，s，t) ． 通过以上分析，当 s ＜ w［i］且
t≥ w［i］时有

m( i，s，t) = max( m( i + 1，s，t) ，m( i + 1，s，
t － w［i］) + v［i］) ．
( iii) 当 s≥w［i］且 t ＜ w［i］时，y［i］必须取0，

x［i］可以取 0，也可以取 1，则有
( a) 当 x［i］ = 1 时，
m( i，s，t) = ( MAX x，y: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n:

x［k］* w［k］) ≤ s － w［i］) ∧ ( k: i + 1 ≤ k≤ n:
y［k］* w［k］) ≤ t: ( k: i + 1 ≤ k ≤ n: ( x［k］ +
y［k］) * v［k］) + v［i］) ) = ( MAX x，y: ( k: i + 1≤
k ≤ n: x［k］* w［k］) ≤ s － w［i］) ∧ ( k: i + 1 ≤
k≤ n: y［k］* w［k］) ≤ t: ( k: i + 1 ≤ k≤ n:
( x［k］+y［k］) * v［k］) ) + v［i］ = m( i + 1，s －
w［i］，t) + v［i］．
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( b) 当 x［i］ = 0时，根据( i) 可以得知: m( i，s，
t) = m( i + 1，s，t) ，通过以上分析，当 s ≥ w［i］时
t ＜ w［i］时，有

m( i，s，t) = max( m( i + 1，s，t) ，m( i + 1，s －
w［i］，t) + v［i］) ．
( iv) 当 s≥w［i］时 t≥w［i］时，x［i］和 y［i］可

以取 0，也可以取 1，但 2 者不可同时为 1( 因为一个
物品不能同时放入 2 个背包) ，则有
( a) 当 x［i］ = 0，y［i］ = 0 时，根据 ( i) 可得

m( i，s，t) = m( i + 1，s，t)
( b) 当 x［i］ = 0，y［i］ = 1 时，根据 ( ii) 可得

m( i，s，t) = m( i + 1，s，t － w［i］) + v［i］．
( c) 当 x［i］= 1y［i］= 0时，根据 iii) 可得m( i，

s，t) = m( i + 1，s － w［i］，t) + v［i］
根据( i) ～ ( iv) 的推导，可得如下递推关系
m( i，s，t) =

m( i + 1，s，t) ，s ＜ w［i］且 t ＜ w［i］;
max(m( i + 1，s，t) ，m( i + 1，s，t － w［i］) + v［i］)，

s ＜ w［i］且 t≥w［i］;
max(m( i + 1，s，t) ，m( i + 1，s － w［i］，t) + v［i］)， ( 5)

s≥w［i］且 t ＜ w［i］;
max(m( i + 1，s，t) ，m( i + 1，s，t － w［i］) + v［i］，
m( i + 1，s － w［i］，t) + v［i］)，s≥w［i］且 t≥w［i］















．
3) 对递推关系中出现的函数和变量初始化，结
合所得到的递推关系推导出问题的求解算法为

Begin: i = n;

m( n，s，t)
( 0 ＜ s≤C1，0 ＜ t≤C2)

= 0， s ＜ w［n］＆＆t ＜ w［n］;
v［n］，s≥ w［n］‖t≥ w［n{ ］;

( 6)

Termination: i = 1
Ｒecur

m( i，s，t)
( 0 ＜ s≤C1，0 ＜ t≤C2)

=

m( i + 1，s，t) ，s ＜ w［i］＆＆ t ＜ w［i］;
max( m( i + 1，s，t) ，m( i + 1，s，t － w［i］) + v［i］)，

s ＜ w［i］＆＆ t≥ w［i］;
max( m( i + 1，s，t) ，m( i + 1，s － w［i］，t) + v［i］)，

s≥ w［i］＆＆ t ＜ w［i］;
max( m( i + 1，s，t) ，m( i + 1，s，t － w［i］) + v［i］，
m( i + 1，s － w［i］，t) + v［i］)，s≥ w［i］＆＆ t≥ w［i















］;

End．
4) 将算法转换成可执行程序．
有了上述递推关系，很容易得到该问题的算法

程序，限于篇幅，程序省略．

3 背包问题的统一求解策略

对以上 3 个变形背包问题推导过程进行仔细分
析，并将其推广应用到其它背包问题以及子集和问

题、船装载问题的求解过程，得到了以下求解一类问
题的统一策略．

1) 使用 0-1数组形式化地描述问题的程序规约
〈AQ，AＲ〉．

2) 根据问题的求解特征寻找结构和原问题相
同但规模较小的子问题 S．

3) 使用范围分裂等量词的性质，对问题的后置
断言 AＲ进行等价变换，变换成如下形式:

AＲ = F( S，ΔS)
其中 S是( 1) 式中获得的子问题，ΔS 是在子问题基
础上求解原问题的增量部分．

4) 利用单一范围、一般分配律等量词性质，针
对增量部分 ΔS，分情形进行等价变换． 假设满足条
件 C1 下，ΔS等价变换为 ΔS1，满足条件 C2 下，ΔS等
价变换为 ΔS2，…，满足条件 Cn 下，ΔS 等价变换为
ΔSn．
分情形变换时要求满足 C1 ∨ C2 ∨ … ∨ Cn =
TＲUE．

5) 结合 3) 和 4) 等价变换的结果，得到如下递
推关系

AＲ =

F( S，ΔS1 ) ，当 C1 成立时，

F( S，ΔS2 ) ，当 C2 成立时，

…
F( S，ΔSn ) ，当 Cn 成立时










．

6) 确定递推的初始条件 ( 即最小子问题的取
值) 及递推的终止条件( 满足终止条件时即获得了

原问题的解) ．
7) 首先定义变量记录递推关系中子问题的解，
然后编写算法程序，根据( 3 ) 式中的结果从初始状
态出发，利用循环结构和分支结构，基于( 2) 式中确
定的递推关系，不断从规模较小子问题的解递推出

规模较大子问题的解，直到满足终止条件，获得原问

题的解．

4 总结

本文使用递推技术形式化推导了 3 个变形 0-1
背包问题，3 个问题的推导均使用了 0-1 数组表示
问题的程序规约，在此基础上采用程序规约的变换

技术，结合问题求解的不同情况对程序规约进行等
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价变换，得到问题求解的递推关系，进而得到解决问

题的算法程序．本文中采用的程序规约表示方法以
及求解递推关系的思路可以在其他背包问题以及子

集和、船装载等问题的求解中加以推广应用．该方法
与传统算法设计方法相比:

1) 在对原问题分划的基础上，通过量词性质对
程序规约进行等价变换得到问题求解的递推关系，

进而得到问题算法，详细展示了算法推导过程．
2) 由于推导过程采用的是等价数学变换，因此
本方法通过保证推导过程的正确性有效保证了最终

算法的正确性;更重要的是本文通过 3 个变形背包
问题的求解得到解决一类问题的统一策略，使得形

式化推导方法在面对复杂问题求解时，具有生成问

题求解策略的能力．
今后将继续对更加复杂的背包问题以及传统算

法问题( 如动态规划法、贪心法求解的问题) 进行深
入研究，探索使用递推技术形式化推导复杂问题的

有效途径．
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The Formal Derivation of Three Forms of 0-1 Knapsack Problems

YOU Ying，YANG Qinghong* ，QI Leilei
( College of Computer Information Engineering，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Based on depth study of various forms of knapsack problem in this paper，a vector of binary variables to
describe program specification of various forms of knapsack problem formally has been used． Through program speci-
fication conversion technology，the recurrence relation of problem solving sequence which can solve various forms of
knapsack problems has been used，based on which obtained their algorithm programs． Through this way，the reliabil-
ity of the algorithm program is． guaranteed． The derivation methods that is used in this paper can also be applied in
subset-sum problems，ship-loading problems and so on．
Key words: formal derivation; 0-1 knapsack problem; vector of binary; program specification; recurrence relation
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