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附有必选和可选服务的 M/G /1 /1
反馈排队模型主算子的谱特征

阿力木·米吉提
(新疆广播电视大学，新疆 乌鲁木齐 830049)

摘要:在一定条件下，通过研究附有必选和可选服务的 M/G /1 /1 反馈排队模型主算子的谱特征，得到该
反馈排队模型时间依赖解的渐近行为．为此，首先证明 0 是此模型主算子的几何重数为 1 的特征值;其次
求出此反馈排队模型主算子的共轭算子表达式，并证明 0 是此共轭算子的几何重数为 1 的特征值;然后
在一定条件下推出虚轴上除了 0 外，其他的所有点都属于该反馈排队模型主算子的豫解集;最后在同样
条件下，将上述结果结合在一起推出:该模型的时间依赖解强收敛于其稳态解．
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0 引言

M/G /1 /1 排队系统因其广泛的适用性而得到
了众多研究

［1-5］．除了理论上的研究外，它还被应用
于计算机建模和通信网络

［2-3］． 最近许多学者对具
有有限等待空间的系统进行了分析，其中不允许排

队的系统引起了他们极大的兴趣
［4-5］．

1994 年，K． C． Madan 在文献［4］中研究了当第
1 种(必选)服务结束后，顾客既可以选择离开，也可
以选择可选服务的 M/G /1 /1 排队系统． 1963 年，L．
Takacs 在文献［6］中考虑了当服务完成后顾客既可
以离开，也可以以一种特殊的概率重新进入系统的

M/G /1 /1 Bernoulli反馈排队系统．在文献［7］中 B．
K． Kumar等讨论了当必选服务结束后，顾客既可以
选择离开系统，也可以选择重回到必选服务或选择

特殊服务的 M/G /1 /1 反馈排队系统．首先运用补充
变量方法

［8］，他们建立了描述此系统的数学模型，

然后通过 Laplace 变换研究了该模型的稳态解． 在
一定条件下，本文通过研究此反馈排队模型所对应

的主算子的谱的特征，讨论此反馈排队模型时间依

赖解的渐近行为．为此，首先证明 0 是此反馈排队模
型主算子与共轭算子的几何重数为 1 的特征值，接

着证明虚轴上除了 0 外的其他所有的点都属于该反
馈排队模型主算子的豫解集，最后将上述结果结合

在一起得到该系统模型的时间依赖解强收敛于其稳

态解．
由文献［7］，附有必选和可选服务的 M/G /1 /1

反馈排队模型用以下微积分方程组来描述:

dP0( t)
dt = － λP0( t) + d∫

∞

0
P1(x，t)μ1(x)dx +

∫
∞

0
P2(x，t)μ2(x)dx + ∫

∞

0
P3(x，t)μ3(x)dx， (1)

Pi(x，t)
x

+
Pi(x，t)
t

= － μi(x)Pi(x，t)，i = 1，2，3，(2)

P1(0，t) = λP0( t) + r∫
∞

0
P1(x，t)μ1(x)dx，(3)

P2(0，t) = p∫
∞

0
P1(x，t)μ1(x)dx， (4)

P3(0，t) = q∫
∞

0
P1(x，t)μ1(x)dx， (5)

P0(0) = 1，Pi(x，0) = 0，i = 1，2，3． (6)
其中(x，t)∈［0，∞ ) ×［0，∞ );P0( t) 表示在时刻 t
服务台空闲的概率;Pi(x，t)dx表示在时刻 t服务台
处于状态 i( i = 1，2，3)，该状态已经停留了 x 时间，
在(x，x + dx) 时间内离去此状态的概率． λ表示顾客
到达系统的到达率;d 表示接受完必选服务后顾客
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离去系统的概率;r表示顾客完成必选服务后反馈到
必选服务的概率; p(q) 表示顾客完成必选服务后
选择可选服务 Ⅰ(Ⅱ) 的概率，其中 d，r，p，q 满足
d +r + p + q = 1;μ j(x)dx( j = 1，2，3) 表示(x，x +
dx) 系统在状态 j( i = 1，2，3) 的服务率．

1 模型的转换

首先通过选择适当的状态空间，算子及定义域

将附有必选和可选服务的 M/G /1 /1 反馈排队模型
转化成 Banach空间中的抽象 Cauchy 问题． 选取状
态空间为

X = {P∈ Ｒ × (L1［0，∞ )) 3 ‖P‖ =

P0 +∑
3

i = 1
‖Pi‖L1［0，∞ ) } ．

显然 X是一个 Banach 空间． 为简单起见，定义
极大算子 (Am，D(Am)) 为

［9］

Am

P0

P1(x)
P2(x)
P3(x











)

=

－ λ dχ1 χ2 χ3
0 ω1 0 0
0 0 ω2 0
0 0 0 ω













3

P0

P1(x)
P2(x)
P3(x











)

．

D(Am) = {P ∈ X dPi(x)dx∈ L1［0，∞ )，

Pi(x) 是绝对连续函数，i = 1，2，3}，

其中

ωi f(x) = － df(x)
dx － μi(x) f(x)，

χ ig(x) = ∫
∞

0
g(x)μi(x)dx，i = 1，2，3，

f∈ W1，1［0，∞ )，g∈ L1［0，∞ )，
选取 X的边界空间 X: = C3，并且定义边界算子

L:D(Am) → X，Φ:D(Am) → X如下:

L

P0

P1(x)
P2(x)
P3(x











)

=
P1(0)
P2(0)
P3(0









)

，

Φ

P0

P1(x)
P2(x)
P3(x











)

=
λ r χ1 0 0
0 pχ1 0 0
0 qχ1









0 0

P0

P1(x)
P2(x)
P3(x











)

．

如果定义算子(A，D(A)) 为 AP = AmP，D(A) =
{P ∈ D(Am) LP = ΦP}，则方程(1) ～ (6) 可描

述为 X上的抽象 Cauchy问题:

dP( t)
dt = AP( t)，t∈［0，∞ )，

P(0) = (1，0，0，0)
{

．
(7)

2 系统( 7) 相应算子的谱特征

下面研究附有必选和可选服务的 M/G /1 /1 反
馈排队模型时间依赖解的渐近行为．由文献［10］中
的定理 14 知，抽象 Cauchy 问题的时间依赖解的渐
近行为是由它的谱特征来决定的，因此下面研究此

模型相应主算子的谱特征． 1) 证明 0 是此反馈排队
模型主算子的几何重数为 1 的特征值;2) 求出该反
馈排队模型主算子的共轭算子表达式;3) 证明 0 是
该共轭算子的几何重数为 1 的特征值;4) 通过利用
文献［11］中的思想和文献［12］中的结论获得该模
型主算子的豫解集，并推出虚轴上除了 0 外其它所
有点都属于该模型主算子的豫解集，由此推出附有

必选和可选服务的 M/G /1 /1 反馈排队模型时间依
赖解的渐近行为．
引理 1 0 是 A的几何重数为 1 的特征值．
证 讨论方程 AP = 0，即

λP0 = d∫
∞

0
P1(x)μ1(x)dx + ∫

∞

0
P2(x)μ2(x)dx +

∫
∞

0
P3(x)μ3(x)dx， (8)

dPi(x)
dx = － μi(x)Pi(x)，i = 1，2，3， (9)

P1(0) = λP0 + r∫
∞

0
P1(x)μ1(x)dx， (10)

P2(0) = p∫
∞

0
P1(x)μ1(x)dx， (11)

P3(0) = q∫
∞

0
P1(x)μ1(x)dx． (12)

解(9) 式得到

Pi(x) = aie
－∫x0 μi(ζ)dζ，i = 1，2，3． (13)

(13) 式结合(10) ～ (12) 式并利用

∫
∞

0
e －∫x0 μ1(τ)dτμ1(x)dx = 1

推出

a1 = P1(0) = λP0 + ra1∫
∞

0
e －∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx =

λP0 + ra1a1 = λP0(1 － r)， (14)

a2 = P2(0) = pa1∫
∞

0
e －∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx =

pλP0(1 － r)， (15)

a3 = P3(0) = qa1∫
∞

0
e －∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx =
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qλP0(1 － r) ． (16)
由(8)，(13) ～ (16) 式得到

‖P‖ = P0 +∑
3

i = 1
‖Pi‖L1［0，∞ ) =

P0 +∑
3

i = 1
ai ∫

∞

0
e －∫x0 μi(ζ)dζdx + P0 + λ

1 － r P0 ·

{∫
∞

0
e －∫x0 μ1(ζ)dζdx + p∫

∞

0
e －∫x0 μ2(ζ)dζdx + q∫

∞

0
e －∫x0 μ3(ζ)dζdx}≤

P0 (1 + λ
1 － r∑

3

i = 1
∫
∞

0
e －∫x0 μi(ζ)dζdx) ＜ ∞ ．

此式说明:0 是 A的特征值． 同时由(8) 式，(13) ～
(16) 式知道:对应于 0 的特征向量空间是 1 维的线
性空间．即 0 的几何重数为 1．证毕．
由文献［13］，不难求出 X的共轭空间 X*

为

X* = {κ* ∈ Ｒ × (L∞［0，∞ )) 3 ‖ κ* ‖ =

sup{ κ*
0 ，supi = 1，2，3

‖κ*
i ‖L∞［0，∞ ) }} ．

容易证明 X*
是一个 Banach空间［14］．

引理 2 A的共轭算子 A*
为

A* κ* =
－λ 0 0 0

dμ1(x)
d
dx －μ1(x) 0 0

μ2(x) 0 d
dx －μ2(x) 0

μ3(x) 0 0 d
dx －μ3(x

















)

κ*0
κ*1 (x)

κ*2 (x)

κ*3 (x













)

+

0 λ 0 0
0 rμ1(x) pμ1(x) qμ1(x)
0 0 0 0











0 0 0 0

κ*
0

κ*
1 (0)

κ*
2 (0)

κ*
3 (0













)

，

D(A* ) = {κ* ∈ X* dκ*
i (x)dx 存在且

κ*
i (∞ ) = M，i = － 1，2，3}，其中M是与 i( i = 1，2，

3) 无关的常数．
证 P∈ D(A) 和 κ* ∈ D(A* )，利用分部

积分公式和边界条件推出

〈AP，κ* 〉= { － λP0 + d∫
∞

0
P1(x)μ1(x)dx +

∫
∞

0
P2(x)μ2(x)dx + ∫

∞

0
P3(x)μ3(x)dx}κ*

0 +

∑
3

i = 1
∫
∞

0
{ －

dPi(x)
dx － μi(x)Pi(x)}κ*

i (x)dx =

P0( － λκ*
0 ) + (∫

∞

0
P1(x)μ1(x)dκ

*
0 dx +

∑
3

i = 2
∫
∞

0
Pi(x)μi(x)κ

*
0 dx +∑

3

i = 1
Pi(0)κ

*
i (0) +

∑
3

i = 1
∫
∞

0
Pi(x){

d
dx － μi(x)}κ*

i (x)dx = P0{ － λκ*
0 +

λκ*
1 (0)} + ∫

∞

0
P1(x){dμ1(x)κ

*
0 + rμ1(x)κ

*
1 (0) +

pμ1(x)κ
*
2 (0) + qμ1(x)κ

*
3 (0) +［d /dx －

μ1(x)］κ
*
1 (x)}dx +∑

3

i = 2
∫
∞

0
Pi(x){μi(x)κ

*
0 +

［d /dx － μi(x)］κ
*
i (x)}dx =〈P，A* κ* 〉．

由共轭算子的定义结合到上式知，引理 2 的结
论成立．证毕．
引理 3 0是共轭算子 A*

的几何重数为 1的特
征值．
证 考虑方程 A* κ* = 0的非零解，此方程等

价于

－ λκ*
0 + λκ*

1 (0) = 0，
dκ*

1 (x)dx = μ1(x)κ
*
1 (x) － μ1(x)［dκ

*
0 +

rκ*
1 (0) + pκ*

2 (0) + qκ*
3 (0)］， (17)

dκ*
i (x)dx = μi(x)κ

*
i (x) － μi(x)κ

*
0 ，i = 2，3，
(18)

κ*
i (∞ ) = M，i = 1，2，3． (19)
由 (17) ～ (18) 式有

κ*
1 (x) = b1e∫

x

0
μ1(ζ)dζ － e∫

x

0
μ1(ζ)dζ∫

x

0
μ1(τ)［dκ

*
0 +

rκ*
1 (0) + pκ*

2 (0) + qκ*
3 (0)］e

－∫τ0 μ1(ζ)dζdτ， (20)

κ*
i (x) = bie∫

x

0
μi(ζ)dζ － e∫

x

0
μi(ζ)dζ·

∫
x

0
μi(τ)κ

*
0 e

－∫τ0μi(ζ)dζdτ，i = 2，3． (21)

将 (20) 与 (21) 式 两边同时乘 e －∫x0 μ1(ζ)dζ，

e －∫x0 μi(ζ)dζ( i = 2，3)，并由(19) 式推出

b1 = ∫
∞

0
μ1(τ)［dκ

*
0 + rκ*

1 (0) + pκ*
2 (0) +

qκ*
3 (0)］e

－∫τ0 μ1(ζ)dζdτ， (22)

bi = ∫
∞

0
μi(τ)κ

*
0 e

－∫τ0 μi(ζ)dζdτ，i = 2，3． (23)

将(22)，(23) 式代入(20)，(21) 式可得

κ*
1 (x) = e∫

x

0
μ1(ζ)dζ∫

∞

x
μ1(τ)［dκ

*
0 + rκ*

1 (0) +

pκ*
2 (0) + qκ*

3 (0)］e
－∫τ0 μ1(ζ)dζdτ，(24)

κ*
i (x) = e∫

x

0
μi(ζ)dζ∫

∞

x
μi(τ)κ

*
0 e

－∫τ0 μi(ζ)dζdτ =

－ κ*
0 e∫

x

0
μi(ζ)dζ∫

∞

x
e －∫τ0 μi(ζ)dζd － ∫

τ

0
μi(ζ)d( )ζ =

－ κ*
0 e∫

x

0
μi(ζ)dζ［e －∫τ0 μi(ζ)dζ τ =∞

τ = x
］ = κ*

0 ，i = 2，3． (25)

将(25) 式代入(24) 式，同时用关系式 d + r +
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p +q = 1 得到

κ*
1 (x) = e∫

x

0
μ1(ζ)dζ∫

∞

x
μ1(τ)［dκ

*
0 + rκ*

0 + pκ*
0 +

qκ*
0］e

－∫τ0 μ1(ζ)dζdτ = κ*
0 ． (26)

(25) 式与(26) 式说明

‖ κ* ‖ = sup{ κ*
0 ，supi =1，2，3

‖κ*
i ‖L∞［0，∞)} =

κ*
0 ＜ ∞ ． (27)
(27) 式表明 0 是 A*

的特征值． 此外，(25) ～
(27) 式表明对应于0的特征向量构成1维的线性空
间．这表明 0 的几何重数为 1．证毕．
下面研究附有必选和可选服务的 M/G /1 /1 反

馈排队模型相应主算子的豫解集． 1) 定义算子 A0

和该算子的定义域并且研究它的豫解集;2) 通过考
虑式子 γI － Am 的核来定义 Dirichlet算子 Dγ，并且

结合到所定义的边界算子的定义推出 ΦDγ 的表达

式;3) 运用文献［11］中的结果得到 A的豫解集．
定义算子(A0，D(A0)) 为 A0P = AmP，D(A0) =

{P∈ D(Am) LP = 0}，则z∈ X，考虑方程
(γI － A0)P = z，

这等价于

(γ + λ)P0 = z0 + d∫
∞

0
P1(x)μ1(x)dx +

∫
∞

0
P2(x)μ2(x)dx + ∫

∞

0
P3(x)μ3(x)dx， (28)

dPi(x)dx = －［γ + μi(x)］Pi(x) + zi(x)，i = 1，2，3，
(29)

Pi(0) = 0，i = 1，2，3． (30)
解(28) ～ (30) 式得到

P0 =
z0

γ + λ
+ d
γ + λ∫

∞

0
μ1(x)e

－γx－∫x0 μ1(ζ)dζ·

∫
x

0
z1(τ)eγτ

+∫τ0 μ1(ζ)dζdτdx + 1
γ + λ

·

∑
3

i = 2
∫
∞

0
μi(x)e

－γx－∫x0 μi(ζ)dζ∫
x

0
zi(τ)eγτ

+∫τ0 μi(ζ)dζdτdx，(31)

Pi(x) = e －γx－∫x0 μi(ζ)dζ∫
x

0
zi(τ)eγτ

+∫τ0 μi(ζ)dζdτ，i = 1，2，3．

(32)
f∈ L1［0，∞ )，若记

Vi f(x) = e －γx－∫x0 μi(ζ)dζ∫
x

0
f(τ)eγτ+∫

τ

0
μi(ζ)dζdτ，i = 1，2，3，

则(31) ～ (32) 式变为
(γI － A0)

－1z =
1

γ + λ
d

γ + λχ1
V1

1
γ + λχ2

V2
1

γ + λχ3
V3

0 V1 0 0
0 0 V2 0
0 0 0 V















3

z0
z1(x)
z2(x)
z3(x











)

．

由上述表达式和豫解集的定义可得以下结论．
引理4 设0 ＜ μi = inf

x∈［0，∞)
μi(x)≤ sup

x∈［0，∞)
μi(x) =

μi ＜ ∞ ( i = 1，2，3)，则

{γ∈ C | Ｒe γ + μi ＞ 0( i = 1，2，3)，Ｒe γ +

λ ＞ 0}  ρ(A0) ．
证 f∈ L1［0，∞ )，用 Vi( i = 1，2，3) 的定义

和分部积分法估计出

‖Vi f‖L1［0，∞ ) = ∫
∞

0
Vi f(x) dx =

∫
∞

0
e －γx－∫x0 μi(ζ)dζ∫

x

0
f(τ)eγτ+∫

τ

0
μi(ζ)dζdτ dx≤

∫
∞

0
e －Ｒe γx－∫x0 μi(ζ)dζ∫

x

0
eＲe γτ+∫

τ

0
μi(ζ)dζ f(τ) dτdx =

∫
∞

0

－ 1
Ｒe γ + μi(x) ∫

x

0
eＲe γτ+∫

τ

0
μi(ζ)dζ f(τ) d( )τ de－Ｒe γx－∫x0 μi(ζ)dζ≤

－ 1
Ｒe γ + μi

{e －Ｒe γx－∫x0 μi(ζ)dζ(∫
x

0
eＲe γτ+∫

τ

0
μi(ζ)dζ·

f(τ) dτ)
x =∞

x =0
－∫

∞

0
e－Ｒe γx－∫x0 μi(ζ)dζeＲe γx+∫

x

0
μi(ζ)dζ f(x) dx} =

1
Ｒe γ + μi

‖f‖L1［0，∞)‖Vi‖≤
1

Ｒe γ + μi
，i = 1，2，3．

(33)
z∈X，由‖χ i‖≤ μi( i = 1，2，3) 和(33) 式，

(γI － A0)
－1
的表达式及引理 4 的条件推出

‖(γI － A0)
－1z‖ =

1
γ + λ

z0 + d
γ + λχ1

V1z1 + 1
γ + λχ2

V2z2 + 1
γ + λχ3

V3z3 +

∑
3

i = 1
‖Vizi‖L1［0，∞ ) ≤

1
γ + λ z0 +

d
γ + λ χ1V1 z1 + 1

γ + λ ∑
3

i = 2
χ iVi zi +

∑
3

i = 1
‖Vizi‖L1［0，∞ ) ≤

1
γ + λ z0 +

1
γ + λ ∑

3

i = 1
‖χ i‖‖Vi‖‖zi‖L1［0，∞ ) +

∑
3

i = 1
‖Vi‖‖zi‖L1［0，∞ ) ≤

1
γ + λ z0 +

∑
3

i =1

1
γ + λ

μi

Ｒe γ + μi
+ 1
Ｒe γ + μ( )

i

‖zi‖L1［0，∞) ≤

sup 1
γ + λ
，sup
i =1，2，3

1
γ + λ

μi
Ｒe γ + μi

+ 1
Ｒe γ + μ{ }{ }

i

·

‖z‖ ＜ ∞ ．
此式说明引理 4 的结论成立．证毕．
引理5 设0 ＜ μi = inf

x∈［0，∞)
μi(x)≤ sup

x∈［0，∞)
μi(x) =

μi ＜ ∞ ( i = 1，2，3)，若 γ∈ ρ(A0)，则

P∈ ker(γI － Am)P0 =
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c1d
γ + λ∫

∞

0
e －γx－∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx +

1
γ + λ∑

3

i = 2
ci∫

∞

0
e －γx－∫x0 μi(ζ)dζμi(x)dx， (34)

Pi(x) = cie
－γx－∫x0 μi(ζ)dζ，ci ＜ ∞，i = 1，2，3． (35)

证 如果 P∈ ker(γI － Am)，则(γI － Am)P =
0，这等价于

(γ + λ)P0 = d∫
∞

0
P1(x)μ1(x)dx +

∫
∞

0
P2(x)μ2(x)dx + ∫

∞

0
P3(x)μ3(x)dx， (36)

dPi(x)
dx = －［γ + μi(x)］Pi(x)，i = 1，2，3． (37)

解(37) 式推出

Pi(x) = cie
－γx－∫x0 μi(ζ)dζ，i = 1，2，3． (38)

将(38) 式代入(36) 式得到

P0 =
c1d
γ + λ∫

∞

0
e －γx－∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx +

1
γ + λ∑

3

i = 2
∫
∞

0
cie

－γx－∫x0 μi(ζ)dζμi(x)dx． (39)

由于 P∈ ker(γI － Am)，P∈D(Am)，所以用嵌入定

理
［15］
得到

ci ≤∑
3

i = 1
ci = ∑

3

i = 1
Pi(0) ≤

∑
3

i = 1
‖Pi‖L∞［0，∞ ) ≤∑

3

i = 1
‖Pi‖L1［0，∞ ) +

∑
3

i = 1
‖

dPi

dx‖L1［0，∞ ) ＜ ∞，i = 1，2，3．

上式结合到(38) 与(39) 式，得到(34) ～ (35)
式成立．
反之，如果(34) ～ (35) 式成立，则有

‖Pi‖L1［0，∞ ) ≤ ci ∫
∞

0
e －Ｒe γx－μixdx =

ci (Ｒe γ + μi)，i = 1，2，3．

由 ci ＜ ∞ ( i = 1，2，3) 和∫
∞

0
v(x)e －∫x0 v(ζ)dζdx =

1，推出

‖P‖ = P0 +∑
3

i = 1
‖Pi‖L1［0，∞ ) ≤

c1 d
γ + λ ∫

∞

0
e －Ｒe γx－∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx + 1

γ + λ
·

∑
3

i = 2
∫
∞

0
ci e －Ｒe γx－∫x0 μi(ζ)dζμi(x)dx +∑

3

i = 1
‖Pi‖L1［0，∞ ) ≤

c1 d
γ + λ ∫

∞

0
e －∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx + 1

γ + λ
·

∑
3

i = 2
ci ∫

∞

0
e －∫x0 μi(ζ)dζμi(x)dx +∑

3

i = 1

ci
Ｒe γ + μi

≤

∑
3

i = 1

1
γ + λ

+ 1
Ｒe γ + μ( )

i
ci ＜ ∞ ． (40)

由(35) 式知
dPi(x)

dx = － ci(γ + μi(x))e
－γx－∫x0 μi(ζ)dζ =

－ (γ + μi(x))Pi(x)，i = 1，2，3． (41)
由(41) 和(40) 式得到

∑
3

i = 1
‖dPidx‖L1［0，∞ ) =

∑
3

i = 1
∫
∞

0
(γ + μi(x))Pi(x) dx≤

∑
3

i = 1
( γ + μi)‖Pi‖L1［0，∞ ) ≤

( γ +∑
3

i = 1
μi)∑

3

i = 1
‖Pi‖L1［0，∞ ) ≤

( γ +∑
3

i = 1
μi)‖P‖ ＜ ∞ ． (42)

(40) 与(42) 式表示
P∈ ker(γI － Am) ．

证毕．
由于 L是满射，所以L ker(γI－Am)

:ker(γI － Am)→
X可逆．若 γ∈ ρ(A0)，则定义 Direchlet算子为

Dγ: = (L ker(γI－Am)
) －1:X→ ker(γI － Am) ．

对 γ∈ ρ(A0)，由引理 4知算子 Dγ 的具体表达式为

Dγ

c1
c2
c











3

=

dψ1 ψ2 ψ3

ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε













3

c1
c2
c











3

，

其中

ψi = 1
γ + λ∫

∞

0
εiμi(x)dx，i = 1，2，3，

εi = e －γx－∫x0 μi(ζ)dζ，i = 1，2，3．
由Φ的定义和 Dγ的表达式得到ΦDγ的具体表

达式:

ΦDγ

c1
c2
c











3

=

λ rχ1 0 0
0 pχ1 0 0
0 qχ1









0 0

dψ1 ψ2 ψ3

ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε













3

c1
c2
c











3

=

λdψ1 + r χ1ε1 λψ2 λψ3

pχ1ε1 0 0
qχ1ε1









0 0

c1
c2
c











3

． (43)
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在文献［11］中 A． Haji等得到如下结论．
引理 6 设 γ∈ ρ(A0) 且γ0 ∈ C 使得 1 

σ(ΦDγ0)，则 γ∈ σ(A)1 ∈ σ(ΦDγ) ．
在一定条件下，结合引理 6 与文献［11］得到如

下结论．
引理7 设0 ＜ μi = inf

x∈［0，∞)
μi(x)≤ sup

x∈［0，∞)
μi(x) =

μi ＜ ∞ ( i = 1，2，3)，且 A 生成一个正压缩 C0-半群
T( t)，则在虚轴上除了 0 外其他所有点都属于 A 的
豫解集．

证 设 c
→

= (c1，c2，c3)，cj ＜ ∞ ( j = 1，2，3)，
并且 γ = ih，h∈Ｒ \{0} ．由 Ｒiemann-Lebesgue引理

lim
h→∞∫

∞

0
g(x)cos(hx)dx = 0，

lim
h→∞∫

∞

0
g(x)sin(hx)dx = 0，

g∈ L1［0，∞ )，g(x) ≥ 0，
知存在非负常数 K ＞ 0 使得对一切 h ＞ K有

∫
∞

0
g(x)eihxdx

2
= ∫

∞

0
g(x)(cos(hx) － isin(hx))dx

2
=

∫
∞

0
g(x)sin(hx)d( )x 2

+ ∫
∞

0
g(x)cos(hx)d( )x 2

＜

∫
∞

0
g(x)d( )x 2

 ∫
∞

0
g(x)e － ihxdx ＜ ∫

∞

0
g(x)dx． (44)

从而对 h ＞ K，由(43)，(44) 式，关系式 d + r + p +

q = 1，与∫
∞

0
v(x)e －∫x0 v(τ)dτdx = 1 推出

‖ΦDγ c
→
‖ = λdψ1c1 + λψ2c2 + λψ3c3 + r χ1ε1c1 +

pχ1ε1c1 + qχ1ε1c1 ≤
λd
h2 + λ槡 2

c1 ∫
∞

0
e－ihx－∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx +

λ
h2 + λ槡 2

c2 ∫
∞

0
e－ihx－∫x0 μ2(ζ)dζμ2(x)dx +

λ
h2 + λ槡 2

c3 ∫
∞

0
e－ihx－∫x0 μ3(ζ)dζμ3(x)dx +

r c1 ∫
∞

0
e － ihx－∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx +

p c1 ∫
∞

0
e － ihx－∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx +

q c1 ∫
∞

0
e － ihx－∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx ＜

c1 (p + q + d + r)∫
∞

0
e－∫x0 μ1(ζ)dζμ1(x)dx +

c2 ∫
∞

0
e －∫x0 μ2(ζ)dζμ2(x)dx +

c3 ∫
∞

0
e －∫x0 μ3(ζ)dζμ3(x)dx =

( c1 + c2 + c3 ) = ‖c
→
‖

‖ΦDγ‖ ＜ 1． (45)
(45) 式表明当 h ＞ K 时，谱半径 r(ΦDγ) ≤
‖ΦDγ‖ ＜ 1．这说明当 h ＞ K 时，1  σ(ΦDγ) ．

此结果结合引理 6 知，当 h ＞ K 时，有 γ = ih 
σ(A)，即
{ ih h ＞ K}  ρ(A)，

{ ih h ≤ K}  σ(A) ∩ i{ Ｒ．
(46)

另外，由此引理条件和引理1知，T( t) 是一个谱
界为 0 的正压缩 C0-半群，从而由文献［12］知，

σ(A) ∩ iＲ是虚加法循环，即

ih∈ σ(A) ∩ iＲihk∈ σ(A) ∩ iＲ，k∈ N．

上式结合(46) 式和引理 1 推出 σ(A) ∩ iＲ =

{0} ．证毕．
当 A生成一个正压缩 C0-半群 T( t) 时，引理 1，

引理 3，引理 7正好满足文献［10］中的定理 14的各
个条件，因此这些结论结合到文献［10］中的定理14
得到本文的主要结论．
定理1 设 0 ＜ μi = inf

x∈［0，∞)
μi(x)≤ sup

x∈［0，∞)
μi(x) =

μi ＜ ∞ ( i = 1，2，3)，并且 A生成一个正压缩 C0-半
群 T( t)，则排队系统(7) 的时间依赖解强收敛于该
排队系统的稳态解，即

lim
t→∞
‖P(·，t) － cP(·)‖ = 0，

其中 P(x) 是引理 1 中得到的特征向量．
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The Spectral Properties of the Operator Corresponding to
the M /G /1 /1 Feedback Queue with Ｒegular and Optional Services

ALIM Mijit
(Xinjiang Ｒadio and TV University，Urumqi Xinjiang 830049，China)

Abstract:Under a certain condition，by studying the spectral properties of the underlying operator which corre-
sponding to the M /G /1 /1 feedback queue with regular and optional service，the asymptotic behavior of the time de-
pendent solution of this queueing model has been obtained． First，it is proved that zero is an eigenvalue of the under-
lying operator with geometric multiplicity one． Next，by studying the expression of the adjoint operator of the underly-
ing operator，it is proved that zero is an eigenvalue of the adjoint operator with geometric multiplicity one． Then，un-
der a certain condition，it has been deduced that all points on the imaginary axis except zero belong to the resolvent
set of the underlying operator corresponding to the system model． Thus，under the same condition，by combining the
above results，it is obtained that the time-dependent solution of the system model converges strongly to its steady
state solution．
Key words:M/G /1 /1 feedback queue;regular and optional service;eigenvalue;geometric multiplicity;resolvent set
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