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2 类组合数学问题的算法形式化推导
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摘要: 组合数学问题算法的研究是计算机科学的重要研究内容，但在许多相关文献中，许多组合数学问题

的算法只是经过简单分析得到，并未给出算法程序的详细设计过程，导致读者无法理解算法本质，更无法

保证算法程序的正确性． 该文在以组合数学中连续子序列最大乘积和第 2 类斯特林数变形问题为例的基

础上，通过形式化描述问题的程序规约，使用规约变换规则，对程序规约进行一系列等价变换，获得问题

求解序列的递推式，并以此为基础得到问题求解的算法程序，清晰地展示了从问题的需求到算法程序的

详细推导过程． 通过对相关组合数学问题的进一步深入研究，提炼了 2 类组合数学问题的求解策略，为提

高组合数学问题算法程序的正确性提供了有效途径．
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0 引言

组合数学是一门研究离散对象的科学，重点研

究满足一定条件组合模型的存在、计数、构造和优化

等方面的问题［1-2］; 而计算机科学是研究算法的科

学，且 计 算 机 所 处 理 的 对 象 大 部 分 是 离 散 的 数

据［3］． 因此，随着计算机科学的日益发展，组合数学

的重要性也日渐凸显［4］，关于组合数学问题算法的

研究也成为了计算机科学的重要研究内容． 然而，在

许多相关文献和资料中，组合数学问题的相关算法

只是经过简单分析得到，并未给出算法程序的详细

设计过程，导致读者无法深入理解算法的本质［3］;

同时，算法程序的正确性也无法保证．
随着“软件危机”的出现，软件的正确性和可靠

性成了现今重要的研究内容之一，而算法程序的正

确性是软件开发中的核心问题，形式化方法是提高

算法正确性的有效途径之一． 目前，形式化方法已经

成为计算机科学的一个重要分支，从最简单的 1 阶

谓词演算发展到基于逻辑、状态机、进程代数等众多

的形式化方法［5］，经过几十年的深入研究和应用，

形式化方法在软件开发中取得了显著的成果［6-8］．
Z 方法［9］以谓词逻辑和集合论为语义基础，提

供了一种模式结构． 而 VDM 方法［10］通过谓词逻辑

和已定义的抽象数据类型来对运算或函数功能进行

结构化规格描述． 这 2 种方法使规格说明拥有了简

短精炼、无歧义的优点，但它们不支持软件系统开发

的所有阶段． B 方法［11-12］使用 1 阶谓词逻辑和集合

论描述软件规范，以抽象机作为软件部件的描述单

元，通过 B 语言来描述、设计和实现软件系统． B 方

法支持软件系统开发的所有阶段，但使用抽象机描

述软件开发过程较复杂，导致系统开发成本较高．
基于递推技术的形式化方法［13-14］根据问题需

要实现的功能，形式化描述问题的程序规约［15］，再

通过程序规约变换技术进行一系列数学变换获取问

题求解的递推关系，以此为基础获得算法程序． 该方

法支持从程序规约到算法程序的整个开发阶段，可

以详细展示算法的推导过程． 该过程是以 1 阶谓词

逻辑为基础的，过程和递推式都是令人信服的． 同

时，由于推导过程中采用数学等价变换，因而该方法

通过保证推导过程的正确性来确保最终算法程序的

正确性． 因此，本文采用基于递推技术的形式化推导

方法展示 2 类组合数学问题的推导过程．

1 预备知识

程序规约采用量词的形式表示为 ( Qi ∶r( i) ∶
f( i) ) ，其含义是“在范围 r( i) 上，对函数 f( i) 应用 q
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运算所得到的量”，其中 q 是量词 Q 对应的 2 元运

算［4］，Q 可 以 是 ( 全 称 量 词) 、( 存 在 量 词) 、

∑ ( 求和量词) 、∏ ( 乘积量词) 、MIN( 求最小值量

词) 、MAX( 求最大值量词) ［5］． 本文使用到的变换规

则有［6］:

( i) 范围分裂为( Qi ∶r( i) ∶ f( i) ) = ( Qi ∶r( i) ∧
b( i) ∶ f( i) ) ( Qi ∶ r( i) ∧  b( i) ∶ f( i) ) ;

( ii) 单一范围为( Qi ∶ i = k ∶ f( i) ) = f( k) ;

( iii) 交叉积为( Qi，j ∶ r( i) ∧ s( i，j) ∶ f( i，j) ) =
( Qi ∶ r( i) ∶ ( Qj ∶ s( i，j) ∶ f( i，j) ) ) ;

( iv) 一 般 分 配 律 为 ( Qi ∶ r( i) ∶ g⊙f( i) ) =
g⊙( Qi ∶r( i) ∶ f( i) ) ，其中 i 不是 g 中的自由变量．

利用基于递推技术的形式化方法进行推导的算

法的基本步骤为: ( i) 根据问题需要实现的功能，形

式化描述问题的程序规约; ( ii) 利用程序规约变换

技术对程序规约进行数学等价变换，获得问题求解

的递推关系; ( iii) 确定问题求解的初始条件和终止

条件，并结合( ii) 中的递推关系得到问题求解算法;

( iv) 根据问题求解算法得到相应的算法程序．

2 连续子序列问题的形式化推导

组合数学中有许多经典及难点问题，连续子序

列问题是其中的一类子问题． 本文以连续子序列最

大乘积问题为例，使用基于递推技术的形式化方法，

展示算法程序的形式化推导过程．

2． 1 连续子序列最大乘积

问题描述: 对于一个有 n 个实数的序列 a［1 ∶
n］，找出序列 a［1 ∶n］中连续子序列的最大乘积
( n≥ 1) ． 例如对于序列［2，3，－ 1，－ 2，3，－ 4］中

的乘积最大的连续子序列为［2，3，－ 1，－ 2，3］，其

乘积是 36．
( i) 形式化描述问题的程序规约．
用 MaxCJ ( n) 来表示序列 a［1，…，n］中连续子

序列的最大乘积．
AQ : 已知一个序列 a［1，…，n］，n ＞ 0;

AＲ: MaxCJ ( n) = ( MAX i，j ∶1≤ i≤ j≤ n ∶(∏ k ∶

i≤k≤ j ∶ a［k］) ) ．
( ii) 分划原问题并求解递推关系．
将问题进行一般化，使用 MaxCJ ( m) 表示序列

a［1 ∶m］中连续子序列的最大乘积，则 MaxCJ ( m) =

( MAX i，j ∶1≤ i≤ j≤m ∶ (∏k ∶ i≤ k≤ j ∶a［k］) ) ，

令 Mul ( i，j) = (∏k ∶i≤ k≤ j ∶a［k］) ，则MaxCJ( m) =

( MAX i，j ∶1 ≤ i ≤ j ≤ m ∶Mul ( i，j) ) { 交叉积} =
( MAX j ∶1≤ j≤ m ∶( MAX i ∶1≤ i≤j ∶Mul ( i，j) ) ． 令

H( j) = ( MAX i ∶1≤ i≤ j ∶Mul ( i，j) ) ，则MaxCJ ( m) =
( MAX j ∶ 1 ≤ j≤ m ∶H( j) ) ．

( a) 对 Mul ( i，j) 进行变换．

Mul ( i，j) = (∏k ∶i≤k≤ j ∶a［k］) { 范围分裂} =

(∏k ∶i≤ k≤ j∧ k≠ j ∶a［k］) (∏k ∶ i≤ k≤ j∧

k = j ∶a［k］) = (∏k ∶i≤k≤ j －1 ∶a［k］) (∏ k ∶ k =

j ∶ a［k］) { 单一 范 围} = ( ∏k ∶ i ≤ k ≤ j －1 ∶

a［k］) a［j］ = Mul ( i，j － 1) a［j］．
( b) 对 H( j) 进行变换．
H( j) = ( MAX i ∶1 ≤ i ≤ j ∶Mul ( i，j) ) { 范围分

裂} = max( ( MAX i ∶1 ≤ i≤ j∧ i≠ j ∶Mul ( i，j) ) ，

( MAX i ∶1≤ i≤ j∧ i = j ∶Mul ( i，j) ) ) = max( ( MAX i ∶
1≤ i≤ j － 1 ∶Mul ( i，j) ) ，( MAX i ∶i = j ∶Mul ( i，j) ) ) { 单

一范围} = max( ( MAX i ∶1≤ i≤ j －1 ∶Mul( i，j) ) ，a［j］) =
max( ( MAX i ∶1 ≤ i ≤ j － 1 ∶Mul ( i，j － 1) a［j］) ，

a［j］) ．
当 a［j］≥ 0 时，H( j) = max( ( MAX i ∶1≤ i≤

j － 1 ∶Mul ( i，j － 1) ) a［j］，a［j］) = max( H( j － 1) ·
a［j］，a［j］) ;

当 a［j］ ＜ 0 时，H( j) = max( ( MIN i ∶1 ≤ i ≤
j － 1 ∶Mul ( i，j － 1) ) a［j］，a［j］) ．

令 h( j) = ( MIN i ∶1≤ i≤ j ∶Mul ( i，j) ) ，则H( j) =
max( h( j － 1) a［j］，a［j］) ．

( c) 对 h( j) 进行变换．
h( j) = ( MIN i ∶1≤ i≤ j ∶Mul ( i，j) ) { 范围分裂} =

min( ( MIN i ∶1 ≤ i≤ j∧ i≠ j ∶Mul ( i，j) ) ，( MIN i ∶
1 ≤i≤ j∧ i = j ∶Mul ( i，j) ) ) = min( ( MIN i ∶ 1 ≤
i≤j － 1 ∶Mul ( i，j) ) ，( MIN i ∶i = j ∶Mul ( i，j) ) ) { 单一范

围} = min( ( MIN i ∶1≤ i≤ j － 1 ∶Mul ( i，j) ) ，a［j］) =
min( ( MIN i ∶1≤ i≤ j － 1 ∶Mul ( i，j － 1) a［j］) ，a［j］) ．

当 a［j］≥ 0 时，h( j) = min( ( MIN i ∶ 1 ≤ i ≤
j － 1 ∶Mul ( i，j － 1) ) a［j］，a［j］) = min( h( j － 1) ·
a［j］，a［j］) ;

当 a［j］ ＜ 0 时，h( j) = min( ( MAX i ∶1 ≤ i≤
j － 1 ∶Mul ( i，j － 1) ) a［j］，a［j］) ，即 h( j) = min( H( j －
1) a［j］，a［j］) ．

由以上( b) 和( c) 的推导可知递推关系式为

H( j) = max( H( j － 1) a［j］，a［j］) ，a［j］≥ 0，

max( h( j － 1) a［j］，a［j］) ，a［j］ ＜ 0{ ，
( 1)
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h( j) = min( h( j － 1) a［j］，a［j］) ，a［j］≥ 0，

min( H( j － 1) a［j］，a［j］) ，a［j］ ＜ 0{ ．
( 2)

( d) 对 MaxCJ ( m) 进行变换．
MaxCJ ( m) = ( MAX j ∶1 ≤ j ≤ m ∶H( m) ) =

max( ( MAX j ∶1≤ j≤ m∧ j≠ m ∶H( m) ) ，( MAX j ∶
1 ≤ j≤ m∧ j = m ∶H( m) ) ) = max( ( MAX j ∶1 ≤
j≤m － 1 ∶H( m) ) ，( MAX j ∶ j = m ∶H( m) ) ) =
max( ( MAX j ∶1 ≤ j ≤ m － 1 ∶H( m) ) ，H( m) ) =
max( MaxCJ ( m － 1) ，H( m) ) ． ( 3)

( iii) 问题的求解算法．
在( 1) ～ ( 3) 式这 3 个递推关系的基础上确定

递推的初始条件和终止条件，获得问题的求解算法．
BEGIN: m = 2;MaxCJ( 1) = H( 1) = h( 1) = a［1］;

TEＲMINATION: m = n + 1;

ＲECUＲ:

H( m) =
Max( H( m － 1) a［m］，a［m］) ，a［m］≥ 0，

Max( h( m － 1) a［m］，a［m］) ，a［m］ ＜ 0{ ;

h( m) =
Min( h( m － 1) a［m］，a［m］) ，a［m］≥ 0，

Min( H( m － 1) a［m］，a［m］) ，a［m］ ＜ 0{ ;

MaxCJ ( m) = Max( MaxCJ ( m － 1) ，H( m) ) ;

END．
( iv) 获取问题的算法程序．
通过以上推导的递推关系可知，H( m) 和 h( m)

的值分别利用 H( m － 1) 和 h( m － 1) 的值进行求

解，其中 m 的变化范围为 1≤ m≤ n，因而可以从最

小的子问题 m = 2 出发，反复利用该递推式，逐步扩

大m的值，求出规模较大子问题的解，直到最终求出

原问题的解．
在算法具体实现时，使用数组 H［m］的每个元

素依次记录子问题 H( m) 的值，用数组 h［m］的每

个元素依次记录子问题 h( m) 的值，用变量 MaxCJ

来 记 录 子 问 题 MaxCJ ( m) 的 值， 即 MaxCJ =
Max( MaxCJ，H［m］) 表示连续子序列的最大乘积;

然后根据上述递推关系，借助循环结构，不断由规模

较小子问题的解求出规模较大子问题的解，最终求

出原问题的解． 具体算法程序如下:

H［1］ = h［1］ = a［1］;

Double MaxCJ ;

for( int m = 2; m ＜ = n; m + + ) {

if ( a［m］≥ 0) {

H［m］ = Max( H［m － 1］* a［m］，a［m］) ;

h［m］ = Min( h［m － 1］* a［m］，a［m］) ;

}

else{

H［m］ = Max( h［m － 1］* a［m］，a［m］) ;

h［m］ = Min( H［m － 1］* a［m］，a［m］) ;

}

MaxCJ = Max( MaxCJ，H［m］) ;

} ．
由于以上算法程序完全是建立在递推关系的基

础上实现的，而递推关系是之前经过严格数学推导

得到的，因而有效地保证了以上算法程序的正确性．

2． 2 统一求解连续子序列问题的策略

根据上述的推导，可以得到以下求解递推子序

列问题的统一求解策略:

( i) 利用程序规约描述语言形式化地描述相关

问题 P 的程序规约〈AQ，AＲ〉;

( ii) 分划原问题并利用范围分裂、单一范围、交
叉积等量词性质对问题的程序规约进行数学等价变

换获取递推关系 f: P( i + 1) = f( P( i) ，ΔPi ) ，其中

P( i) 是P( i + 1) 的子问题，由P( i) 和ΔPi 通过递推

关系 f 可以获得 P( i + 1) 的解;

( iii) 对于 ΔPi 部分，需分不同情况使用规则进

行等价变换:

若约束条件为 CC1，则 ΔPi 变换成 ΔPi1 ;

若约束条件为 CC2，则 ΔPi 变换成 ΔPi2 ;

…
若约束条件为 CCn

，则 ΔPi 变换成 ΔPin ;

其中 CC1 ∨ CC2 ∨…∨ CCn
= true;

( iv) 由以上( ii) 和( iii) 可获得递推关系式为

P( i + 1) =

f( P( i) ，ΔPi1 ) ，约束条件为 CC1，

f( P( i) ，ΔPi2 ) ，约束条件为 CC2，

…
f( P( i) ，ΔPin ) ，约束条件为 CCn










．

( v) 通过以上递推关系式，确定递推关系的起

止条件，获取问题的求解算法;

( vi) 用变量来记录递推关系式中子问题的解，

根据( v) 中的算法，借助循环结构，编写问题求解的

算法程序．
实践证明，该统一求解策略还可用于最大连续

子段和、最长公共子序列、最长连续上升子序列以及

最大连续回文子串等连续子序列问题的算法形式化

推导．
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3 斯特林数变形问题的算法形式化
推导

斯特林数［2］( Stirling 数) 是组合数学中的一个

重要内容，具有重要的实际应用意义． 它由 18 世纪

的苏格兰数学家 James Stirling 首先发现并说明了

它们的重要性． 斯特林数主要处理的是把 N 个不同

的元素分成 K 个集合或环的个数问题． 现今有第 1
类斯特林数和第 2 类斯特林数，有关斯特林数存在

许多变形问题，本小节主要研究第 2 类斯特林数变

形问题的算法形式化推导．

3． 1 关于第 2 类斯特林数变形问题

问题描述: 给定 N 本不同的书，M 个不同的抽屉

( 抽屉足够大) ，要求将这 N 本书放入到 M 个抽屉

中，并且 要 求 每 个 抽 屉 不 能 为 空，求 共 有 多 少 种

方案?

( i) 形式化描述问题的程序规约．
用 ans ( N，M) 来表示 N 本不同的书放入到 M 个

不同的抽屉中的总方案数．
AQ : 已知 N 本不同的书和 M 个不同的抽屉．

AＲ : ans ( N，M) = (∑h ∶( k ∶1≤ k≤ N ∶h［k］∈

{ 1，…，M} ) ∧ ( ∪ k ∶1 ≤ k ≤ N ∶h［k］) = { 1，…，

M} ∶ 1) ，其中 1 ～ M 为编号不同的抽屉，在 AＲ 中出

现的( ∪ k ∶1 ≤ k≤ N ∶h［k］) 表示求 h［k］的并集，

而 h［k］表示编号为 k 的书所放入的抽屉编号．
( ii) 分划原问题并求解递推关系．
将问题进行一般化表示，ans ( u，v) 表示将 u 本

不同的书放入 v 个不同的抽屉中的方案数，则

ans ( u，v) = (∑h ∶( k ∶1≤ k≤ u ∶h［k］∈ { 1，…，

v} ) ∧ ( ∪ k ∶1 ≤ k≤ u ∶h［k］) = { 1，…，v} ∶1) ．

由于需要将 N 本不同书放入 M 个不同抽屉中，

需要把问题分成 3 步来求解:

Step 1 把 u 本不同的书分成 v 堆，方案数记为

a'ns ( u，v) = (∑h ∶( k ∶1 ≤ k≤ u ∶h［k］∈ { 1，…，

v} ) ∧ ( ∪ k ∶1 ≤ k≤ u ∶h［k］) = { 1，…，v} ∶1) ;

Step 2 把 v 个不同的抽屉进行排列组合，与

第 1 步 中 得 到 的 堆 进 行 一 一 配 对，排 列 数 记 为

fact ( v) ;

Step 3 根据组合数学乘法原理可知，将 u 本不

同的书放入到 v 个不同抽屉的总方案数为 ans ( u，v) =
a'ns ( u，v) fact ( v) ．

首先求解第 1 步的 a'ns ( u，v) ．
( a) 假设将第 u 本书单独分成一个堆，由于这 v

个堆可视为等同的，从而可假设 h［u］ = v，则

a'ns ( u，v) = (∑h ∶(k ∶1≤ k≤u ∶h［k］∈ {1，…，

v} ) ∧ ( ∪ k ∶1≤ k≤ u ∶h［k］) = { 1，…，v} ∶1) =

(∑h ∶( ( k ∶1 ≤ k≤ u∧ k≠ u ∶ h［k］∈ { 1，…，

v} ) ∧ (k ∶1≤ k≤ u∧ k = u ∶h［k］∈ {1，…，v} ) ) ∧

( (∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) ∪ { h［u］} ) = ( { 1，…，

v － 1} ∪ { v} ) ∶1) = (∑h ∶( k ∶1 ≤ k≤ u － 1 ∶

h［k］∈ { 1，…，v} ) ∧h［u］∈ { 1，…，v} ∧ ( (∪k ∶ 1≤

k ≤ u － 1 ∶h［k］) ∪ { h［u］} ) = ( { 1，…，v － 1} ∪
{ v} ) ∶1) ．

由于 h［u］ = v，因此 h［u］∈ { 1，…，v} 为 true;

又由于第 u 本书单独分成编号为 v 的堆，其他 u － 1
本书分成 v － 1 堆，则

a'ns ( u，v) = (∑h ∶(k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］∈

{1，…，v － 1} ) ∧ (∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) = {1，…，

v － 1} ∶ 1) = a'ns ( u － 1，v － 1) ．
( b) 设第 u本书不单独分成一个堆，可以和其他

书共同分到某一堆中，即 h［u］= 1∨ h［u］= 2∨…∨
h［u］ = v，则

a'ns ( u，v) = (∑h ∶(k ∶1≤k≤u ∶h［k］∈ {1，…，

v} ) ∧ ( ∪ k ∶1 ≤ k ≤ u ∶ h［k］) = { 1，…，v} ∶

1) = (∑h ∶( (k ∶1≤k≤u∧k≠u ∶h［k］∈ { 1，…，

v} ) ∧ ( k ∶1≤ k≤ u∧ k = u ∶h［k］∈ { 1，…，v} ) ) ∧

( (∪k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) ∪ { h［u］} ) = ( { 1，…，

v －1} ∪ { v} ) ∧ ( h［u］= 1∨h［u］= 2∨…∨h［u］=

v) ∶ 1) ．
由于第 u 本书不单独分成一个堆，则它和其他

的书共同分成一堆，所以1 ～ ( u － 1) 本书必须要分

到 v 堆中，则

a'ns ( u，v) = (∑h ∶(k ∶1≤k≤u ∶h［k］∈ {1，…，

v} ) ∧ ( (∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) = { 1，…，v} ) ∧

( h［u］ = 1∨ h［u］ = 2∨…∨ h［u］ = v) ∶ 1) =

(∑h ∶ ( ( k ∶1≤ k≤ u∧ k≠ u ∶h［k］∈ { 1，…，

v} ) ∧ ( k ∶1≤ k≤ u∧ k = u ∶h［k］∈ { 1，…，v} ) ) ∧

( (∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) = {1，…，v} ) ∧ ( h［u］=
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1 ∨ h［u］ = 2∨…∨ h［u］ = v) ) ∶ 1) = (∑h ∶

( k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］∈ { 1，…，v} ) ∧ h［u］∈

{ 1，…，v} ∧ ( ( ∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) = { 1，…，

v} ) ∧ ( h［u］ = 1∨ h［u］ = 2∨…∨ h［u］ = v) ) ∶

1) = (∑h ∶ ( ( k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］∈ { 1，…，

v} ) ∧ h［u］∈ { 1，…，v} ∧ ( ∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶

h［k］) = { 1，…，v} ∧ ( h［u］ = 1) ) ∨ ( ( k ∶ 1 ≤
k≤u － 1 ∶h［k］∈ { 1，…，v} ) ∧ h［u］∈ { 1，…，v} ∧

(∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) = { 1，…，v} ∧ ( h［u］ =

2) ) ∨…∨ ( ( k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］∈ { 1，…，

v} ) ∧ h［u］∈ { 1，…，v} ∧ ( ∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶

h［k］) = { 1，…，v} ∧ ( h［u］ = v) ) ∶ 1) ．
由于 h［u］ = 1∨ h［u］ = 2∨…∨ h［u］ = v，

h［u］∈ { 1，…，v} 为 true，则

a'ns ( u，v) = (∑h ∶ (k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］∈

{1，…，v} ) ∧ (∪k ∶1≤k≤u －1 ∶h［k］) = {1，…，v} ∧

( h［u］ = 1) ∶1) + (∑h ∶(k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］∈

{ 1，…，v} ) ∧ ( ∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) = { 1，…，

v} ∧ ( h［u］ = 2) ∶1) +… + (∑h ∶ ( k ∶1≤ k≤

u － 1 ∶h［k］∈ { 1，…，v} ) ∧ ( ∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶

h［k］) = { 1，…，v} ∧ ( h［u］ = v) ∶ 1) ．
由于 h［u］ = 1，h［u］ = 2，…，h［u］ = v 的情况

可以视为等同，则

a'ns ( u，v) = v(∑h ∶(k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］∈

{ 1，…，v} ) ∧ ( ∪ k ∶1≤ k≤ u － 1 ∶h［k］) = { 1，…，

v} ∶ 1) = v a'ns ( u － 1，v) ．
因为以上的 2 种假设情况是相互独立的，根据

组合数学中的加法原理可以得到递推关系式

a'ns ( u，v) = a'ns ( u － 1，v － 1) + va'ns ( u － 1，v) ． ( 4)

接下来根据第 2 步，要求对 v 个抽屉进行排列，

即求 v 的阶乘． 由于求解阶乘的递推关系比较简单，

因此推导过程省略，直接给出其递推关系为

fact ( v) = (∏ i ∶ 1 ≤ i≤ v ∶ i) = vfact ( v － 1) ． ( 5)

最后根据第 3 步，将 ans ( u，v) = a'ns ( u，v) ·
fact ( v) 的解求出，即为将 u 本不同的书放入 v 个不同

的抽屉的方案数．
( iii) 求解算法．
在得到以上递推关系的基础上确定递推的初始

条件和终止条件，得到问题的求解算法．
BEGIN:

u = 1; v = 1;

fact［0］ = 1; a'ns ( 1，1) = 1;

a'ns ( u，u) = 1，a'ns ( u，0) = 0 ( 1 ≤ u≤ N) ;

TEＲMINATION:

( u = N + 1) ∧ ( v = M + 1∨ v = u + 1) ;

ＲECUＲ:

a'ns ( u，v) = a'ns ( u － 1，v － 1) + v* a'ns ( u －
1，v) ;

fact ( v) = fact ( v － 1) * v;
ans ( u，v) = a'ns ( u，v) * fact ( v) ;

END．
( iv) 获取问题的算法程序．
通过以上推导的递推关系可知，a'ns ( u，v) 的值

可以利用 a'ns ( u － 1，v － 1) 和 a'ns ( u － 1，v) 的值进行

求解，其中 u 和 v 的变化范围分别为 1≤ u≤N，1≤
v≤M． 因而可以从最小子问题 u = 2 和 v = 1 出发，

反复利用递推式，逐步扩大 u 和 v 的值，不断求出规

模较大子问题的解，直到最终求出原问题的解．
在算法具体实现时，使用2 维数组 a'ns［u］［v］的

每个元素依次记录子问题 a'ns ( u，v) 的值，用变量 ans

来记 录 子 问 题 ans ( u，v) 的 值，即 ans = a'ns ( u，

v) fact ( v) 表示斯特林数变形问题; 然后根据上述递

推关系，借助循环结构，不断由规模较小子问题的解

求出规模较大子问题的解，最终求出原问题的解． 具

体算法程序如下:

…
long ans ;

fact［0］ = 1; a'ns ( 1，1) = 1;

for( int u = 1; u≤ N; u + + ) {

a'ns［u］［u］ = 1;

a'ns［u］［0］ = 0;

}

for( int u = 2; u≤ N; u + + ) {

for ( int v = 1; v≤ u ＆＆ v≤ M; v + + ) {

a'ns［u］［v］ = a'ns［u － 1］［v － 1］+
v* a'ns［u － 1］［v］;

}

}

for( int v = 1; v≤ M; v + + )

fact［v］ = fact［v － 1］* v;
ans = a'ns［N］［M］* fact［M］;

…
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由于以上算法程序完全是建立在递推关系的基

础上实现的，而递推关系是之前经过严格数学推导

得到的，因而有效地保证了以上算法程序的正确性．

3． 2 统一求解斯特林数变形问题的策略

( i) 利用程序规约描述语言来形式化地描述相

关问题 P 的程序规约〈AQ，AＲ〉;

( ii) 划分原问题并寻找问题求解递推关系:

( a) 在原问题中某个元素固定的条件下，对 P
进行数学等价变换，根据组合数学的乘法原理可获

得递推关系为 P1 ( i + 1) = xf( P1 ( i) ) ，其中 P1 ( i)
是对原问题进行划分后获得的子问题，x ＞ 0 是子问

题的相关系数;

( b) 在原问题中某个元素不固定( 即与其它元

素混为一体) 的条件下，对 P 进行数学等价变换，根

据组合数学的乘法原理可获得递推关系为P2( i +1) =
yf( P2 ( i) ) ，其中 P2 ( i) 是对原问题进行划分后获得

的子问题，y ＞ 0 是子问题的相关系数;

( c) 根据组合数学加法原理，获得最终的递推

关系: P( i + 1) = P1 ( i + 1) + P2 ( i + 1) ．
( iii) 根据递推关系式，确定递推的起始条件和

终止条件，获得问题的求解算法．
( iv) 用变量来记录递推关系式中子问题的解，

根据( iii) 中的算法，借助循环结构，编写问题求解的

算法程序．
研究表明，该统一求解策略可推广至卡特兰

( Catalan) 数、阶梯问题和 Bell 数的求解以及更多斯

特林数变形问题的求解．

4 总结和展望

本文采用基于递推技术的形式化推导方法求解

了 2 个典型的组合数学问题实例，详细展示了从求

解问题的程序规约到算法程序的推导过程． 基于递

推技术的形式化推导方法的意义在于把算法的设计

工作从单纯依靠程序员技能与灵感的思维活动转化

为规范化生成活动，不仅清晰地展示了算法设计过

程，而且确保最终算法程序的正确性． 该方法已经应

用到组合数学的许多经典问题中，典型的有汉诺塔

问题、0-1 背包及背包的变形问题、大数和问题、不

定积分等各种问题，因此其在现今科学界的应用已

经相当地广泛．
组合数学问题是算法程序开发中的难点问题，

而在组合数学问题的算法推导过程中，问题规约的

形式化描述以及递推关系的求解是关键，同时也存

在诸多难点，这将是今后进一步探索和努力的方向．
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The Formal Derivation for Two Kinds of
Combinatorial Mathematical Problems

XIONG Xiaochao，YANG Qinghong*

( College of Computer Information Engineering，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The research of combinatorial mathematics problem algorithm is an important research content of comput-
er science． However，in many related literatures，most of the algorithms for combining mathematics problems are ob-
tained through simple analysis． The detailed design process of the algorithm program is not given，which leads the
reader to fail to understand the essence of the algorithm． It is impossible to guarantee the correctness of the algorithm
program． The maximum product of continuous subsequences and the deformation problem of the second type of
Stirling numbers in combinatorial mathematics are taken as an example． Based on this example，a series of equiva-
lent transformations are performed on the program specification to obtain the problem solving by formalizing the pro-
gram specification of the problem，using the rule transformation rules． The recursive formula of the sequence，based
on which the algorithm program of the problem solving is obtained，clearly shows the requirements from the problem
to the detailed derivation process of the algorithm program，and through the further in-depth study of the related
combinatorial mathematics，two types of combinations are extracted． The solution strategy of mathematical problems
provides an effective way to improve the correctness of the algorithm program of combinatorial mathematics．
Key words: formal method; program specification; combinatorial mathematics; recursive technique
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The Ｒesearch on the Default Problem of Supply Chain Enterprises Based on
Accounts Ｒeceivable Financing

ZHOU Yongsheng1，CUI Jiali1，LIU Xinrui2，YANG Xiaolin1

( 1． Business School，Beijing Technology and Business University，Beijing 100048，China;

2． China International Capital Corporation Limited，Beijing 100020，China)

Abstract: An evolutionary game model for the core enterprises and small and medium-sized enterprises default prob-
lem in the supply chain finance accounts receivable financing mode is set up，the evolutionary stable strategy of two
parties involved in the subject is analyzed，aimed at improving bank，core enterprises and small and medium-sized
enterprises mutual benefits． The study shows that the probability that core enterprises and small and medium-sized
enterprises adopt ( honesty，honesty) strategy is positively correlated with the external income brought by good busi-
ness reputation，the enterprise' s default penalties，additional benefits of supply chain enterprises brought by long-
term cooperation in the supply chain． The probability that core enterprises and small and medium-sized enterprises
adopt ( honesty，honesty) strategy is negatively correlated with bank's lending rate，the total amount of receivable
accounts，the receivable mortgage rate． The proposed conclusions are verified through a case study，and the relevant
recommendations are provided for the banks and supply chain enterprises．
Key words: accounts receivable financing; supply chain finance; default problem; game analysis
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