
第 47卷 第 4期
2023年 7月

江西师范大学学报( 自然科学版)
Journal of Jiangxi Normal University( Natural Science)

Vol． 47 No． 4
Jul． 2023

收稿日期: 2023-06-05
基金项目:国家自然科学基金( 62063029) 和江西省教育厅科学技术研究课题( GJJ209103) 资助项目．
作者简介:董朝丽( 1985—) ，女，山西晋城人，讲师，主要从事随机微分方程研究． E-mail: dongzhao-li@ qq． com
通信作者:陆万春( 1978—) ，男，江西信丰人，副教授，主要从事复分析、随机微分方程等的研究． E-mail: luwanchun540@

163． com

董朝丽，陆万春． Markov切换下含疫苗接种和垂直感染的随机 SIＲS模型性质［J］．江西师范大学学报( 自然科学版) ，2023，47( 4) : 336-
341．
DONG Zhaoli，LU Wanchun． The properties of stochastic SIＲS model with vaccination and vertical transmission under Markovian
switching［J］． Journal of Jiangxi Normal University( Natural Science) ，2023，47( 4) : 336-341．

文章编号: 1000-5862( 2023) 04-0336-06

Markov切换下含疫苗接种和垂直感染的
随机 SIＲS模型性质
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摘要:该文研究了一类含 Markov机制切换和疫苗接种及垂直感染的随机 SIＲS 模型的动力学性质，通过
构造带切换的 Lyapunov函数，研究了模型具有平稳分布的判别条件，并研究了在模型中疾病趋于灭绝的
阈值．最后通过举例来验证研究结果．结果表明: 模型具有平稳分布和趋于灭绝的阈值是相同的．
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0 引言

流行病学是研究人们健康分布状况和影响因

素以探索病因、提供预防措施来达到消灭、控制疾
病目的的学科．对疾病的传播机制进行建模并研究
模型性质是预防和控制疾病的重要途径之一． 当疾
病暴发时，对人群接种疫苗是控制疾病的一种有效

手段．因不同地区受经济发展水平、文化观念等各
种因素影响导致只有一部分人能接种疫苗而达不

到全员接种．一些学者已经研究了含部分接种疫苗
的传染病模型，获得了一些性质［1-3］． A． Lahrouz
等［1］利用 Lyapunov 函数法研究了带有疫苗接种的
SIＲS模型的稳定性．一般地，带部分接种的 SIＲS 模
型可以表示为

dS( t) = ( 1－p) Λ－d1S( t) －βS( t) I( t) +λＲ( t) ，
dI( t) = βS( t) I( t) －( d2+r) I( t) ，
dＲ( t) = pΛ+rI( t) －( d3+λ) Ｒ( t) ，

{
其中 p为疫苗接种的比例，0≤p＜1，Λ为由移民所产

生的种群人口更新率，S( t) 、I( t) 和 Ｒ ( t) 分别表示
易感者类、感染者和恢复类的数量，d1、d2、d3 分别为

这 3类人员的死亡率，由实际来看，d2≥d1 的假设是

合理的，β为有效接触率，λ 为恢复类人员失去免疫
重新回到易感者类人员的比例，r为疾病的治愈率．
在现实生活中，疾病传播途径复杂多样． 在女

性感染者怀孕或分娩期间，疾病可直接从母体传播

给胚胎或婴儿，即垂直传染［4］，如乙型肝炎、艾滋
病、脊髓灰质炎等． 许多研究人员建立了各种垂直
传播的流行病模型［4-6］，并讨论了其对系统动力学

的影响． Zhang Xiaobing 等［5］研究了一类具有垂直
传播的随机 SIS 流行病模型，建立了模型存在平稳
概率测度的充分条件．具有垂直传播的 SIＲS模型可
表示为

dS( t) = ( 1－p) Λ－d1S( t) －βS( t) I( t) +λＲ( t) +

b( S( t) +Ｒ( t) ) +( 1－c) bI( t) ，
dI( t) = βS( t) I( t) +cbI( t) －( d2+r) I( t) ，
dＲ( t) = pΛ+rI( t) －( d3+λ) Ｒ( t) ，











其中 b为出生率，c 为感染的母系后代被感染的垂



直传染率．假设 b＜min{ d1，d2，d3} ，0≤c≤1．
在生活中充满了各类不确定性，这种不确定性

会给疾病的动力行为带来不同程度的影响． 因此，
很多学者研究了带有随机扰动的传染病模型的不

同性质［4-7］．学者们从不同角度对参数进行随机扰
动，且对死亡率进行扰动，即 di a di －σidBi ( t) ( i =
1，2，3) ，Bi( t) 为定义在概率空间上的 Brown 运动．
本文将研究这类随机扰动对模型的影响． 众所周
知，疾病的传播会受季节变化或湿度等环境影响，

这类影响可用连续时间 Markov链刻画．正因其具有
更广泛的应用，所以很多学者研究了含有 Markov 切
换的传染病模型［8-11］． Cai Siyang 等［8］利用 M-矩阵
理论给出并证明了模型疾病灭绝和持续阈值．
综上所述，本文研究具有疫苗接种和垂直传染

且带 Markov 切换的随机 SIＲS 模型的动力学性质，
其形式如下:

dS( t) = ( ( 1－p( αt ) ) Λ( αt ) －d1( αt ) S( t) －

β( αt ) S( t) I( t) +b( αt ) ( S( t) +Ｒ( t) ) +( 1－c( αt ) ) ·
b( αt ) I( t) +λ( αt ) Ｒ( t) ) dt+σ1( αt ) S( t) dB1( t) ，
dI( t) = ( β( αt ) S( t) I( t) +c( αt ) b( αt ) I( t) － ( 1)
( d2( αt ) +r( αt ) ) I( t) ) dt +σ2( αt ) I( t) dB2( t) ，
dＲ( t) = ( p( αt ) Λ( αt ) +r( αt ) I( t) －( d3( αt ) +

λ( αt ) ) Ｒ( t) ) dt+σ3( αt ) Ｒ( t) dB3( t) ，

















其中( αt ) t≥0 是不可约的且含状态空间 N* = { 1，
2，…，N} 的连续时间 Markov链，转移概率可由

P( αt+δ = j αt = i) =
qijδ+o( δ) ， i≠j，
1+qiiδ+o( δ) ，i= j{

确定，则 Q矩阵为 Q= ( qij ) N×N，通过求解方程组

πQ= 0，

∑
N

j = 1
πj = 1{

可得其平稳分布 π= ( π1，π2，…，πN ) ．
当前，文献［12-14］的方法对于研究随机生物模

型非常有效，其主要思想是: 当 I( t) 很小时，Ｒ( t) 也
将变得很小，使得 S ( t ) 趋于构造的新随机变量

S( t) ．它能简化一些条件，在较少的条件下获得模
型的各类性质．但是，对于本文的模型，由于 Ｒ( t) 中
pΛ的存在，所以即使 I( t) 变小也不能使 Ｒ( t) 趋于
很小．因此上述方法对于本文模型的研究存在一定
的困难． Lyapunov 函数法是一类经典的方法，它通
过构造合适的函数来研究模型性质，但也存在一定

缺陷，由于含 Markov切换模型获取的疾病灭绝和持
久性的阈值很难一致，所以 2 个值往往存在一定的
差别［10］．本文通过新的方法来研究疾病的平稳分布

和灭绝性的条件，并且保证在 2 个条件中的阈值是
一致的．

1 基础知识

令 a

⌒

= max
k∈N*
{ a ( k ) } ，â = min

k∈N*
{ a ( k ) } ，a∨ b =

max{ a，b} ，a∧ b = min { a，b } ，Ｒ3
+ = { ( x1，x2，x3 )

xi＞0，i = 1，2，3} ．设 Ω，F，{ F} t≥0，P( )为带流的完备
概率空间．带 Markov切换的 SDE为

dX( t) = f( X，Λt ) dt+g( X，Λt ) dB( t) ，
其中 f: Ｒn×N* →Ｒn，g: Ｒn×N* →Ｒn×m，B( t) 是 m 维
标准 Brown运动．对于 l∈N* 和任意函数 V∈C2( Ｒn×
N* ;Ｒn) ，定义算子

LV( X，l) = Vx( X，l) f( X，l) + tr( gT( X，l) Vxxg( X，

l) ) /2 +∑
N

j = 1
qljV( X，j) ．

引理 1 对于初始值( s，i，r，α0 ) ∈Ｒ3
+ ×N* ，模型

( 1) 有唯一的正解．另外，设 2个常数 p和 q 满足 0＜
q＜p1 ＜min { 2di ( k) /σ

2
i ( k) ，1} ，则有正数 C1 和 C2

使得

E( ( S( t) +I( t) +Ｒ( t) ) 1
+p1+S( t) －q ) ≤( ( s+i+r)

1+p1+

s－q ) e
－C1t+C2 /C1．
证 模型正解的证明是平凡的，本文在此省

略．现证后半部分结论，令函数 f( S，I，Ｒ，k) = ( S+I+

Ｒ) 1
+p1+S－q，S、I、Ｒ∈Ｒ3

+，则有

Lf( S，I，Ｒ，k) = ( 1+p1) ( S+I+Ｒ)
p1( Λ( k) －d1( k) ·

S－d2( k) I－d3 ( k) Ｒ+b ( k) ( S+ I+Ｒ) ) +p1 ( 1+p1 ) ·

( S+I+Ｒ) p1
－1
( σ2

1( k) S
2 +σ2

2( k) I
2 +σ2

3( k) Ｒ
2 ) /2－qS－1－q·

( ( 1－p( k) ) Λ( k) －( d1( k) －b( k) ) S－β( k) SI+( λ( k) +
b( k) ) Ｒ+( 1－c( k) ) b( k) I) +q( 1+q) S－2－qσ2

1( k) S
2 /2 =

( 1+p1 ) ( S+I+Ｒ)
p－1( －( S+I+Ｒ) ( ( d1( k) －b ( k) ) S+

( d2( k) －b( k) ) I+( d3( k) －b ( k) ) Ｒ) +p1( σ
2
1( k) S

2 +

σ2
2( k) I

2+σ2
3( k) Ｒ

2 ) /2) +Λ ( k) ( 1+p1 ) ( S+I+Ｒ)
p1 +

qS－q( －( 1－p( k) ) Λ( k) /S+d1( k) －b( k) －( λ( k) +b( k) )·
Ｒ/S－( 1－c( k) ) b( k) I+( 1+q) σ2

1( k) /2) +qβ( k) S
－qI．

由于

S－q I≤ ( p1 + q ) ( S
－q )
( 2+p1+q) / ( p1+q) / ( 2 + p1 + q ) +

2I( 2
+p1+q) /2 / ( 2+p1 +q) ≤( p1 +q) S

－q( 2+p1+q) / ( p1+q) / ( 2+p1 +

q) +2( S+I) ( 2
+p1+q) /2 / ( 2+p1+q) ，

且令
C1 =min{ d1( k) －b( k) －p1σ

2
1( k) /2，d2( k) －b( k) －

p1σ
2
2( k ) /2，d3 ( k ) － b ( k ) － p1σ

2
3 ( k ) /2，( d1 ( k ) +
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d2( k) ) /2，( d1( k) +d3( k) ) /2，( d2( k) +d3( k) ) /2} ，
则 C1＞0且

Lf≤－C1( 1+p1) ( S+I+Ｒ)
1+p1 +Λ

⌒

( 1+p1 ) ( S+I+Ｒ)
p1 +

2qβ

⌒

( S+I) ( 2
+p1+q) /2 / ( 2+p1+q) +qS

－q( －( 1－p

⌒

) Λ̂ /S+d1( k) +

( 1+q) σ2
1( k) /2+β

⌒

( p1+q) S
－2q / ( p1+q) / ( 2+p1+q) ) ．

因此，Lf+C1 f≤C2，其中

C2 = sup
S，I，Ｒ，k∈Ｒ3

+×N
*
( －C1p1 ( S+I+Ｒ)

1+p1 +Λ

⌒

( 1+p1 ) ·

( S+I+Ｒ) p1+2qβ

⌒

( S+I) ( 2
+p1+q) /2 / 2+p1+q( ) +qS－q ( － ( 1－

p

⌒

) Λ̂ /S+d1( k) +( 1+q) σ
2
1( k) /2+β

⌒

( p1 +q) S
－2q / ( p1+q) / ( 2+

p1+q) ) +C1S
－q ) ＜+∞．

定义停时 ζn =inf{ t＞0: f( S，I，Ｒ，αt ) ≥n} ．因此，

E( eC1( t∧ζn) f( S( t∧ ζ n ) ，I( t∧ ζ n ) ，Ｒ( t ∧ ζ n ) ，

α t∧ζn
) ) ≤ f( s，i，r，α0 ) + E∫

t∧ζn

0
eC1u( Lf( S( s) ，I( s) ，

Ｒ( s) ，αs ) +C1 f) du≤f( s，i，r，α0 ) +C2e
C1t /C1 ．

令 n→∞，则有 E ( f ( S ( t) ，I ( t) ，Ｒ ( t) ，αt ) ) ≤

f( s，i，r，α0 ) e
－C1t+C2 /C1 ．

引理 2 对于 i= 1，2，…，N，方程组

β( i) － ( d1( i) － b( i) ) v1( i) +∑
j∈N*

qijv1( j) = 0，

( b( i) + λ( i) ) v1( i) － ( d3( i) + λ( i) ) v2( i) +

∑
j∈N*

qijv2( j) = 0











( 2)

有解( v1 ( 1 ) ，v1 ( 2 ) ，…，v1 ( N) ，v2 ( 1 ) ，v2 ( 2 ) ，…，
v2( N) ) ，其中各分量 v1 ( i ) ≥ 0，v2 ( i ) ≥ 0，i = 1，
2，…，N．
证 ( 2) 式等同于矩阵方程 AX = β，其中 A =

A1 O
A2 A3

( )
2N×2N

，且

A1 =

l11 －q12 … －q1N
－q21 l22 … －q2N
  ⋱ 
－qN1 －qN2 … lNN















，

A2 =

m11 0 … 0
0 m22 … 0
  ⋱ 
0 0 … mNN















，

A3 =

n11 －q12 … －q1N
－q21 n22 … －q2N
  ⋱ 
－qN1 －qN2 … nNN















，

X= ( v1( 1) ，v1( 2) ，…，v1( N) ，v2( 1) ，v2( 2) ，…，
v2( N) )

T，β = ( β( 1) ，β( 2) ，…，β( N) ，0，…，0) T，
其中 lii = d1 ( i) －b ( i) －qii，mii = －b ( i) －λ ( i) ，nii =
d3( i) +λ( i) －qii，i= 1，2，…，N．
从矩阵 A1 可以看出: 其各阶顺序主子式在主

对角线上的元素为正而同行其他元素为负，且

d1( i) －b( i) －qii =d1( i) －b( i) +∑
j≠i

qij ＞ ∑
j ＜ i

qij ，i = 1，

2，…，N．同理矩阵 A的各 i( i=N+1，N+2，…，2N) 阶
顺序主子式行列式是正的，故矩阵 A为非奇异 M矩
阵，则根据文献［15］中定理 2． 10 可得，AX =β 有非
负解

X= ( v1( 1) ，v1( 2) ，…，v1( N) ，v2( 1) ，v2( 2) ，…，v2( N) )
T．

2 模型( 1) 的平稳分布

本部分将研究模型( 1) 存在平稳分布的条件．

定理 1 当 ＲS =∑
k∈N*

π kＲk ＞ 0，其中

Ｒk = v1( k) ( 1－p ( k) ) Λ( k) +v2( k) p ( k) Λ( k) －

( d2( k) +r( k) －c( k) b( k) +σ
2
2( k) /2) ，

其中 vi( k) ( i = 1，2) 如引理 2 中所定义，模型( 1) 的
解( S( t) ，I( t) ，Ｒ( t) ，αt ) 具有唯一的平稳分布．
证 令 Lyapunov函数
V1 = －v1( k) ( S+I) －v2( k) Ｒ－ln I－ωk，

V2 = ( S( t) +I( t) +Ｒ( t) )
1+a / ( 1+a) ，

V3 = －ln S－ln Ｒ，V( S，I，Ｒ，k) = MV1+V2+V3，

其中出现的常数 ωk 和 a 将在后文给出． 易知函数
V( S，I，Ｒ，k) 是连续的，含有最小值点( S0，I0，Ｒ0，

k0 ) ，因此 V�( S，I，Ｒ，k) = V( S，I，Ｒ，k) －V( S0，I0，Ｒ0，

k0 ) 是非负的．根据 Itô公式，有
LV1

=－v1( k) ( ( 1－p( k) ) Λ( k) －( d1( k) －b( k) ) S+

( b( k) +λ( k) ) Ｒ－( d2( k) +r( k) －b( k) ) I) －∑
j∈N*

qkjv1( j) ·

( S+I) －v2( k) ( p( k) Λ( k) +r( k) I－( d3( k) +λ( k) ) Ｒ) －

∑
j∈N*

qkjv2( j) Ｒ－( β( k) SI+cb( k) I( t) －( d2( k) +r( k) ) I) /

I+σ2
2( k) /2－∑

j∈N*
qkjωj =－v1( k) ( 1－p( k) ) Λ( k) －v2( k)·

p( k) Λ( k) +d2( k) +r( k) －cb( k) +σ
2
2( k) /2－∑

j∈N*
qkjω j +

( v1( k) ( d1( k) － b( k) ) － ∑
j∈N*

qkjv1( j) － β( k) ) S +

( v1( k) ( d2( k) + r( k) － b( k) ) － ∑
j∈N*

qkj v1( j) －

v2( k) r( k) ) I + ( v2( k) ( d3( k) + λ( k) ) － v1( k) ( b( k) +
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λ( k) ) －∑
j∈N*

qkjv2( j) ) Ｒ ．

由式( 2) 知，

LV1
= －Ｒk －∑

j∈N*
qkjω j + ( v1( k) ( d2( k) + r( k) －

d1( k) ) + β ( k) － v2( k) r( k) ) I ．

令 Ｒ
→ = ( Ｒ1，Ｒ2，…，ＲN)

T 且 ω= ( ω1，ω2，…，ωN )
T

为方程 Qω= ∑
k∈N*

π kＲk1
→ － Ｒ

→
的解，则∑

N

j = 1
qkjω j + Ｒk =

∑
k∈N*

π kＲk ．因此

LV1
= －ＲS+( v1( k) ( d2( k) +r( k) －d1( k) ) +β( k) －

v2( k) r( k) ) I．

对 V2 和 V3 分别应用 Itô公式计算，并记 d( k) =
d1( k) ∧d2( k) ∧d3 ( k) ，σ

2 ( k) = σ2
1 ( k) ∨σ2

2 ( k) ∨
σ2

3( k) ，得
LV2

= ( S+I+Ｒ) a( Λ( k) －d1( k) S－d2( k) I－d3( k) Ｒ+

b( k) ( S+ I+Ｒ ) ) +a ( S+I+Ｒ) a－1 ( σ2
1 ( k) S

2 +σ2
2 ( k) I

2 +

σ2
3( k) Ｒ

2) /2≤Λ

⌒

( S+I+Ｒ) a －( d ( k) －b ( k) ) ( S+I+Ｒ) 1+a +

aσ2( k) ( S+I+Ｒ) a+1 /2≤Λ

⌒

( S+I+Ｒ) a－( d( k) －b( k) －
aσ2( k) /2) ( S+I+Ｒ) 1+a ．
设常数 a 是正的且充分小使得 d ( k) －b ( k) －

aσ2( k) /2＞0，k∈N* ．
另外，

LV3
= － ( ( 1 －p ( k) ) Λ ( k) － ( d1 ( k ) － b ( k ) ) S －

β( k) SI+( b( k) +λ( k) ) Ｒ) /S+σ2
1( k) /2－( 1－c( k) ) ·

b( k) I /S－( p( k) Λ( k) +r ( k) I－ ( d3( k) +λ ( k) ) Ｒ) /

Ｒ+σ2
3( k) /2≤－( 1－p

⌒

) Λ̂ /S+β( k) I－( λ( k) +b( k) ) Ｒ /

S+d1( k) －b( k) +σ
2
1( k) /2－( 1－c( k) ) b( k) I /S－ p̂Λ̂ /

Ｒ－r( k) I /Ｒ+d3( k) +λ( k) +σ
2
3( k) /2．

因此

L
V
～≤－MＲS+M( v

⌒

1( d

⌒

2+ r

⌒

) +β

⌒

－v̂2 r̂) I+Λ

⌒

( S+I+Ｒ) a－

( d̂－b ( k) －aσ

⌒

2 /2) ( S+I+Ｒ) 1+a －( 1－p

⌒

) Λ̂ /S+β ( k) I－

p̂Λ̂ /Ｒ－r( k) I /Ｒ+d1( k) －b( k) +d3( k) +λ( k) +( σ
2
1( k) +

σ2
3( k) ) /2．
接下来构造一个开集 D，并分别证明在区域

Ｒ3
+ /D中有 L

V
～≤－1．此过程与在文献［10］中的定理

4. 1类似，在此省略．
注 1 由 ＲS 的表达式可知，ＲS＞0等价于

Ｒ�S = ∑
k∈N*

πk( v1( k) ( 1 －p( k) )Λ( k) +v2( k) p( k)Λ( k) ) /

∑
k∈N*

πk( d2( k) + r( k) － c( k) b( k) + σ2
2( k) /2) ＞ 1． ( 3)

在流行病学上，平稳分布意味着疾病将持久下

去，即当 Ｒ�S＞1时疾病会持续下去．

3 疾病的灭绝性

由于在 Ｒ( t) 中参数 pΛ 和 Markov 机制切换因
素的存在，所以在很多文献中疾病持久和灭绝的阈

值并不相同．本部分利用新的方法来得到 2 者一致
的阈值．
定理 2 若 β( i) ≥( v2( i) －v1( i) ) r( i) ，i∈N* ，

且 Ｒ�S＜1，则有 lim
t→∞

ln I( t)( ) / t≤ＲS＜0，a． s． ．这意味

着疾病将趋于灭绝．
证 令 V4 = v1( k) ( S+I) ，V5 = v2( k) Ｒ，可得
L ( v1( k) ( S + I) ) = v1( k) ( ( 1 － p( k) ) Λ( k) －

( d1( k) － b( k) ) S － ( d2( k) + r( k) － b( k) ) I) +

v1( k) ( b( k) + λ ( k) ) Ｒ +∑
j∈N*

qkjv1( j) ( S + I) ，

L( v2( k) Ｒ) = v2( k) ( p( k) Λ( k) + r( k) I － ( d3( k) +

λ( k) ) Ｒ) +∑
j∈N*

qkjv2( j) Ｒ ．

2者相加可得
L ( v1( k) ( S + I) + v2( k) Ｒ) = v1( k) ( 1 －

p( k) ) Λ( k) + v2( k) p( k) Λ( k) － ( v1( k) ( d1( k) －

b( k) ) － ∑
j∈N*

qkjv1( j) ) S － ( v1( k) ( d2( k) + r( k) －

b( k) ) －∑
j∈N*

qkjv1( j) － v2( k) r( k) ) I + ( v1( k) ( λ( k) +

b( k) ) － v2( k) ( d3( k) + λ( k) ) +∑
j∈N*

qkjv2( j) ) Ｒ ．

由式( 2) 和假设 β( i) ≥( v2( i) －v1( i) ) r( i) 知
L( V4+V5) = v1( k) ( 1－p( k) ) Λ( k) +v2( k) p( k) ·

Λ( k) －β( k) S－( β( k) +( d2( k) －d1( k) ) v1( k) －( v2( k) －
v1( k) ) r( k) ) I≤v1( k) ( 1－p( αt ) ) Λ( αt ) +v2( k) p( k) ·
Λ( k) －β( k) S．
对上式进行从 0到 t积分并除以 t，有

E( ∫
t

0
β( α s ) S( s) ds / t) ≤－ E( V4( t) + V5( t) ) / t +

E( V4( 0) + V5( 0) ) / t + ∫
t

0
( v1( α s ) ( 1 － p( α s ) ) Λ( α s ) +

v2( α s ) p( α s ) Λ( α s ) ) ds / t ．
利用引理 1和 Markov链的遍历性可得

lim
t→∞ ∫

t

0
β( αs ) S( s) ds / t≤∑

k∈N*
πk( v1( k) ( 1 － p( k) )·

Λ( k) + v2( k) p( k) Λ( k ) ) ．

对 ln I( t) 应用 Itô公式计算可得
d( ln I( t) ) = ( β ( αt ) S ( t) － ( d2 ( αt ) + r ( αt ) +

σ2
2( k) /2) ) dt+σ2( αt ) dB2( t) ，
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所以，

lim
t→∞
( ln I( t) ) / t = lim

t→∞ ∫
t

0
β ( α s ) S ( s) ds / t －

lim
t→∞ ∫

t

0
d2( αs) + r( αs) + σ

2
2( αs) /2( ) ds / t≤∑

k∈N*
πk( v1( k)·

( 1 － p( k) ) Λ( k) + v2( k) p( k) Λ( k) － ( d2( k) + r( k) －
c( k) b( k) + σ2

2( k) /2) ) ，

当 Ｒ�S ＜ 1时，有lim
t→∞

ln I( t)( ) / t ＜0，a． s． ．

4 一些说明

前面得到了模型( 1) 平稳分布存在和疾病灭绝
的判别条件． 2者所得到的阈值是一致的，结果是对
一些文献的结论的推广．

1) 文献［5］研究了带垂直传播的随机 SIS 模型
的平稳分布和疾病持久、灭绝的条件，得到了 2 个
参数

Ｒ�S
0 =βΛ / ( ( d+B－b) ( d+α+B+γ－bp+σ2

2 /2) ) ，
ＲS

0 =βΛ / ( ( d+B－b+σ2
1 /2) ( d+α+B+γ－bp+σ

2
2 /

2) ) ＞1 ( 4)
来判别不同行为，然而这 2个值不一定相等，存在一
定的间隔．
当模型( 1) 不含 Markov 切换( 即随机环境只有

1个) 时，由引理 2 知，v1 = β / ( d1 －b) ，v2 = ( λ+b) β /
( ( d1－b) ( d3+λ) ) ，则

Ｒ�1S = ( v1( 1－p) Λ+v2pΛ) / ( d2 +r－cb+σ
2
2 /2) = ( β( 1－

p) Λ+λβpΛ / ( d3+λ) ) / ( ( d1－b) ( d2+r－cb+σ
2
2 /2) )

可作为在模型中疾病持久和灭绝的阈值． 特别地，

当疫苗接种率 p = 0 时，Ｒ�S 可简化为 βΛ / ( ( d1 －

b) ( d2+r－cb+σ
2
2 /2) ) ，与式( 4) 中参数 Ｒ�S

0 类似( 式
( 4) 中 B为由移民导致的人群输出率，本文设为 0) ．

2) 当模型( 1) 不含Markov切换且疫苗接种率 p=0

和出生率、垂直传染率 b = c=0时，阈值 Ｒ�S =βΛ / ( d1·
( d2+r+σ

2
2 /2) ) ，该结果与文献［12］中结果一致．

3) 从式( 3) 可以看出，白噪声 B( t) 的扰动可使

Ｒ�S 值变小，当 Ｒ�S＜1 时，可使得疾病趋于灭绝，这表
明白噪声有利于疾病趋于灭绝．
例 1 设( αt ) t≥0 为概率空间上 N* = { 1，2} 的

Markov链，其 Q 矩阵为 Q =
－a a
b －b( )，则其平稳分

布为 π= ( b / a+b( )，a / a+b( ) ) ．
设 Λ( 1) = 0． 20，Λ ( 2) = 0． 15，记 Λ = ( 0． 20，

0. 15) ．同理，p = ( 0． 60，0． 75) ，d1 = ( 0． 08，0． 10) ，
d2 = ( 0． 20，0． 15 ) ，d3 = ( 0． 05，0． 08 ) ，β = ( 0． 25，
0. 10) ，λ = ( 0． 60，0． 40 ) ，b = ( 0． 03，0． 05 ) ，c =
( 0. 10，0． 20) ，r = ( 0． 30，0． 40) ，σ1 = ( 0． 20，0． 10) ，
σ2 = ( 0． 40，0． 20) ，σ3 = ( 0． 20，0． 15) ，则根据计算得

在第 1个随机环境中 Ｒ�1S = 1． 653 1＞1，在第 2 个随

机环境中 Ｒ�1S = 0． 468 7＜1，而 ＲS = －0． 094 9＜1．这表
明在环境 1中疾病将持续下去( 见图 1( a) ) ，在环境
2中疾病将灭绝( 见图 1 ( b) ) ，而在 Markov 切换的
作用下由 ＲS＜1导致疾病将灭绝( 见图 2) ．
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3.5
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
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0 20 40 60 80 100
（b）随机环境 2

（a）随机环境 1
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图 1 在例 1中各参数下模型( 1) 在随机环境中的轨迹
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图 2 在例 1中各参数下模型( 1) 在 Markov 随机环境
中的轨迹
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5 结语

本文研究一类含 Markov 机制切换和疫苗接种
及垂直感染的随机 SIＲS模型的动力学性质，通过构
造合适的函数研究了模型具有平稳分布的阈值，并
研究了在模型中疾病趋于灭绝的条件，2 者得到的
阈值 ＲS = ∑

k∈N*
π kＲk 是一致的，这可用来判别模型

( 1) 的不同行为．
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The Properties of Stochastic SIＲS Model with Vaccination and
Vertical Transmission Under Markovian Switching

DONG Zhaoli1，LU Wanchun2*

( 1． Nanchang Business College，Jiangxi Agricultural University，Ganjiang New District Jiangxi 332020，China;
2． Department of Mathematics，Pingxiang University，Pingxiang Jiangxi 337000，China)

Abstract: The dynamic properties of a class of stochastic SIＲS model with vaccination and vertical transmission
under Markovian switching are studied． By constructing the Lyapunov function with switching，the discriminant
conditions of the model with stationary distribution are studied，and the threshold of disease tending to extinction in
the model is studied． Finally，example is presented to verify the theoretical results． The conclusions show that the
threshold of the model for stationary distribution and extinction is consistent．
Key words: Markovian switching; stochastic SIＲS model; vaccination; vertical transmission; dynamic properties
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