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摘要: 利用矩阵理论研究了一类特殊的半环-( Rmin，，，∞ ) 上的矩阵的秩、列秩和极大列秩之间的关
系，得到了对于 min-algebra上任意 m × n矩阵，使这 3 类秩相等的最大整数，即矩阵的 μ 值的所有情形，
扩展了已有的相关结论．

关键词: min-algebra; 秩; 列秩; 极大列秩; 线性相关; 线性无关

中图分类号: O 151． 21 文献标志码: A

0 引言

有许多学者研究不同半环上矩阵的秩与列秩之

间关系［1-3］，还有一些学者研究不同半环上矩阵的

秩与极大列秩之间关系［4-5］．本文探讨了 min-algebra
上矩阵的秩、列秩和极大列秩之间的关系，给出了对
min-algebra上任意 m × n矩阵，使这3类秩相等的最
大整数，即矩阵的 μ值的所有情形，由此扩展了已有
的相关结论［6-11］．
设 S是非空集合，称( S，+，·，0，1) 为半环，如

果满足
( ⅰ) ( S，+，0) 是交换幺半群;
( ⅱ) ( S，·，1) 是幺半群;
( ⅲ) 乘法关于加法具有分配律;

( ⅳ) s∈ S，s·0 = 0·s = 0．

令R +表示全体正实数，称( R +∪ { ∞ } ，，，
∞ ) 为 min-algebra，简记作 Rmin，其中x，y∈ Rmin，

x y = min{ x，y} ( 取 x 与 y 中较小者) ，x  y =
xy( x与 y的乘积) ．

Rmin 上全体 m × n矩阵的集合记作Mm，n ( Rmin ) ，

其中零矩阵是所有元素全取 ∞ 的矩阵，简记作 ∞ ．
令 A = ( aij ) ，B = ( bij ) 是 Rmin 上任意 m × n矩阵，
称 A B = ( aij bij ) 为 A与 B的和，λA = ( λaij )

为 λ与 A的数乘，其中 λ∈ Rmin ．令 A = ( aij ) ，B =
( bij ) 分别是 Rmin上任意 m × p，p × n矩阵，称 AB =

( min{ aikbkj k = 1，…，p} ) 为A与B的积． AT，αT表

示 Rmin 上矩阵 A和向量 α的转置．
设 U 是 Rmin 上全体向量的集合 ( Rmin )

n ≡
Mn，1 ( Rmin ) 的子集．如果α∈ U，它可由 U中其余
向量线性表示，则称 U是线性相关的，否则，称 U是
线性无关的． 设 V 是( Rmin )

n 的非空子集，如果它关

于向量加法和数乘运算封闭，则称 V是( Rmin )
n 上的

向量空间，并称可生成 V 且线性无关的向量组为 V
的一组基，其中元素个数最少的基所含元素个数称

为向量空间 V的维数．
定义 1 设 A是 Rmin上 m × n矩阵，且 A≠∞，

若存在 m × k矩阵 F和 k × n矩阵 G，使 A = FG，且
k是满足该等式的最小整数，则称 k 是 A的秩，记作
r( A) ．零矩阵 ∞ 的秩是 0．
由定义 1 易知 0 ≤ r( A) ≤ min{ m，n} ，因为至

少有 A = AI = IA，其中 I是 Rmin 上的单位矩阵．
定义 2 设 A是 Rmin上m × n矩阵，A的列秩是

指由其列所生成的向量空间的维数，记作 c( A) ．
定义3 设A∈Mm，n ( Rmin ) ，A的极大列秩是指

A的线性无关列向量组中具有极大列数的向量组所
含列数，记作 mc( A) ． 零矩阵的列秩和极大列秩均
为 0．
引理 1 A ∈ Mm，n ( Rmin ) ，则 0 ≤ r( A) ≤

c( A) ≤ mc( A) ≤ n．
事实上，Rmin 上矩阵的列秩可能大于其秩，极大

列秩可能大于其列秩．

例 1 设 A =
1 1 ∞ 1
∞ ∞ 1 1
∞ 1 1









∞
∈M3，4( Rmin) ，



则 c( A) = 4，但它的秩不可能大于其行数 3，因此
c( A) ＞ r( A) ．
例 2 设

A =

∞ 1 ∞ ∞ 11
∞ ∞ 1 1 ∞∞
1 ∞ ∞ 1 11
∞











1 1 1 11

，

则 c( A) = 3，因为 Α的前 3列线性无关且它们可生
成 A的列向量空间，然而 mc( A) = 4，因为 A的后 4
列也线性无关，因此 mc( A) ＞ c( A) ．

1 有关引理

对 Rmin上所有 m × n矩阵 A，如果 r( A) ≤ k，称

满足 r( A) = c( A) = mc( A) 的最大整数 k为Rmin上

m × n矩阵的 μ值，记作 μ( Rmin，m，n) ．由引理 1知，
r( A) = c( A) = mc( A) 等价于 r( A) = mc( A) ．一
般地，0 ≤ μ( Rmin，m，n) ≤ min{ m，n} ．
引理2 Α∈Mm，n ( Rmin ) ，r( A) = 1当且仅当

mc( A) = 1．
证 若 r( A) = 1，则

A = αβT =

x1
x2

x













m

( y1，y2，…，yn ) =

x1y1 … x1yj … x1ynx1yn

x2y1 … x2yj … x2ynx2yn

  
xmy1 … xmyj … xmynxmy













n

，

对任意2列 i，j( i≠ j) ，若 yi和 yj至少有1个等于∞，
则该 2 列线性相关．若 yi 和 yj 均不等于 ∞，由 yi =
yi

yj
yj 可知，该 2列也线性相关．因此，A的任意 2列线

性相关，即 mc( A) = 1．
反过来，若 mc( A) = 1，由引理 1有 r( A) = 1．
引理3 设矩阵A∈Mm，n ( Rmin ) ，若从A中删去

某些行得到矩阵 B，则 c( B) ≤ c( A) ．
类似地，可以得到 mc( B) ≤ mc( A) ．
引理 4 对 Rmin上任意m × n矩阵A和 p × q矩

阵 B，有

r A ∞
∞( )B

≤ r( A) + r( B) ．

证 设 r( A) = k，r( B) = t，且 A = Fm，kGk，n，

B = Cp，tDt，q，则有

Am，n ∞ m，q

∞ p，n Bp，
( )

q

=
Fm，k ∞ m，t

∞ p，k Cp，
( )

t

Gk，n ∞ k，q

∞ t，n Dt，
( )

q

，由秩

的定义可知

r A ∞
∞( )B

≤ k + t = r( A) + r( B) ．

引理 5 对任意矩阵 A∈ Mm，n ( Rmin ) ，有

r A ∞( )∞ ∞
= r( A) ，c A ∞( )∞ ∞

= c( A) ，

mc A ∞( )∞ ∞
= mc( A) ．

证 由引理 4 知

r A ∞( )∞ ∞
≤ r( A) + r( ∞ ) = r( A) ．

反之，令 r( A) = k，即 k是满足A = BC的最小整数，
其中 B∈ Mm，k ( Rmin ) ，C∈ Mk，n ( Rmin ) ，则

Am，n ∞ m，q

∞ p，n ∞ p，
( )

q

=
Bm，k

∞ p，
( )

k

( Ck，n ∞ k，q )

并且
A ∞( )∞ ∞
不存在其它左因子列数小于 k 的分

解，否则与 r( A) = k 矛盾． 因此 r A ∞( )∞ ∞
≥ k =

r( A) ，从而 r A ∞( )∞ ∞
= r( A) ．由引理 3 知

c A ∞( )∞ ∞
≥ c( A ∞ ) = c( A) ，

mc A ∞( )∞ ∞
≥ mc( A ∞ ) = mc( A) ．

另一方面，由于
A ∞( )∞ ∞

= A( )∞
( I ∞ ) ，即

A ∞( )∞ ∞
的列向量空间可由

A( )∞
的基所生成，因此

c A ∞( )∞ ∞
≤ c A( )∞

= c( A) ，

mc A ∞( )∞ ∞
≤ mc A( )∞

= mc( A) ．

所以

c A ∞( )∞ ∞
= c( A) ，mc A ∞( )∞ ∞

= mc( A) ．

命题 1 若存在某个 p × q矩阵A，有mc( A) ＞
r( A) ，则对所有 m ≥ p 且 n ≥ q 的 m × n 矩阵，有
μ( Rmin，m，n) ＜ r( A) ．
证 因为存在某个 Ap，q ∈ Mp，q ( Rmin ) ，使得

mc( A) ＞ r( A) ，由矩阵 μ值定义可知
μ( Rmin，p，q) ＜ r( A) ．
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令 B = A ∞( )∞ ∞
是 m × n矩阵．由引理 5 得

r( B) = r( A) ＜ mc( A) = mc( B) ．
因此，对所有 m ≥ p，n ≥ q 的 m × n 矩阵，有
μ( Rmin，m，n) ＜ r( B) = r( A) ．
引理 6 A∈ M2，n ( Rmin ) 且 n≥ 2，r( A) = 2

当且仅当 mc( A) = 2．
证 设 r( A) = 2，若 n = 2，则由引理 1 有

mc( A) ≤ 2．再由引理 2有 mc( A) = 2．现假设 n≥

3，并设
x1
x( )
2

，
y1
y( )
2

，
z1
z( )
2

是矩阵 A中任意 3 列，则

( ⅰ) 集合{ x1，x2，y1，y2，z1，z2 } 中至少有 2 个元
素是 ∞，则显然这 3 列线性相关;
( ⅱ) 集合{ x1，x2，y1，y2，z1，z2 } 中仅有 1 个元素

是 ∞，不妨设 x2 = ∞ 且 min{
y1
y2
，
z1
z2
} =

z1
z2
，则

z1
x1

x1( )∞


z2
y2

y1
y( )
2

= z1 
z2
y2
y1

z











2

=
z1
z( )
2

．

因此这 3 列线性相关;
( ⅲ) 集合{ x1，x2，y1，y2，z1，z2 } 中不含元素 ∞，

且不妨设
x1
x2
≤

y1
y2
≤

z1
z2
，则

y1
x1

x1
x( )
2


y2
z2

z1
z( )
2

=
y1 

z1
z2
y2

x2
x1
y1  y











2

=
y1
y( )
2

．

因此这 3 列线性相关．
由上述讨论可知 mc( A) ≤ 2，进一步由引理 2

有 mc( A) = 2．反过来，当 mc( A) = 2 时，由引理 1
和引理 2 知 r( A) = 2．

2 主要结果

定理 1 对任意矩阵 A ∈ Mm，n ( Rmin ) ，其中

m≥ 2，n≥ 2，r( A) = 2 当且仅当 mc( A) = 2．
证 若 r( A) = 2，则存在 m × 2矩阵 F = ( α，

β) 和2 × n矩阵G，使得A = FG且 r( F) = r( G) =
2．如果 n = 2，则由引理1有mc( A) = 2．如果 n≥3，

则 A的任一列具有形式 x1α x2β，其中
x1
x( )
2

为矩阵

G的列向量．设 x1α x2β，y1α y2β，z1α z2β是矩

阵A的任意3列，则
x1
x( )
2

，
y1
y( )
2

，
z1
z( )
2

是矩阵G中对应

3列．由于G∈M2，n ( Rmin ) 且 n≥2，r( G) = 2，因此，

由引理6可知矩阵G的这3列线性相关．可以考虑3
种完全类似于引理 6 的情形． 但仅需考虑集合{ x1，
x2，y1，y2，z1，z2 } 中不含元素 ∞ 的情形即可．从引理
6 可知，

y1 =
y1
x1
x1 

y2
z2
z1，y2 =

y1
x1
x2 

y2
z2
z2，

由此有

y1α y2β = y1
x1
x1 

y2
z2
z( )1 α

y1
x1
x2 

y2
z2
z( )2 β =

y1
x1
( x1α x2β) 

y2
z2
( z1α z2β) ，

因此，A的任意3列线性相关．所以mc( A) ≤2．再由
引理 2 有 mc( A) = 2．
当 mc( A) = 2 时，由引理 1 和引理 2 知

r( A) = 2．

例 3 令 A =
1 1 ∞ 11
∞ ∞ 1 11
∞ 1 1









∞∞
∈ M3，4( Rmin) ，

则 r( A) ≤ 3，但 mc( A) = 4．因此，由引理 2和定理
1 有 r( A) ≥ 3． 从而 r( A) = 3． 这表明 μ( Rmin，3，
4) ≤2．
定理 2 min-algebra上任意 m × n矩阵的 μ值

满足

μ( Rmin，m，n) =
1，min{ m，n} = 1，
3，m≥ 3，n = 3，
2，其它

{
．

证 现通过讨论以下情形来证明此结果．
( ⅰ) 当 min{ m，n} = 1 时，由引理 2 有

μ( Rmin，m，n) ≥ 1．
另外有

μ( Rmin，m，n) ≤ min{ m，n} = 1．
因此，μ( Rmin，m，n) = 1．
( ⅱ) 若 A ∈ M2，n ( Rmin ) 且 n ≥ 2 或者 A ∈

Mm，2 ( Rmin ) 且m≥ 3，则由引理 2和定理 1有 μ≥ 2．
又由

μ( Rmin，m，n) ≤ min{ m，n}
有 μ ≤ 2． 所以 n ≥ 2 有 μ( Rmin，2，n) = 2 或
m≥3 有 μ( Rmin，m，2) = 2．
( ⅲ) 若A∈Mm，n ( Rmin ) ，其中m≥3且 n≥4，则

由例 3 和命题 1 可知 μ( Rmin，m，n) ≤ 2．又由定理 1
有 μ( Rmin，m，n) ≥ 2．因此 m ≥ 3 且 n ≥ 4 有
μ( Rmin，m，n) = 2．
( ⅳ) 若 A ∈ Mm，3 ( Rmin ) 且 m ≥ 3，则由引理 1，
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r( A) = 3蕴含着mc( A) = 3，又由引理2和定理1知，
mc( A) = 3也蕴含着 r( A) = 3．因此 μ( Rmin，m，3) ≥
3．又由 μ( Rmin，m，n) ≤ min{ m，n} 知，

μ( Rmin，m，3) ≤ 3．
所以m≥ 3且 n = 3有 μ( Rmin，m，3) = 3．
由上述讨论可知，min-algebra 上所有类型矩阵

的 μ值完全确定．
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The Value of μ of Matrices over the Min-Algebra

ZHANG Ting-hai，GAN Ai-ping
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The relationships between the rank，column rank and maximal column rank of matrices over a special
semiring-( Rmin，，，∞ ) are investigated by the theory of matrices． The largest integers of the three types of ranks
equaling for all m by n matrices over the min-algebra are obtained． So the related results are extended．
Key words: min-algebra; rank; column rank; maximal column rank; linearly dependent; linearly independent
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