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关于图的控制集划分
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摘要:通过分类归纳的方法，对图的控制集划分问题进行了研究，给出了控制划分数 d(G)和全控制划分
数 dt(G)的上界，并确定了 d(Pm × Pn)的所有确切值和 d(Cm × Pn)部分的确切值．
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0 引言及定义

本文中所指的图均为无向简单图，未说明的符

号和术语同于文献［1］．
近年来，图的控制理论研究的内容越来越广泛，

各类控制概念相继产生且研究成果不断丰富，T． W．
Haynes等［2］ 综述了图的控制理论研究方面的主要
研究成果，尤其是在图的点控制方面，提出了多种控

制概念，但大多成果均是关于控制参数的估计，很少

有关于控制集的划分问题的研究成果，E． J．
Cockayne等［3］ 引入图的控制划分数概念．
设 G = (V，E) 是 1 个图，D  V，如果 u ∈

V － D，v∈D使得 uv∈ E，则称D为图 G的1个控
制集．图 G的最小控制集的容量称为图 G的控制数，
用 γ(G) 表示．
定义 1 设 G = (V，E) 是 1个图，{D1，D2，…，

Dt} 为 V(G) 的 1 个划分，若使得每个 Di( i = 1，2，
…，t) 均为G的控制集，则称G有1个 t-控制集划分，
图 G的控制划分数定义为 d(G) = max{ t 图 G有 t-
控制集划分} ．
由定义 1 可见，任何图 G 均有 1-控制集划分

V(G) = D1，从而 d(G) 都是存在的．
类似地可定义全控制数和全控制划分数如下．
设 G = (V，E) 是 1个无孤立点的图，D V，如

果u∈ V，v∈ D使得 uv∈ E，则称 D为图 G的
1个全控制集．图 G的最小全控制集的容量称为图 G
的全控制数，用 γt(G) 表示．

定义 2［4］ 设 G = (V，E) 是 1 个无孤立点的
图，{D1，D2，…，Dt} 为 V(G) 的 1个划分，若使得每
个 Di( i = 1，2，…，t) 均为 G的全控制集，则称 G有1
个 t-全控制集划分，图 G 的全控制划分数定义为
dt(G) = max{ t 图 G有 t-全控制集划分} ．
值得注意的是，当 G包含无孤立点时，G的全控

制集不存在，从而 dt(G) 不存在．
为了方便，若 u，v∈ V(G)，则用 u ～ v表示 u和

v在G中邻接，N(v) 表示 v点在G中的邻域，用Pn表

示 n阶路，Cm 表示 m阶圈，其中 m≥ 3．
定义 3 设 G1 = (V1，E1) 和 G2 = (V2，E2) 为

2个不交的图，则 G1 与 G2 的 Cartesian积图(或称为
乘积图)G1 × G2 定义为

V(G1 × G2) = V1 × V2，E(G1 × G2) = {(u1，v1)(u2，

v2) u1 = u2 且 v1 ～ v2 或者 v1 = v2 且 u1 ～ u2} ．
引理 1 对任何 n 阶图 G，Δ = Δ(G) 和 δ =

δ(G) 分别为图 G的最大度和最小度，则

(ⅰ)γ(G) ≥ n
Δ + 1;
(ⅱ)「 n

n － δ?≤ d(G) ≤ δ + 1．

引理 2 对任何无孤立顶点的 n 阶图 G，Δ =
Δ(G) 和 δ = δ(G) 分别为 G的最大度和最小度，则

(ⅰ)γt(G)≥
n
Δ
;(ⅱ)「 n

n － δ + 1?≤ dt(G)≤ δ．

由定义 1可见，若图 G是图 H的 1个生成子图，
则图 G的任何 1个 t-控制集划分也是图 H的 1个 t-
控制集划分，因此有如下引理．
引理 3 设 G是图 H的任何 1 个生成子图，则

d(G) ≤ d(H) ．



由定义 1 可见，1个 n阶图 G的控制数 γ(G) 与
控制划分数 d(G) 之间的关系，类似于点独立数
β(G)与点色数 χ(G)的关系，不难看出 γ(G) d(G) ≤
n，β(G)χ(G) ≥ n．近年来，学者们似乎更注重于研
究图的控制数 γ(G) 和色数 χ(G)，而不注重研究图
的控制划分数 d(G) 和独立数 β(G) ．文献［5］给出
了控制数与控制划分数之和的 1 个上界，文献［6-8］
研究了控制划分数与连通度之间的关系，文献［9］
将控制划分数称为图的集控制数，值得注意的是，文

献［4］中提出的 1 个公开问题:如何确定 γ(Pm ×
Pn) 的确切值?这是一个至今未解决的难题，具体可

参见文献［10］的综述内容．
本文探讨了图的控制集划分问题，1 个图 G 的

顶点集至多能划分为多少个不交的控制集?本文主

要有 2个目的:一个是分别给出 d(G) 和 dt(G) 的 1
个上界，另一个是确定所有 d(Pm × Pn) 的确切值和

部分 d(Cm × Pn) 的确切值．这2类乘积图Pm × Pn和

Cm × Pn 的控制集划分问题，也与一类所谓的“实验
田”问题有关(种植类型数)，在此不作详述．

1 控制划分数与全控制划分数的上界

定理 1 对任何 1 个 n 阶图 G， E(G) = m，
Δ = Δ(G) 为图 G的最大度，则有

d(G) ≤ n + n2 + 8m(Δ + 1)槡 n
2n ，

并且此上界是可达的．
证 (ⅰ) 当 d(G) = 1 时，定理 1 显然成立．
(ⅱ) 当 d(G) = t≥ 2 时，故存在图 G的 1 个控
制集划分{D1，D2，…，Dt} ．由于 Di 均为图 G 的 1 个
控制集，由控制数的性质知 Di ≥ n /(Δ + 1) ．Di，

Dj(1 ≤ i≠ j ≤ t)，考虑 Di 和 Dj 之间的边数． 令
Eij = {e = uv∈E(G) u∈Di，v∈Dj}，mij = Eij ．
因为 Dj 为图 G 的控制集，故 v ∈ Di，均有

N(v) ∩ Dj ≥ 1，从而mij = Eij =∑
v∈Di

N(v) ∩
Dj ≥ Di ≥ n /(Δ + 1)，因此，

m = | E(G) |≥ ∑
1≤i≠j≤t

mij ≥
n

Δ + 1
t( )2 = nt( t － 1)

2(Δ + 1)，

从而

d(G) = t≤ n + n2 + 8m(Δ + 1)槡 n
2n ，

且当 G为完全图时，等号成立．定理 1 证毕．
定理 2 对任何 1 个无孤立顶点的 n 阶图 G，

E(G) = m，Δ = Δ(G) 为图 G的最大度，则

dt(G) ≤
n + n2 + 4Δ(2m － n)槡 n

2n ．

证 由于图 G无孤立顶点，即最小度 δ≥ 1，故

dt(G) 使得 2m =∑
v∈V

d(v) ≥ n．当 dt(G) = 1时，

定理 2显然成立．以下设 dt(G) = t≥ 2，故存在图 G
的 1 个全控制集划分{D1，D2，…，Dt}，对于每个

i(1 ≤ i≤ t)，由于 Di均为图 G的 1个全控制集，由
全控制数的性质知 Di ≥ n /Δ．Di，Dj(1≤ i≠ j≤
t)，现考虑 Di 和 Dj 之间的边数．令 Eij = {e = uv∈
E(G) u∈ Di，v∈ Dj}，mij = Eij ．

因为 Dj 为图 G 的全控制集，故 v ∈ Di，均有

N(v) ∩ Dj ≥ 1，从而 mij = Eij = ∑
v∈Di

N(v) ∩

Dj ≥ Di ≥ n /Δ．

又由全控制集的定义知，每个 Dj 在 G中的导出
子图 G［Dj］无孤立顶点，故对每个 j = 1，2，…，t，均

有 mj = E(G［Dj］) ≥ Dj /2． 注意到∑
t

j = 1
Dj =

n，因此，

m = E(G) ≥ ∑
1≤i≠j≤t

mij +∑
t

j = 1
mj ≥

n
Δ

t( )2 + n
2 = nt( t － 1)

2Δ
+ n

2 ，

这导出

dt(G) = t≤ n + n2 + 4Δ(2m － n)槡 n
2n ．

定理 2 证毕．

2 两类乘积图的控制划分数

本部分主要确定 2 类乘积图的控制划分数，即
给出 d(Pm × Pn) 的确切值和部分 d(Cm × Pn) 的确

切值．类似的方法也可用来确定其全控制划分数．不
过，由引理 2 即得下面的引理 4．
引理 4 设 m和 n均为整数，且 m≥ n≥ 2，则

dt(Pm × Pn) = 2．
定理 3 设 m和 n均为整数，且 m≥ n≥ 2，则
(ⅰ) 当(m，n) = (2，2) 或(m，n) = (4，2) 时，

d(Pm × Pn) = 2;
(ⅱ) 当(m，n) ≠ (2，2) 且(m，n) ≠ (4，2) 时，

d(Pm × Pn) = 3．
证 记 G = Pm × Pn，为了方便，记 V(G) =

{( i，j) 1 ≤ i≤ m，1 ≤ j≤ n}，其中
E(G) = {( i，j)( i + 1，j) 1 ≤ i≤ m － 1，1 ≤ j≤
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n} ∪{( i，j)( i，j + 1) 1 ≤ i≤ m，1 ≤ j≤ n － 1} ．

当(m，n) = (2，2) 或(m，n) = (4，2) 时，不难
验证 V(G) 至多能划分为2个不交的控制集，即定理
3 中(ⅰ) 成立．
当(m，n) ≠ (2，2) 且(m，n) ≠ (4，2) 时，首

先，由引理1知，d(G)≤ δ(G) + 1 = 3，下面将V(G)
划分成图 G的 3 个不交的控制集即可．
令 f:V → {1，2，3}，Di = {v ∈ V(G) f(v) =

i}( i = 1，2，3) ．显然，1个函数(映射) f对应V(G) 的
1个划分 V(G) = D1 ∪ D2 ∪ D3，下面分 4种情况定

义函数 f，只需验证在 f下对应的每个Di( i = 1，2，3)
均为图 G的控制集．
情况 1 当 n = 2且m为奇数时，对 V(G) 中每

个点( i，j)(1 ≤ i≤ m，1 ≤ j≤ 2)，定义

f(2k，1) = f(2k，2) = 3，k = 1，2，…，m － 1
2 ;

f(4k + 1，1) = 1，f(4k + 3，1) = 2，f(4k + 1，2) =
2，f(4k + 3，2) = 1，k = 0，1，2，…，
不难验证:Di = {v∈ V(G) f(v) = i}( i = 1，2，3)
均为图 G的控制集．
情况2 当 n = 2且m为偶数时，由(ⅰ) 知只需

考虑偶数 m≥ 6 的情形．
(a) f(1，1) = 1，f(1，2) = 2，f(2，1) = f(2，2) =

3，f(3，1) = 2，f(3，2) = 1，f(4，1) = 1，f(4，2) = 2;

(b) f(2k + 1，1) = f(2k + 1，2) = 3，2≤k≤ m
2 －1;

(c) f(4k + 2，1) = 1，f(4k + 2，2) = 2，f(4k，1) =
2，f(4k，2) = 1，k≥ 2，
同样不难验证:每个 Di = {v ∈ V(G) f(v) = i}
( i = 1，2，3) 均为图 G的控制集．
情况 3 当 n≥ 3且奇数m≥ 3时，将情况 1中

的函数 f拓广如下:

f( i，j) = f( i，1)，j≡ 1(mod2)，
f( i，2)，j≡ 0(mod2{

)，

其中 i≥ j≥ 3．
情况 4 当 n ≥ 3 且偶数 m ≥ 4 时，注意到

m≥ n．
(a) 当(m，n) = (4，3) 时，令f( i，2) = 2( i = 1，

2，3，4)，f(1，1) = f(3，1) = f(2，3) = f(4，3) = 1，
f(1，3) = f(3，3) = f(2，1) = f(4，1) = 2;
(b) 当(m，n) = (4，4) 时，将情况4(a) 定义的

函数 f扩充定义
f(1，4) = f(4，4) = 2，f(2，4) = 1，f(3，4) = 3;
(c) 当 n≥ 3且m≥ 6为偶数时，将情况 2中的

函数 f同样拓广如下:

f( i，j) = f( i，1)，j≡ 1(mod2)，
f( i，2)，j≡ 0(mod2{

)，

其中 i ≥ j ≥ 3． 同样不难验证:每个 Di = {v ∈
V(G) f(v) = i}( i = 1，2，3) 均为图 G的控制集．
综上所述，当(m，n) ≠ (2，2) 或(m，n) ≠ (4，

2) 时，V(G) 可划分成图 G的 3个不交的控制集，即
d(Pm × Pn) = 3．定理 3 证毕．
定理 4 设 m和 n均为整数，m≥ 3，则
(ⅰ) 当m≡0(mod4)，n≥2时，d(Cm × Pn) = 4;
(ⅱ) 当m∈{3，5，6，7}，n≥2时，d(Cm × Pn) = 3;
(ⅲ) 当m≡ 1，2，3(mod4) 时，d(Cm × P2) = 3．

证 记 H = Cm × Pn，G = Pm × Pn 与定理 3的
证明中所给出的相同，G 作为图 H的 1 个生成子图．
V(H) = V(G)，E(H) = E(G)∪ {(m，i)(1，i) 1≤
i ≤ n}，其中 V(G) 和 E(G) 同于定理 3的证明中所
给出的．
情况 1 当 m≡ 0(mod4) 时，对任意整数 x，定

义［x］4为满足 x≡［x］4(mod4) 和 1≤［x］4≤ 4的
正整数．对于 1≤ i≤m，1≤ j≤ n，下面对图H的所
有点 v = ( i，j) 定义函数 f(v) 的值．当 j为奇数时，令
f( i，j) = ［i］4;当 j为偶数时，令 f( i，j) = ［i + 2］4 ．
不难验证:每个 Di = {v ∈ V(G) f(v) = i}

( i = 1，2，3，4) 均为图 H的控制集，故 V(H) 可被划
分成 4个不交的控制集，即 d(H) ≥ 4．另一方面，由
引理 1 知 d(H) ≤ δ(H) + 1 = 4，因此，d(H) = 4，
定理 4 中(ⅰ) 成立．
情况 2 当m≡ 1，2，3(mod4) 时，由于m≥ 3，

此时 m≠ 2 且 m≠ 4．
图 G = Pm × Pn作为H的生成子图，由引理1，引

理 3 及定理 3(ⅱ) 得
3 = d(G) ≤ d(H) ≤ δ(H) + 1 = 4．
下面用反证法证明 d(H) ≠ 4 即可．

假设 d(H) = 4，即 V(H) = D1∪D2∪D3∪D4

被划分成 4 个不交的控制集．
为了方便，称 Di 中的点为 i号点(或称标号为 i

的点) ．
记 Vk = {( i，k) 1≤ i≤ m}(k = 1，2，…，n)，

并称 Vk在H中的导出圈 Ck = H［Vk］ Cn为第 k圈
(k = 1，2，…，n) ．将 H = Cm × Pn 嵌入平面内，使内

部面为 C1，外部面为 Cn．
由于 V1 中点任意点 v在 H中的度 dH(v) = 3，v

点在 H中的闭邻域 NH［v］均包含 4 个点，且它们为
相互不同号的点，即分别在不同的控制集 Di( i = 1，
2，3，4) 中，且u∈ V(H)，NH［u］中必包含 4种不
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同标号的点．故 V2中的点的标号由 V1中的点标号唯

一确定．
(a) 当 m = 3时，V1 中只有 3个点，故至少缺少

1 个标号 j∈ {1，2，3，4}，由于 Dj 为控制集，故 V2 中

的点的标号均为 j(即相同)，即u∈ V2，NH［u］中
的点至多只有 3 种不同的标号，矛盾．
当 m = 5时，V1中必有2个相同号点，且其在C1

中的距离不超过 2，即v∈ V1，使得 NH［v］中的点
至多只包含 3 种不同的标号，矛盾．
当m∈ {6，7} 时，存在1个标号 j∈ {1，2，3，4}，

使得标号为 j的点在 V1 中至多只有 1 个点，从而在
V2 中至少 3 个标号为 j 的点 u、v 和 w，使得 uv ∈
E(H) 且 vw∈ E(H)，这表明 NH［v］中的点至多只
有 3种不同的标号，矛盾．因此，定理 4中(ⅱ) 成立．
(b) 当 m ≡ 1，2，3(mod4) 时，由于定理 4 中

(ⅱ) 成立，故可设 m≥ 9．
由于 V1 中标号相同的任何 2 个点在 C1

中的距

离至少为 3(否则与情形(a) 中一样产生矛盾)，因
此存在标号相同(不妨设标号为 i) 的 2个点 u和 v，
使得 u和 v在C1

中的距离 s = dC1(u，v)≠4(且这条
长度为 s的路 Ps+1 上无其它标号为 i的点)，否则有
m≡ 0(mod4)，这与条件矛盾．
若 s = dC1(u，v) = 3，由于 Ps+1 = P4 上的 4 个

点中 u点和 v点的标号相同，故 P4上缺少一种标号．
若 s = dC1(u，v)≥5，显然也有C1

上存在缺少1个标
号的 P4，且 P4 的 2 个端点标号相同，P4 的 2 个非端
点相邻的 V2 中的点标号相同(即为 P4 所缺少的标

号) ．从而 C2
中存在 2个相邻点具有相同的标号，矛

盾．定理 4 证毕．
最后提出 1 个自然的问题如下:
问题 1 对所有的整数 m≥ 3和 n≥ 2，如何确

定所有 d(Cm × Pn) 的确切值?

定理 3给出了所有 d(Pm × Pn) 的确切值，定理

4给出了当 m≤ 8或者 n = 2或者 m≡ 0(mod4) 时
d(Cm × Pn) 的确切值． 但对于一般情况，这仍是一
个未解决的问题． 现猜测:当 n ≥ 4 且 m 较大时，
d(Cm × Pn) = 4，即 V(Cm × Pn) 可划分为 4个不交
的控制集．
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On the Partitions of the Dominating Set in Graphs

XU Bao-gen，ZHAO Li-fen，CAO Ye-long，KANG Hong-bo
(School of Basic Science，East China Jiaotong University，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract:The problem of dominating set partition is studied by using the method of the partition and induction． An
upper bound of domatic number d(G) and total domatic number dt(G) of G are given． And the all exact value of
d(Pm × Pn) and partial exact value of d(Cm × Pn) are determined．
Key words:graph;product graph;domination number;domatic number;total domatic number
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