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3 维 Maxwell方程局部 1 维多辛格式的能量恒等式
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摘要: 在理想导体边界条件下，对 3 维 Maxwell方程的局部 1 维多辛 Preissman格式的能量守恒性质进行
研究．运用能量分析法推导了 2 个能量恒等式，这些恒等式说明了给出的格式在所定义的离散范数下是
能量守恒和无条件稳定的，数值算例验证了结论的正确性．
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0 引言

Maxwell方程是电磁学中最基本数学模型，由于
其精确解往往难以计算，关于其数值解的研究是近

年来的热点课题之一，如 Yee 交错网格上的交替方
向隐式法( ADI-FDTD) ［1-3］、能量守恒的分裂有限差
分时域法 ( EC-S-FDTD ) ［4-7］，局部 1 维多辛格式
( LOD-MS) ［8］、传统多辛算法［9-11］． 在建立无耗散动
力系统的数值格式时，基本原则之一是尽可能保持

其物理特性，能量守恒与多辛结构守恒是 Maxwell
方程的一个重要特征． 多辛算法以其能够长时间保
持原问题数值特征而颇受欢迎［12-13］，但是多维数值

计算却存在非常费时耗资源、计算效率不高等缺
点［13］．为提高计算效率，文献［8］研究了局部 1 维的
多辛格式，此种格式具有多辛格式的数值特征，同时

存在计算效率高、计算规模小等优点．
当电导率为 0 时，在无源场的无损各向同性介

质中，3 维 Maxwell方程为
E
t

= 1
ε !× H，H

t
= － 1

μ !× E， ( 1)

其中E = ( Ex，Ey，Ez ) 和H = ( Hx，Hy，Hz ) 分别表示

电场和磁场，ε和μ分别为介电常数和磁导率，( x，y，
z) ∈Ω，t∈ ( 0，T］，Ω =［0，a］×［0，b］×［0，c］．在
Ω × ( 0，T］上给出理想导体边界条件( PEC) :

E × n = 0 或 H × n = 0， ( 2)
其中 n是空间区域 Ω 的外法向量，则定解问题( 1)

和( 2) 满足如下守恒律．
命题 1 若 E( x，y，z，t) ，H( x，y，z，t) 是 Max-

well方程组( 1) 的解，记 u = x，y，z，则有
d( ‖E‖2 + ‖H‖2 ) /dt = 0， ( 3)

d( ‖E /t‖2 + ‖H /t‖2 ) /dt = 0， ( 4)
其中( 3) 式即是 Poynting定理，这说明Maxwell方程
的解在 L2 范数下是稳定的，( 4) 式说明 Maxwell 方
程在 H1 半范数下是能量守恒的．由此可见，在 H1 范

数下( 1) 式也是稳定的［6］．
本文主要用能量分析法，对文献［8］构造的

Maxwell方程的局部1维多辛 Preissman格式进行分
析，得到它具有一些新的离散守恒律．

1 Maxwell的多辛结构

辛算法是针对哈密顿系统提出的 1 类保结构算
法，在薛定谔等方程的模拟中有着非常有效的应

用［12-15］．分裂多辛算法具有效率较高、计算成本较
低等特点［8，12，14］． Maxwell方程是 1 种典型的哈密顿
系统，其旋度形式( 1) 可以写成分量形式:
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令 G = ( Hx，Hy，Hz，Ex，Ey，Ez )
T，则( 5) 式可写

成多辛 Hamiltonian系统:
KGt + L1Gx + L2Gy + L3Gz = 0， ( 6)

其中 K，L1，L2，L3 都是反对称矩阵．对( 6) 式分裂得
到 3 个局部 1 维的子系统:

KGt /3 + L1Gx = 0，
KGt /3 + L2Gy = 0，
KGt /3 + L3Gz = 0

{
，

( 7)

( 7) 式写成电场、磁场分量的形式，即
－ ( Ey /t) /2 － ( Hz /x) /ε = 0，
－ ( Ez /t) /2 + ( Hy /x) /ε = 0，
( Hy /t) /2 － ( Ez /x) /μ = 0，
( Hz /t) /2 + ( Ey /x) /μ = 0










，

( 8)

－ ( Ex /t) /2 + ( Hz /y) /ε = 0，
－ ( Ez /t) /2 － ( Hx /y) /ε = 0，
( Hx /t) /2 + ( Ez /y) /μ = 0，
( Hz /t) /2 － ( Ex /y) /μ = 0










，

( 9)

－ ( Ex /t) /2 － ( Hy /z) /ε = 0，
－ ( Ey /t) /2 + ( Hx /z) /ε = 0，
( Hx /t) /2 － ( Ey /z) /μ = 0，
( Hy /t) /2 + ( Ex /z) /μ = 0










，

( 10)

容易验证分裂后的子系统( 8) ～ ( 10) 也保持局部1
维的多辛结构．
对区域 Ω × ( 0，T］进行一致网格分割: Δx =

a / I，Δy = b /J，Δz = c /K，τ = T /N，则可记 xi = iΔx，
yj = jΔy，zk = kΔz，i = 0，1，…，I，j = 0，1，…，J，k =
0，1，…，K．对每个子系统，运用多辛 Preissman 格式
进行离散得

E*
y i+1/2，j，k +

τ
2εδx

H*
z i，j，k = En

y i+1/2，j，k －
τ
2εδx

Hn
z i，j，k，

H*
z i+1/2，j，k +

τ
2μδx

E*
y i，j，k = Hn

z i+1/2，j，k －
τ
2μδx

En
y i，j，k，

E*
z i+1/2，j，k －

τ
2εδx

H*
y i，j，k = En

z i+1/2，j，k +
τ
2εδx

Hn
y i，j，k，

H*
y i+1/2，j，k －

τ
2μδx

E*
z i，j，k = Hn

y i+1/2，j，k +
τ
2μδx

En
z i，j，k


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


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

 ，

( 11)

E*
x i，j+1/2，k －

τ
2εδy

Hn+1
z i，j，k = En

x i，j+1/2，k +
τ
2εδy

H*
z i，j，k，

Hn+1
z i，j+1/2，k －

τ
2μδy

E*
x i，j，k = H*

z i，j+1/2，k +
τ
2μδy

En
x i，j，k，

En+1
z i，j+1/2，k +

τ
2εδy

H*
x i，j，k = E*

z i，j+1/2，k －
τ
2εδy

H*
x i，j，k，

H*
x i，j+1/2，k +

τ
2μδy

En+1
z i，j，k = Hn

x i，j+1/2，k －
τ
2μδy

E*
z i，j，k













 ，

( 12)

En+1
x i，j，k+1/2 +

τ
2εδz

Hn+1
y i，j，k = E*

x i，j，k+1/2 －
τ
2εδz

H*
y i，j，k，

Hn+1
y i，j，k+1/2 +

τ
2εδz

En+1
x i，j，k = H*

y i，j，k+1/2 －
τ
2εδz

E*
x i，j，k，

En+1
y i，j，k+1/2 －

τ
2εδz

Hn+1
x i，j，k = E*

y i，j，k+1/2 +
τ
2εδz

H*
x i，j，k，

Hn+1
x i，j，k+1/2 －

τ
2εδz

En+1
y i，j，k = H*

x i，j，k+1/2 +
τ
2εδz

E*
y i，j，k













 ，

( 13)

其中 δx，δy，δz 分别表示空间方向的标准向前差分算子．

2 能量恒等式

接下来，推导格式( 11) ～ ( 13) 的能量恒等式．
记 u = x或 u = y或 u = z，V = E或 V = F，则可以

定义修正的离散能量范数‖δxV
n
u‖

2 = ∑
I－1

i = 0
∑

J

j = 1
∑
K

k = 1
α·

( δxVu
n
i+1 /2，j，k )

2Δv，其中Δv = ΔxΔyΔz，且α = ε或α =
μ．‖δxV

n‖2 = ‖δxV
n
x‖

2 + ‖δxV
n
y‖

2 + ‖δxV
n
z‖

2，

‖Vn‖2
1 = ‖δxV

n‖2 + ‖δyV
n‖2 + ‖δzV

n‖2，

‖δ1δxV
n‖2 = ‖δzδxV

n
x‖

2 +‖δzδxV
n
y‖

2 +‖δyδxV
n
z‖

2，

‖δ2δxV
n‖2 = ‖δyδxV

n
x‖

2 +‖δxδxV
n
y‖

2 +‖δxδxV
n
z‖

2．
定理 1 令 En = ( En

xi，j，k，E
n
yi，j，k，E

n
zi，j，k ) ，H

n =
( Hn

xi，j，k，H
n
yi，j，k，H

n
zi，j，k ) 是格式( 11) ～ ( 13) 的解，则有

能量恒等式

‖δuE
n+1‖2 + ‖δuH

n+1‖2 + Ｒn+1
u =

‖δuE
n‖2 + ‖δuH

n‖2 槇+ Ｒn
u， ( 14)

其中 2 阶能量扰动项为
Ｒn+1

u = τ2(‖δ1δuH
n+1‖2 +‖δ2δuH

n+1 /2‖2) ( 4ε2) +
τ2 ( ‖δ1δuE

n+1‖2 + ‖δ2δuE
n+1 /2‖2 ) ( 4μ2 ) ，

槇Ｒn
u = τ2 ( ‖δ2δuH

n‖2 + ‖δ1δuH
n+1 /2‖2 ) ( 4ε2 ) +

τ2 ( ‖δ2δuE
n‖2 + ‖δ1δuE

n+1 /2‖2 ) ( 4μ2 ) ． ( 15)
证 对( 11) 式两端同时作用差分算子 δx 后分

别平方，将得到的 4 个式子分别乘以 ε，μ，ε，μ，再关
于指标 i，j，k求和得
‖δxE

*
y ‖

2 + τ2 ‖δxδxH
*
z ‖

2 / ( 4ε2 ) +

τ∑
I－1

i = 0
∑

J

j = 1
∑
K

k = 1
δxE

*
y δxδxH

*
z Δv = ‖δxE

n
y‖

2 +

τ2‖δxδxH
n
z‖

2 / ( 4ε2) － τ∑
I－1

i =0
∑

J

j =1
∑

K

k =1
δxE

n
yδxδxH

n
zΔv，( 16)

‖δxH
*
z ‖

2 + τ2 ‖δxδxE
*
y ‖

2 / ( 4μ2 ) +

τ∑
I－1

i = 0
∑

J

j = 1
∑
K

k = 1
δxH

*
z δxδxE

*
y Δv = ‖δxH

n
z‖

2 + τ2 ·

‖δxδxE
n
y‖

2 / ( 4μ2) + τ∑
I－1

i =0
∑

J

j =1
∑

K

k =1
δxH

n
z δxδxE

n
yΔv，( 17)

‖δxE
*
z ‖

2 + τ2 ‖δxδxH
*
y ‖

2 / ( 4ε2 ) －
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τ∑
I－1

i = 0
∑

J

j = 1
∑
K

k = 1
δxE

*
z δxδxH

*
y Δv = ‖δxE

n
z‖

2 + τ2·

‖δxδxH
n
y‖

2 / ( 4ε2) + τ∑
I－1

i =0
∑

J

j =1
∑

K

k =1
δxE

n
z δxδxH

n
yΔv，( 18)

‖δxH
*
y ‖

2 + τ2 ‖δxδxE
*
z ‖

2 / ( 4μ2 ) －

τ∑
I－1

i = 0
∑

J

j = 1
∑
K

k = 1
δxH

*
y δxδxE

*
z Δv = ‖δxH

n
y‖

2 + τ2 ·

‖δxδxE
n
z‖

2 / ( 4μ2) + τ∑
I－1

i =0
∑

J

j =1
∑

K

k =1
δxH

n
yδxδxE

n
zΔv，( 19)

将( 16) ～ ( 19) 式相加，用分部求和公式( 见文献
［6］中的引理 3． 1) 把乘积项消去得
‖δxE

*
y ‖

2 +‖δxE
*
z ‖

2 +‖δxH
*
y ‖

2 +‖δxH
*
z ‖

2 +
τ2 ( ‖δxδxH

*
z ‖

2 + ‖δxδxH
*
y ‖

2 ) ( 4ε2 ) +
τ2 ( ‖δxδxE

*
y ‖

2 + ‖δxδxE
*
z ‖

2 ) ( 4μ2 ) =
‖δxE

n
y‖

2 + ‖δxE
n
z‖

2 + ‖δxH
n
y‖

2 + ‖δxH
n
z‖

2 +
τ2 ( ‖δxδxH

n
z‖

2 + ‖δxδxH
n
y‖

2 ) ( 4ε2 ) +
τ2 ( ‖δxδxE

n
y‖

2 + ‖δxδxE
n
z‖

2 ) ( 4μ2 ) ． ( 20)
同理，由( 12) ～ ( 13) 式得 2 个类似( 20) 式的

等式，将这 3 个式子相加得
‖δxE

n+1‖2 + ‖δxH
n+1‖2 + τ2 ( ‖δ1δxH

n+1‖2 +
‖δ2δxH

n+1 /2‖2 ) / ( 4ε2 ) + τ2 ( ‖δ1δxE
n+1‖2 +

‖δ2δxE
n+1 /2‖2 ) / ( 4μ2 ) = ‖δxE

n‖2 +‖δxH
n‖2 +

τ2 ( ‖δ2δxH
n‖2 + ‖δ1δxH

n+1 /2‖2 ) / ( 4ε2 ) +
τ2 ( ‖δ2δxE

n‖2 + ‖δ1δxE
n+1 /2‖2 ) / ( 4μ2 ) ．

由扰动项( 15) 式知，当 u = x时上式就是( 14)
式．同理易证 u = y或 u = z情形，事实上，只需将作
用的算子改为 δy 或 δz，再重复以上步骤即可，定理 1
得证．定理 1 说明给出的 Maxwell 方程的 Preissman
格式在离散 H1 半范数下是能量守恒的．
定理 2 若 En = ( En

xi，j，k，E
n
yi，j，k，E

n
zi，j，k ) ，H

n =
( Hn

xi，j，k，H
n
yi，j，k，H

n
zi，j，k ) ( n ＞ 0) 是格式( 11) ～ ( 13) 的

解，则有能量恒等式

‖En+1‖2
1 + ‖Hn+1‖2

1 +∑
u
Ｒn+1

u =

‖En‖2
1 + ‖Hn‖2

1 +∑
u

槇Ｒn
u． ( 21)

将( 8) 式中 u取不同值的 3 个式子与作用算子
δu = I得到的恒等式相加即得到能量恒等式( 21) ，
该式说明在离散 H1 范数下格式也是能量守恒的．

3 数值实验

本部分将通过数值算例检验上述守恒量( 只考

察守恒量的保持情况) ，即验证能量恒等式( 14) 和
( 21) ．由于篇幅所限，数值解的误差在此将不作讨
论，具体可以参见文献［8］．
考虑当 ε = μ = 1，Ω =［0，1］×［0，1］×［0，1］

时的 3 维 Maxwell方程( 1) ，取初始条件为
Ex0 = cos( 2π( x + y + z) ) ，Ey0 = － 2Ex0，

Ez0 = Ex0，Hx0 = － Hz0 = 槡3Ex0，Hy0 = 0，
取 Δx = Δy = Δz = 0． 02，τ = 0． 01，令
Qn+1

u = ‖δuE
n+1‖2 + ‖δuH

n+1‖2 + Ｒn+1
u ，Q

n
u =

‖δuE
n‖2 + ‖δuH

n‖2 槇+ Ｒn
u，Q

n+1 = ‖En+1‖2
1 +

‖Hn+1‖2
1 +∑

u
Ｒn+1

u ，Q
n = ‖En‖2

1 +‖H
n‖2

1 +∑
u

槇Ｒn
u，

得到能量残差图( 见图 1 ～ 图 4) ．

图 1 u = x的能量残差图

图 2 u = y的能量残差图

图 3 u = z的能量残差图
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图 4 能量 Q的残差图

由图 1 ～图 4 可以看到，3 维 Maxwell 方程( 1 )
的 Preissman格式( 11) ～ ( 13) 满足离散的能量恒等
式( 14 ) 和 ( 21 ) ，这一结果与理论分析结论是一
致的．
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The Energy Identities of the Local One-Dimensional Multisymplectic
Scheme for 3-D Maxwell’s Equation

ZHOU Wenying1，KONG Linghua1* ，WANG Lan1，FU Fangfang2

( 1． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． Department of Basic Teaching，Nanchang Institute of Science and Technology，Nanchang Jiangxi 330108，China)

Abstract: The energy conservation properties of the local one-dimensional multisymplectic ( LOD-MS) Preissman
scheme is mainly concerned，which is a scheme for solving the 3-dimensional Maxwell’s equation under the perfect-
ly electric conducting ( PEC) boundary condition． Energy analysis method is applied to obtain two energy conserva-
tion identities which suggest that the LOD-MS Preissman scheme is unconditionally stable under the new discrete
modified energy norms． Experimental results show the correctness of this conclusion．
Key words: three-dimensional Maxwell’s equation; LOD-MS; energy conservation identity; Preissman scheme
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