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摘要: 讨论 0-1 可达阵的基本性质及其在认知诊断中的重要作用，证明可达阵导出的学生 Q阵在先决关
系下构成 1 个格，给出了多值可达阵的计算方法和基于多值可达阵的扩张算法，还给出已知属性最高水
平下多值可达阵和 0-1 可达阵相互转换的膨胀和压缩算法，发现多值可达阵实质上是 0-1 可达阵的压缩
形式，并讨论多值可达阵的性质及其在认知诊断中的应用．
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0 引言

n阶简单图结点之间的邻接关系可用邻接阵表
示，无向图连通性可用连通矩阵表示，而有向图的可

达性用可达矩阵表示． 邻接阵和可达阵都是 0-1 矩
阵，或者称为布尔阵．邻接矩阵表示结点之间的直接
关系，即盖住关系［1］，而可达矩阵表示结点之间直

接或间接关系．这里说结点 A 和 B 之间的间接关系
是指 A通过结点 C可达 B，且 C和 A与 B均不相同．
可达关系满足传递性，所以 1 个可达矩阵实际上又
是结点的传递闭包对应的关系阵． 若 n 阶可达阵的
对角元均为 1，则表明它对应的关系一定是自反关
系． 用布尔并与交运算取代通常数的加与乘运算
( 简称为布尔矩阵的复合运算) ，则可达阵与自身的

复合一定仍等于可达阵．
事实上，r为传递关系，当且仅当 r与 r的复合包

含在 r中，即 r  r r，而x，y∈ r且若 r自反，知〈x，
x〉∈ r，所以〈x，y〉∈ r  r，故 r对应的关系矩阵满足
Mr  Mr = Mr ; 反之，若 r = r  r，则 r传递，但 r不一
定自反．以下如果不至于产生混乱时，关系和关系矩
阵可能交互使用而不加区分．
本文前半部分讨论 0-1 可达矩阵的性质及其在

认知诊断中的作用，后半部分介绍 Sun Jia'nan 等［2］

引进的多值可达阵，给出基于多值可达阵的扩张算

法以及 0-1 可达阵和多值可达阵相互转换膨胀和压

缩的方法，证明多值可达阵实质上是 0-1 可达阵的
压缩，并且在某种评分规则下，证明 Sun Jia'nan
等［2］ 给出的多值可达阵可以使期望反应模式与知

识状态一一对应． 由于多值评分比 0-1 评分带来更
加丰富的诊断信息，而使用多值 Q 矩阵表达多值认
知诊断测验的测验蓝图设计有其方便之处，因此研

究多值可达阵和多值 Q矩阵很有意义．
在认知诊断中，结点称为属性，邻接阵表达属性

之间直接先决关系( immediately prerequisite) ，而可
达阵 Ｒ表示属性之间直接或间接先决关系． 属性的
先决关系是自反、反对称、传递的，即偏序关系．
在可达阵的基础上通过扩张算法［3-5］，可以得

到潜在 Q阵 Qp，Qp 增加 1 个零列，从而得到学生 Q
阵 Qs
［6］，有的文章将它们均称为 Q 矩阵． 其实可达

阵是特殊的重要的 Q矩阵．
本文 Q 矩阵的行表示属性，列表示项目( 或者

被试的知识状态，简称被试) ．当测验Q阵Qt以可达

阵 Ｒ为其子矩阵时，称 Qt 为充要 Q阵，若测验 Q阵
是充要 Q阵且包含的列数最少，则称之为完备 Q阵
( perfect Q matrix) ［7-8］．
在认知诊断中，由先决关系导出的可达矩阵 Ｒ

有重要作用．下面给出几个可达阵 Ｒ 用于认知诊断
的一些结果．
引理1［9］ 在0-1评分条件下，属性之间无补偿

作用且只有掌握了项目中所有属性才能正确反应

( 连接性) ，则期望反应模式和知识状态一一对应的



充要条件是可达矩阵作为测验 Q阵的子矩阵．
引理 2［10］ 当 Qt 为充要 Q 阵时，使用 K． K．

Tatsuoka［11-12］ 引入的对 Qt 的行逐对比较，能够获得

真实的属性层级结构．
引理 3［10，13］ 对偏序关系对应的可达阵 Ｒ，可

以用清洗算法或对Ｒ的行逐对比较的方法获得偏序
关系的 Hasse图．

1 学生 Q阵上引布尔并交形成格

以下用认知诊断中的术语进行叙述，设属性集

合为{ A1，A2，…，AK} ，Ｒ = ( rij ) = ( r1，r2，…，rK ) 为
K阶可达阵． Ｒ的第 i行中非零元素表示以属性 Ai为

起点，Ai 可以达到的属性集合，即 Ai 是这个集合中

所有属性的先决属性，也就是 Ai 是路的起点，i = 1，
2，…，K; Ｒ的第 j列中的所有非零元表示Aj为终点的

路，即可到达属性 Aj 的先决属性，j = 1，2，…，K．
注意，偏序关系的自反和反对称性，不失一般

性，总可以假设可达阵 Ｒ是对角元为 1的上三角阵．
设Ｒ的第 j列 rj = ( r1j，r2j，…，rKj )

T，j = 1，2，…，K，设
ri1 j = ri2 j = … = rit j = 1，而其他 rij = 0，并且设
1 ≤ i1 ＜ i2… ＜ it≤K．由Ｒ是对角元全为1的上三
角阵的假设可知，rit j = rjj = 1，即 it = j，于是{ Ai1

，

Ai2
，…，Aj} 是 1 条长度为 t － 1 的路，而{ Ai1

} ，{ Ai1
，

Ai2
} ，{ Ai1
，Ai2
，Ai3
} ，…分别为从 Ai1

出发的( 以 Ai1
为

始点) 长度为 0，1，2，…，t － 1的路．有序符号串 B1，

B2，…，Ah 的子串 B1，B1B2，…，B1B2…Bn 分别称为

B1，B2，…，Bh 的长度为 1，2，…，h的前缀． 而每个前
缀对应的序列仍然是路，故每个前缀仍然对应 Ｒ 中
的列．显然，如果 Ai是 Aj的先决，那么 Ai的所有先决

都是 Aj 的先决，否则和先决关系的传递性矛盾． 因
此，Ai 的所有前缀都是 Aj 的前缀．
注意到 Ｒ表达了属性集{ A1，A2，…，AK} 中所有

直接或间接的关系，即属性之间直接先决关系( 长

度为1的路) 或间接先决关系( 长度至少为2的路) ．
记 Ait = Aj，当{ Ai1，Ai2，…，Aj} 是1条长度为 t －

1的路且 t≥2时，{ Ai1，Ai2 } ，{ Ai1，Ai2，Ai3 } ，…都是这
个属性集的直接或间接关系．用 e l 表示 K 阶单位阵
第 l列，由上面关于 rj中非零元对应的属性集以及属
性下标之间的顺序的叙述可知，e i1 是 Ｒ 的列，e i1 +

ei2 是Ｒ的列，…，∑
t

h = 1
eih是Ｒ的列，且称∑

l

h = 1
eih ( l = 1，

2，…，t － 1，t) 是 rj的顺序子向量，它们均是 Ｒ的列．
也可以说它们分别是以 Ai1 为起点，Ail 为终点的路，

而∑
l

h = 1
eih中非零元对应属性是 Aj的长度为 l的前缀，

l = 1，2，…，t．
设 ri，rj 是 Ｒ的列，ri ∧ rj 是 ri 与 rj 对应分量取

最小值得到的向量，称之为 ri 与 rj 的布尔交．
引理 4 ri ∧ rj = 0，或者 ri ∧ rj 是 Ｒ的列．
证 若 ri ∧ rj ≠ 0，则 ri ∧ rj 表示既可以达到

属性 Ai 又可以到达属性 Aj 的路的公共部分，即

ri ∧rj 既是 ri 的顺序子向量，又是 rj 的顺序子向量，
从而它是 ri 与 rj 的公共的顺序子向量，也就是这 2
者的公共前缀，故 ri ∧ rj 仍是 Ｒ的列．

ri ∨ rj 称为 ri 与 rj 的布尔并，它是 ri 与 rj 对应
分量取最大值得到的向量． 这实际上是扩张算
法［3-5］ 中规定的布尔并运算规则( 0 ∨ 0 = 0，0 ∨
1 = 1 ∨ 0 = 1 ∨ 1 = 1) 的等价表达，事实上，这个
布尔运算规则可以表示为 max( x，y) ，但是这样表达
以后，它对下文中由 Sun Jia'nan等［2］提出的多值可
达阵导出多值的潜在 Q矩阵很有用．
扩张算法实际上表示可达阵中列的布尔并是潜

在 Q阵( Qp ) 的列
［14］，而 Qp 再添加零列以后，得到

学生 Q阵 Qs ．
定理 1 Qs 的列在布尔交和布尔并 2 种运算下

是封闭的，即形成格．
证 Qs 中的任 2列 α，β( 即 α∈ Qs，β∈ Qs ) ，

若 α = β = 0，此时 α∨ β = 0∈ Qs，对于布尔交运

算，α∧ β = 0∈ Qs ．若 α≠ 0或 β≠ 0，则由扩张算

法知α =∨
h

t = 1
rit或β =∨

w

l = 1
ril，rit，ril∈Ｒ，于是α∨β =

∨
h

t = 1
∨
w

l = 1
( rit ∨ ril ) ∈ Qs，对于布尔交运算，或者α∧

β =0 ∈ Qs，或者 α∧ β = ( ∨
h

t = 1
rit ) ∧ ( ∨

w

l = 1
ril ) =

∨
h

t = 1
∨
w

l = 1
( rit ∧ ril ) ，由引理 4 知 rit ∧ ril = 0，或 0 ≠

rit ∧ril ∈ Ｒ，故由扩张算法知，当 rit ∧ ril ≠ 0 时，

∨
h

t = 1
∨
w

l = 1
( rit ∧ ril ) ∈ Qs ．

因此，Qs 的列在布尔交和布尔并 2 种运算下是
封闭的，而布尔交和并这 2 个 2 元运算满足交换性，
结合性和吸收性，即形成格［1］．
注意Qs的列数不一定可以写成2的幂，故Qs的

列在布尔交、布尔并运算下并不一定构成布尔
格［4］，而 只 是 格［1］，因 此 这 个 结 论 与 K． K．
Tatsuoka［11-12］的结论不同，K． K． Tatsuoka认为Qs的

列在并、交运算下构成布尔格，这个结论只是对任何
2 个属性之间不存在先决关系的属性集合，即独立
型层级结构才成立，否则不一定成立［3-4］．
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汪文义等［15］ 提出的项目属性在线辅助标定的

创新做法—交差方法．定理 1 给出了交差方法的理
论基础．因为格是一个特殊的偏序集，格中任 2 个元
素均有上确界和下确界．于是在理想作答情况下，原
始题( 未标属性的项目) 中的属性集合 x 一定是答
对该原始题的被试的知识状态对应的属性集的子

集．如果将答对该原始题的所有被试的知识状态中
的属性作成的集合的交记为集合 y，由定理1知，y∈
Qs － { 0} = Qp 必定有 x y．而所有未能答对原始
题的被试其知识状态 z和 x 的交集合一定是 x 的真
子集．将包含在 y内的那些所有不等于空集的 z和 x
的交集的集合 z做并运算，得到集合w，则w是 x的子
集合，即 w x，x y．这时候，原始题的属性集合 x
的范围缩小了很多．
但是要注意，上面是从理想作答入手进行分析

导出的结果，但是观察反应都可能带有随机性，所以

制定项目属性计算机辅助标定时，必须考虑随

机性［15］．

2 多值可达阵及其性质

将元素仅取0-1的可达阵Ｒ称为2值可达阵，并
记为 Ｒ2，相仿可以定义 2 值 Q矩阵，并记为 Q2 ． Sun
Jia'nan等［2］ 在创建多值认知诊断模型时引入多值
可达阵( ploytomous Ｒ matrix) 和多值 Q 阵． 将多值
可达阵和多值Q矩阵分别记为Ｒp和Qm，Ｒp或Qm的

元素是非负整数，当 2 值或多值可依上文确定而不
致混淆时，Ｒ2，Q2 和 Ｒp 中的 2，p就可以省略．
2． 1 Ｒp 的计算

依照 Sun Jia'nan等［2］给出的方法，设有 K个属
性 A1，A2，…，Ak，属性 Ai 的最高水平为 wi，wi ( ≥ 1)
为整数，i = 1，2，…，K．先依照属性及其层级关系给
出 K × K的 2值可达阵 Ｒ2，然后对 Ｒ2 的( i，i) 元，扩
充为 1 个 wi 维行向量( 1，2，…，wi ) ，i = 1，2，…，K，

于是将 K × K的 Ｒ2矩阵“膨胀”为 1个 K × (∑
K

i = 1
wi )

的多值阵，Sun Jia'nan等称之为多值可达阵，并记之
为 Ｒp ．
2． 2 基于 Ｒp 扩张出多值潜在 Q阵

由多值可达阵，通过的扩张算法，可以获得多值

潜在Q阵，若对多值潜在Q增加1个全零列，则得到

多值学生 Q阵．多值学生 Q 矩阵是 K × (∑
K

i = 1
( wi +

1) ) 阵．
例 1 设有 3 个独立属性 A1，A2，A3，且 Ai 最高

水平为 i，i = 1，2，3，则

Ｒ2 =
1 0 0
0 1 0









0 0 1
，Ｒp =

1 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0









0 0 0 1 2 3
，

对 Ｒp 用扩张算法如下:

j = 1 j = 2 j = 3 j = 4 j = 5 j = 6
1 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0




0 0 0 1 2 3

1 1 1 1 1
1 2 0 0 0
0 0 1 2 3

0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 3

0 0 0 1 1 1
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3





，

故多值潜在 Q阵为 3 × 23 的矩阵，而多值潜在学生
阵为 3 × 24 的矩阵( 仅比多值潜在 Q 阵多 1 个零
列) ．在所给条件下，多值潜在学生阵的所有列表示
了所有被试的知识状态( 或者称为属性掌握模式) ．
2． 3 在一定条件下，Ｒp 可以保证知识状态与期望

反应模式集合一一对应

Sun Jia'nan等［2］ 指出 Ｒp 可以保证知识状态集

合与期望反应模式集合之间一一对应，但未给出证

明．本文在特殊的期望得分条件下给出其证明．
2． 3． 1 一个启发式例子 因为记号上比较复杂，
先看一个例子，建立起直观印象．
例 2 3个属性 A1，A2，A3，其层级关系如图 1所

示，且属性 A1 最高水平为 2，属性 A2 最高水平为 1，
属性 A3 最高水平为 3．

图 1 3 个属性的层级

图 1对应的 2值可达阵 Ｒ2 =
1 1 1
0 1 0









0 0 1
，多值

可达阵 Ｒp =
1 2 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0









0 0 0 1 2 3
．

对于Ｒp，将其改写成0-1阵( 下文称之为多值变
为 0-1 的膨胀算法)
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M =

1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1






































0 0 0 0 0 1

，

因为属性1，2，3的最高水平分别为2，1，3，所以M为
( 2 + 1 + 3) 阶方阵． Ｒp 的第 1行的第 1，2列的 2个
元素对应第 1 属性，将 Ｒp 第 1 行( 1 2 1 1 1 1) 扩充
为 2行，Ｒp 的第 1行中的元素 2改为( 1 1) T，而相应
的 1 改为( 1 0) T ; 属性 2最高水平为 1，将 Ｒp 第 2行
的行保留;属性3最高水平为3，将Ｒp第3行( 0 0 0 1 2 3)
扩充为3行，且Ｒp第3行中元素1，2，3分别化为3维
列向量( 1 0 0) T，( 1 1 0) T，( 1 1 1) T，其他 3 个 0，化
为( 0 0 0 ) T ．这些列向量形成 0-1 上三角矩阵，称之
为 J矩阵．这种对角子块 J位于M的对角子块位置，
J的阶数即相应属性的最高水平数．
例 3 对于例 2的M中第 1，2行相加作为新矩

阵第 1 行，第 4，5，6 行相加作为新矩阵第 3 行．这样
得到的新矩阵便是多值可达阵． 称这种方法为压缩
算法．
2． 3． 2 多值可达阵和 0-1 可达阵的对应 一般来
说，膨胀算法可以表述为: 假设Ｒp的第 j行等于( rj 1，
rj 2，…，rj∑

K

j = 1
wj ) ，若属性 j的最高水平为 wj，则Ｒp的第 j

行改写成为 wj 行，( w1 + w2 + … + wK ) 列的 0-1 矩
阵，它是 M的子矩阵，这个子矩阵第 h 列是 wj 维列

向量，其中前面 rjh个元素为1，后面wj － rjh个元素等
于 0．
注意到M矩阵通过布尔矩阵的乘法运算有M 

M = M．故知M仍为可达阵，即M实际上是可达矩
阵 Ｒ．
对上述 M施行扩张算法，得到 2 值 Qp，进而导

出Qs，可用这个M导出潜在Q阵Qp和学生Q阵Qs ．
假设被试知识状态不小于题目属性向量( 即差向量

的每个分量均非负) ，则在理想条件下能够对该项

目正确反应，那么以 M为测验 Q阵，Qs 中的列导出

的 EＲP( 期望反应模式) 与 Qs 的列一一对应
［9，16］．

如果以M的列和作为M的列对应的题目的满分值，
那么就是 Sun Jia'nan 等［2］ 提出的特殊的理想反应
计分方式，即掌握题目中 1 个属性增加 1 分．
另一方面，对于上面导出的 Qp，使用缩减算

法［17］，可以导出可达阵 M．而将 M按照如下方法进
行压缩，使之成为 Ｒp : 按照给定的各个属性的最高

水平的已知条件进行分块，比如第 j 个属性的最高

水平为 wj，j = 1，2，…，K，依次将M的行剖分成为 K
子块，第 j子块包含 wj 行，然后将这 wj 行相加，得到

Ｒp的第 j行，j = 1，2，…，K．称这种方法为压缩方法．
这样使用膨胀算法由Ｒp可以导出唯一的0-1可

达阵 M，使用压缩方法由M可以导出唯一的多值可
达阵 Ｒp ．故 Ｒp 与 M是可以一一对应的．
值得注意的是，显然由多值知识状态和 0-1 知

识状态通过膨胀和压缩算法可以互换．

3 结论与讨论

本文给出了可达阵的一些基本性质，由此得到

学生 Q阵在先决关系下构成 1 个格的结论，然后给
出了基于多值可达阵的扩张算法． 通过多值矩阵和
0-1 矩阵的相互转化，应用 0-1 矩阵获得的结果，证
明含多值可达阵的测验，在掌握题目中 1 个属性期
望得分( 理想得分) 便增加 1 分的特殊计分方式下，
仍可以使期望反应模式和知识状态一一对应．
本文的结果说明多值可达阵( Q 矩阵) 通过膨

胀算法可以导出 0-1 可达阵( Q 矩阵) ，而多值可达
阵( Q矩阵) 本质上都可以通过某一个 0-1 可达阵
( Q矩阵) 通过压缩算法导出．
根据给出的计算多值可达阵和多值Q阵的算法

知，Sun Jia'nan等［2］ 中表 7 的线型( linear) 和收敛
型( convergent) 的多值可达阵中本来应该是 7 列，
但表7却列出了11列，后面4列可以由前面7列扩张
出来．事实上，如果有 K个属性，属性 Aj 的最高水平

为 wj，则多值可达阵的列数为∑
K

j = 1
wj，行数为 K，Sun

Jia'nan等［2］ 给出的线性和收敛型的 3 个属性的最
高水平分别为1，2，4．故多值可达阵为3行7( 7 = 1 +
2 + 4) 列，由于可达阵在测验编制中有重要作用［9］且
测验有时不能安排太多题目( 比如课堂评估) ，所以分

辨 1个列是不是可达阵的列有一定意义．
不论是 0-1 可达阵还是多值可达阵，均可用扩

张算法导出潜在 Q阵，潜在 Q阵在题库建设中的作
用是可以保证任何一种知识状态的被试都可以找到

合适的题目，即做到量体裁衣，缺少其中一列都使该

题库不完整，这意味着具有某些知识状态的被试难

以比较准确地测量．
定理 1 的证明，也可以使用杨淑群等［14］ 的方

法，该文使用的工具是形式概念分析． 其实文献
［14］对扩张算法进行了证明，但是没有明确地表达
出来．如果纯粹使用多级可达矩阵，如何证明多值的
扩张算法，使用本文提出的多值与 0-1 矩阵的互换
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是否可以达到目的，这是一个有趣的问题．
对于 Sun Jia'nan等［2］给出的一般计分方式，多

值可达阵是否可以使知识状态和期望反应模式一一

对应，值得进一步讨论． 可否使用本文给出的方法，
将其转换为 0-1 矩阵证明，值得继续探讨．
对于 0-1 矩阵的情况，学生 Q 矩阵的列定义布

尔交和布尔并之后，构成 1个格．扩张算法表明Q矩
阵的列，可以表成为可达阵的列的布尔并，这种表达

不一定唯一，结合这些结果，这个格有什么性质，它

们在认知诊断中有什么意义，值得深入研究．
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The Properties of 0-1 and Polytomous Ｒeach Ability
Matrices and Their Applications

DING Shuliang，LUO Fen，WANG Wenyi，XIONG Jianhua
( College of Computer Information and Engineering，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The basic properties of the 0-1 reachability matrix and their applications are discussed． The student Q
matrix and the prerequisite relation defined on it is a lattice． An algorithm to calculate the polytomous reachability
matrix is given and the augment algorithm based on the polytomous reachability matrix is proposed． For 0-1 and
polytomous reachibility matrices，the methods which include the expanse algorithm and the condensation algorithm
for the translation from each other are introduced and an application of the translation is given． It is discovered that
the polytomous reachibility matrix is the compressive form a 0-1 reachibility matrix．
Key words: reachability matrix; lattice; polytomous reachability matrix; polytomous Q matrix
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