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摘要: 通过分析调和函数的临界点和等势线，证明了在非褪化的情形下，QED 常数 M2，2能被与边界有交

的连续统达到，同时在 1 种褪化情形下，给出了 M2，2的 1 个上界估计．
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0 引言

本文中使用的 C表示复平面，C表示 C的单点紧
化．设Ω C是1个区域，Γ是Ω中的可求长曲线族．
称 Ω上非负 Borel可测函数 ρ是允许的［1］，如果 Ω的

ρ面积 A( Ω，ρ) 满足 0 ＜ A( Ω，ρ) = Ω ρ2dxdy ＜ ∞ ．

曲线γ的 ρ长度指L( γ，ρ) = ∫γρ( z) dz ．曲线族Γ的

ρ长度定义为L( Γ，ρ) = inf
γ∈Γ

L( γ，ρ) ．曲线族Γ的极值

长度为 λ( Γ) = sup
ρ
［L2 ( Γ，ρ) /A( Ω，ρ) ］．

令 adm( Γ) 表示满足∫γρds≥1的非负可测函数

ρ的全体．曲线族 Γ的模定义为

M( Γ) = inf
ρ∈adm( Γ) ∫Ω ρ2dm．

QED区域是 Gehring和Martio［2］在研究拟共形
映射［1］ 时引入的 1 类区域．任意区域 D的拟极值距
离 QED常数 M( D) 可表示为

M( D) = supmod( A，B; C) mod( A，B; D) ，
这里上确界取遍D中所有的互不相交的非褪化连续
统 A，B，其中 mod( A，B; D) 表示区域 D 内连接 A，B
的曲线族的模，并且 mod( A，B; C) 与 mod( A，B; D)
不能同时为 0和∞ ．若区域Ω的QED常数M( Ω) 为
有限数，则称它为 1 个 QED区域．
研究 QED常数可为更好地研究区域的几何性

质提供帮助．杨善双在文献［3］中系统地阐述了 Ｒn

中的 QED常数 M( Ω) 的值的大小与区域的几何性
质的关系．例如，若区域 Ω是球或者是上半平面，则

M( Ω) = 2．特别地，M( Ω) = 2等价于 Ω Mbius等
价于 1 个球除去 1 个 NED 集． Ｒ2 中的任一单连通
QED 区域都是拟圆． 在引入了边界 QED 常数
Mb ( Ω) 概念后，文献［4-6］对 QED常数 M( D) 的上
界进行了深入研究，并分别给出了不同的几何与分

析条件．随后，许多学者在这方面做了大量研究，如
文献［7-13］等．
上述对 QED常数 M( Ω) 的研究都是定义在单

个连续统上．本文将单个的连续统推广到多个并的
情况，然后主要研究在 QED常数M( Ω) 可达的条件
下，是否有更大一点并且边界有交的连续统使得
M( Ω) 仍然可达，同时研究 M2，2 ( Ω) 与边界伸缩商
H( Ω) 的关系．

1 预备知识和主要结果

定义
Mn，m ( D) = supmod( A，B; C) mod( A，B; D) ，

其中 A =∪
n

i = 1
Ai，B =∪

m

j = 1
Bj，Ai，Bj都是D中互不相交的

连续统．
当 n = 1，m = 1时，就是通常意义下的 QED常

数 M( D) ．本文主要考虑的是 M2，2 ( D) 的相关性质．
一个 Jordan 区域的 QED 常数与其它的拟共形

常数如拟共形反射常数和边界伸缩商等有紧密关

系．穿过1条闭 Jordan曲线 β的拟共形反射是指C上
到自身的 1 个拟共形映射，它将 β 的外部映到曲线
的内部，将内部映到外部，并且保持 β 上的点不动．
拟共形反射常数记作 Ｒ( Ω) ，定义为 Ｒ( Ω) =
inf{ K( f) : f是穿过 Ω的拟共形反射} ，其中 K( f) 是



f 的伸缩商． f 的边界伸缩商定义为 H( Ω) =
inf{ K( f | U ) } ，这里的下确界取遍所有穿过 Ω拟共
形反射 f以及 Ω所有的邻域 U．在文献［3］中已证
对任何 Jordan区域 Ω，有 M( Ω) ≤ Ｒ( Ω) + 1．
为了更好地理解 M( Ω) 与其它常数的关系，有

必要了解如何取到 M( Ω) 定义中的上确界，称
M( Ω) 被非褪化连续统达到是指存在 2 个互不相交
的非褪化连续统 A，B使得

M( Ω) = mod( A，B; C) mod( A，B; Ω) ．
在非褪化的情形下，文献［6］中表明 M( Ω) =

Ｒ( Ω) + 1当且仅当其边界的耦合映射是由1个仿射
映射诱导． 对于褪化的情形，文献［14］中给出了 1
个精确的上界估计．
文献［6］中证明了如下的边界 QED 常数和

QED常数上界的估计．
定理A 若Ω是扩张复平面C上的 Jordan QED

区域，则要么存在 Ω上互不相交的非褪化的连续统
A，B，使得 Mb ( Ω) = mod( A，B; C) mod( A，B; Ω) ，
要么 Mb ( Ω) ≤ H( hΩ ) + 1．
定理B 若Ω是扩张复平面C上的 Jordan QED

区域，则要么存在 Ω上互不相交的非褪化的连续统
A，B，使得 M( Ω) = mod( A，B; C) mod( A，B; Ω) ，
要么 M( Ω) ≤ 2H( hΩ ) ．
文献［14-15］对其进行了推广．
定理C 若Ω是扩张复平面C上的 Jordan QED

区域，则要么存在 Ω上互不相交的非褪化的连续统
A，B，使得 M( Ω) = mod( A，B; C) mod( A，B; Ω) ，
要么 M( Ω) ≤ H( Ω) + 1．
定理D 若Ω是扩张复平面C上的有限连通的

QED区域，则要么存在 Ω上互不相交的非褪化的连
续统 A，B，使得 M( Ω) = mod( A，B; C) mod( A，B;
Ω) ，要么 M( Ω) ≤ H( Ω) + 1．
本文将证明如下结果．
定理1 在复平面C中，如果M2，2 ( D) 被互不相

交的非褪化的连续统 A，B( 其中 A = A1 ∪ A2，B =

B1 ∪ B2 ) 达到，则存在 槇 槇A = A1 ∪ 槇A2，槇 槇B = B1 ∪ 槇B2，

使得M2，2 ( D) = mod( 槇A，槇B; C) mod( 槇A，槇B; D) ，其中

( i) A 槇A，B 槇B; ( ii) 槇A∩ D≠，槇B∩ D≠．

定理 2 设 Ω是复平面 C中 Jordan区域，如果
M2，2 ( Ω) 被褪化连续统达到，即
M2，2 ( Ω) = lim

n→∞
mod( An，Bn ; C) mod( An，Bn ; Ω) ，

其中 An = A1
n ∪ A2

n，Bn = B1
n ∪ B2

n 且 λ( An，Bn ; C) →
+ ∞，则 M2，2 ( Ω) ≤ H( Ω) + 1．
为证明定理 1 和定理 2，还需要建立如下定理，

它在定理 1 和定理 2 的证明过程中起着关键作用．

2 分解定理

定理 3 假设 Ω是扩充的复平面 C内的单连通
QED 区域，A = A1 ∪ A2，B = B1 ∪ B2，其中 Ai，

Bj ( i = 1，2; j = 1，2) 都是 Ω内非褪化的互不相交的
连续统，则在Ω内存在闭曲线 γA，γB，γA∩Ω≠，
γB ∩ Ω≠，使得

λ( A1 ∪ A2，B1∪B2 ; Ω) = λ( A1∪ A2，γA ; Ω) +

λ( γA，γB ) + λ( γB，B1 ∪ B2 ; Ω) ， ( 1)

并且 γA，γB 的每个分支至多与 Ω有 1 个交点．
为证明定理 3，先叙述下列推广的辐角原理．
定理E 令G是有光滑边界的有界区域，假设 h

是 G的邻域内的非常数的亚纯函数，则有

( ZG － PG ) +
1
2 ( ZG － PG ) =

1
2π∫Gd arg h，

这里 ZG，PG分别表示 h在集合 G上的零点和极点的
个数( 可数) ．
如果在区域边界上没有零点和极点，则上式就

表示辐角原理．推广的辐角原理是将原来的条件减
弱得到的．
定理3的证明 极值长度可以表示成Dirichlet

积分的倒数，即

λ( A1 ∪A2，B1∪B2 ; Ω) = λ( A1∪A2，B1∪B2，

G) = 1 D( u) ，

其中 D( u) = G ( u2
x + u2

y ) dxdy，这里的 u 是定义在

G = Ω \ ( A1 ∪ A2∪ B1∪ B2 ) 上的有界的调和函数，

满足
( i) u可以连续延拓到 G的边界，并且

u ( A1∪A2) = 0，u ( B1∪B2) = 1;
( ii) 法向导数u/n在G存在，且u/n Ω = 0．
调和函数 u的临界点就是使得解析函数 ux － iuy

为零的点．由反射原理，u有一个经边界 G = Ω∪
A1 ∪A2∪B1∪B2的调和延拓，因此 ux － iuy也

可以解析延拓．假设 p和 q分别表示 ux － iuy 在 G内
部和边界 G的零点个数．由于 ux － iuy 可以解析地

延拓到边界，所以 ux － iuy 没有极点．应用推广的辐
角原理有

∫Gd arg( ux － iuy ) = 2π( p + q /2) ．

不妨令 v( x) 是 u( x) 的单值解析共轭调和函
数．若 w = u + iv，利用调和函数边界值的性质和矢
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量积分，得到

∫Ω∪A1∪A2∪B1∪B2d arg( dw) = 0．

又因Ω是单连通区域，G = Ω∪A1∪A2∪
B1 ∪ B2 由 5 个若当曲线组成，所以

∫Gd arg( dz) = － 2π × 3．

结合前面分析，有 2p + q = 6．
因为边界上临界点的个数不能少于 2 个，所以

临界点可以分成以下 3 种情况:
( i) p = 0，q = 6，即所有的临界点都在边界上;
( ii) p = 1，q = 4，即有 4 个临界点在边界，有 1

个在内部;

( iii) p = 2，q = 2，即有 2个临界点在边界，有 2
个在内部．
由于 u是G内的调和函数，把使得 u( x，y) = k( k

是常数) 的点的集合称为 1条等势线 γ，为方便起见，
用 u( γ) 表示γ在 u作用下的值．称1条等势线是临界
的，如果它至少过1个临界点．令区域G中临界等势线
的集合为{ γ1，γ2，…，γm} ，根据对区域临界点的计算，

G 中至多有 6 个临界点，所以这里m≤ 6，并且
0 ＜ u( γ1 ) ＜ u( γ2 ) ＜ … ＜ u( γm) ＜ 1．
不妨令 γ0 = A，γm+1 = B，把它们加入上面的

序列，可以得到 Γ* = { γ0，γ1，…，γm，γm+1 } ，这里 γi

不一定全是单支的，有部分是多支的．
对于 0≤ i≤m，令Δi = { z∈G: u( γi ) ＜ u( z) ＜

u( γi +1 ) } ，很显然，每个 Δ i 是开集，但不一定是连通

的，并且 G \ ∪
m+1

i = 0
γi =∪

m+1

i = 0
Δ i ．

在下面的证明过程中，要适当地选择临界等势

线来作为定理中要找的满足条件的闭曲线 γA，γB ．
为方便计算极值长度，将区域划分，然后利用共形映

射映成适当的矩形，所以需要计算一些沿着等势线

γ的积分．下面以 Δ0 为例．根据划分，Δ0 是 2个二连
通区域 Δ1

0，Δ
2
0 的并，其中 Δ

i
0 ( i = 1，2) 是由 γ0，γ1 的

部分 γi
0，γ

i
1围成的．因为Δ

i
0可以共形映射成圆环，则

可以在Δ i
0中找到简单曲线 τ

i
0链接γ

i
0和γ

i
1使得 τ

i
0正

交 Δ i
0 内的所有等势线，并且有

λ( γi
0，γ

i
1，Δ

i
0 ) = λ( γi

0，γ
i
1，槇Δ

i
0 ) ，

这里 槇Δ i
0 = Δ i

0 \τ
i
0 ． 在其他的区域上类似方法可以得

到简单曲线 τi
j ( 0 ≤ j≤ 6) ．

根据调和函数的性质，可以推出

∫G unds = 0，D( u) = ∫Gu unds．
经过简单的计算，有

－ ∫A1∪A2 
u
n

ds = ∫B1∪B2 
u
n

ds = ∫Gu unds = D( u) ．

另一方面，因为可以把 u的共轭调和函数 v连续

延拓到 G' = ( G \ ∪
6

j = 1
τ j
i ) ，所以

∫A1∪A2dv = － ∫A1∪A2 
u
n

ds = D( u) ．

同理，有∫B1∪B2dv = D( u) ．

对区域内的任意等势线 γ满足 u( γ) = k( 0 ＜
k ＜ 1) ． 考虑 u( γ) / k，显然 u( γ) / k 也是 Mixed
Dirichlet-Newmann问题的解，根据上面讨论，所以

有∫γdv = D( u) ．

令Γi表示在 Δ i ( 0≤ i≤m) 内连接 γi与 γi +1的

曲线族．根据前面对极值长度的定义以及极值长度
的次可加性，有

1
D( u) = λ( A1∪ A2，B1∪B2 ; Ω) = λ( A1∪ A2，

B1 ∪ B2，G) ≥∑
m

i = 0
λ( Γi ) ．

下面证明

λ( Γi ) = ( u( γi +1 ) － u( γi ) ) D( u) ． ( 2)
根据前面对临界点的讨论，考虑到临界点在区

域 G上的分布不同，下面分情况讨论．
( i) 若 6 个临界点都在边界 G 上，根据前面的

介绍，区域被划分为如下情形:

Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，1，2，4，5，6) ，

这里 Δ1
i，Δ

2
i 都是二连通的，而 Δ3 是连通的( 图 1) ．

图 1 6 个临界点都在边界
事实上，根据等势线的定义，γ1，γ2，γ5，γ6 都是

由 2 个互不相交的分支组成．如果 2 个分支相交，不
妨设 a是1个交点，则 u( a) = k，这里 k是常数．由于
u解析，所以在点 a处的共轭调和函数 v 是常数，则
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根据前面临界点的定义，点 a也是临界点，这与临界
点的个数矛盾．由于 Δ i 是由 γi，γi +1 以及边界 Ω围
成的( 有的可能只由等势线围成) ，则 Δk

i 由 γi，γi +1

的部分 γk
i，γ

k
i+1 以及边界 Ω围成( 有的可能只由等

势线围成) ，从而 Δ1
i，Δ

2
i 是互不相交的二连通区域．

这时取 γA = γ1，γB = γ6，其中 γ1，γ6 都是有 2 个分
支．
首先考虑 Δ0 ． Δ0 是由 2 个二连通的区域 Δ1

0，Δ
2
0

合并而成．不妨以Δ1
0为例，Δ

1
0是二连通区域，根据前

面的介绍，可以在 Δ1
0内找到 1个简单的曲线 τ10满足

λ( A1，γ
1
1 ; Δ

1
0 ) = λ( A1，γ

1
1 ; 槇Δ

1
0 ) ，

这里 槇Δ1
0 = Δ1

0 \τ
1
0 是单连通区域．同样地，在 Δ2

0 内也

能找到简单的曲线 τ20，使得

λ( A2，γ
2
1 ; Δ

2
0 ) = λ( A2，γ

2
1 ; 槇Δ

2
0 ) ．

这里 槇Δ2
0 = Δ2

0 \τ
2
0 是单连通区域．

前面定义的共形映射 w = u + iv 可以将 Δ0 \τ
k
0

( k = 1，2) 映为 2 个矩形区域，即
ＲΔ10 = ( 0，u( γ1

1 ) ) × ( 0，D
1 ( u) ) ，

ＲΔ20 = ( 0，u( γ2
1 ) ) × ( 0，D

2 ( u) ) ，
这里 D( u) = D1 ( u) + D2 ( u) ．
同样地，在 Δ6 上共形映射 w = u + iv 可以将

Δ6 \τ
k
6 ( k = 1，2) 映为 2 个矩形 ＲΔ16 与 ＲΔ26

ＲΔ16 = ( u( γ1
6 ) ，1) × ( 0，D

1 ( u) ) ，
ＲΔ26 = ( u( γ2

6 ) ，1) × ( 0，D
2 ( u) ) ．

又 λ( A1 ∪ A2，γA ) = λ( A1 ∪ A2，γ1 ; 槇Δ
1
0 ) =

1 ( 1 /λ( Γ1
0 ) + 1 /λ( Γ2

0 ) ) ，由极值长度的定义，有

λ( A1 ∪ A2，γA ) = ( u( γ1 ) － 0) D( u) ．

同理

λ( γB，B1 ∪ B2 ) = λ( γ6，B1 ∪ B2 ; 槇Δ
2
0 ) =

( 1 － u( γ6 ) ) D( u) ．
这就证明了( 2) 式对当 i = 0，6 时成立．
下面对于非连通区域 Δ i ( i = 1，2，4，5) ，根据区

域划分有Δ i = Δ1
i ∪Δ2

i，这里的每个Δ
k
i ( k = 1，2) 的

边界是由部分临界等势线 γi，γi +1 和部分边界 Ω组
成，则共形映射 w = u + iv也可以将 Δk

i 映为矩形

ＲΔ1i = ( u( γ1
i ) ，u( γ

1
i +1 ) ) × ( 0，D

1 ( u) ) ，
ＲΔ2i = ( u( γ2

i ) ，u( γ
2
i +1 ) ) × ( 0，D

2 ( u) ) ，
根据计算，有

λ( Γi ) =
1

( 1 /λ( Γ1
i ) + 1 /λ( Γ2

i ) )
=
u( γi+1) － u( γi )

D( u) ．

因为 Δ3 是连通的，所以共形映射 w = u + iv把它映
为 ＲΔ3 = ( u( γ3 ) ，u( γ4 ) ) × ( 0，D( u) ) ，根据计算

λ( Γ3 ) = ［u( γ4 ) － u( γ3) ］ D( u) ．
所以i( 0 ≤ i≤ 6) ，( 2) 式成立，则有

λ( A，B; G) = ∑
6

i = 0
λ( Γi ) =

∑
6

i = 0

u( γi +1 ) － u( γi )
D( u) = 1

D( u) ．

同理有 λ( γA，γB ) =∑
5

i = 1
( u( γi +1 ) － u( γi ) ) D( u) ．

从而

λ( A1 ∪ A2，γA ; Ω) + λ( γA，γB ) + λ( γB，B1 ∪
B2 ; Ω) = 1 D( u) ，

由此( 1) 式得证．
( ii) 若有 4 个临界点在边界上，只有 1 个在内

部，这时等势线划分区域会有 4 种情形．
( a) 若 γ4 过内部的临界点，区域被分割成如下

情形 Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，1，2，4，5) ，其中 Δ1
i，Δ

2
i 是

二连通的，而 Δ3 是单连通的( 见图 2) ．

图 2 4 个临界点在边界(情况 a)
这时取 γA = γ1，γB = γ5，其中 γ1 有 2 个分支．

根据( i) 中的计算容易得出

λ( A1 ∪ A2，γA ; Δ0 ) = λ( A1 ∪ A2，γ1 ; 槇Δ0 ) =
( u( γ1 ) － 0) D( u) ，

对于 Δ i ( i = 1，2，3，4，5) ，

∑
5

i = 1
λ( Γi ) =

1
( 1 /λ( Γ1

1 ) + 1 /λ( Γ2
1 ) )

+

1
( 1 /λ( Γ1

2 ) + 1 /λ( Γ2
2 ) )

+ λ( Γ3 ) +

1
( 1 /λ( Γ1

4) + 1 /λ( Γ2
4) )

+ 1
( 1 /λ( Γ1

5) + 1 /λ( Γ2
5) )

=

∑
5

i = 1

u( γi +1 ) － u( γi )
D( u) ，
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所以i( 0≤ i≤ 5) ，( 2) 式成立．从而( 1) 式得证．
( b) 若 γ5 过内部的临界点，区域被分割成如下

情形 Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，1，2，5) ，其中 Δ1
i，Δ

2
i 是二

连通的，而 Δ3，Δ4 是连通的( 见图 3) ．

图 3 4 个临界点在边界(情况 b)

这时取 γA = γ1，γB = γ4，其中 γ1 有 2 个分支，
γ4 只有 1 个分支．
根据前面定义的映射，

λ( A1 ∪ A2，γA ; Δ0 ) = λ( A1 ∪ A2，γ1 ; 槇Δ0 ) =
( u( γ1 ) － 0) D( u) ，

因为 Δ4 连通，Δ5 不连通，有

λ( γB，B1 ∪ B2 ) = λ( Γ4 ) +

1
( 1 /λ( Γ1

5 ) + 1 /λ( Γ2
5 ) )

=
1 － u( γ4 )

D( u) ，

而 Δ1，Δ2 不连通的，Δ3 是连通的，所以有

λ( Γ1) =
1

( 1 /λ( Γ1
1) + 1 /λ( Γ2

1) )
=
u( γ2) － u( γ1)

D( u) ，

λ( Γ2) =
1

( 1 /λ( Γ1
2) + 1 /λ( Γ2

2) )
=
u( γ3) － u( γ2)

D( u) ，

λ( Γ3 ) =
u( γ4 ) － u( γ3 )

D( u) ．

故对 0 ≤ i ≤ 5，有 λ( Γi ) = ( u( γi +1 ) －
u( γi ) ) D( u) 成立． 同理 λ( γA，γB ) = ( u( γ4 ) －
u( γ1 ) ) D( u) ．所以( 1) 式成立．
( c) 若 γ2 过内部的临界点，γ3 过边界的临界

点，区域被分割成如下情形

Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，1，3，4，5) ，

其中 Δ1
i，Δ

2
i 是二连通的，而 Δ2 是连通的． 具体图形

将情况( ii) 中( a) 的B，A互换即可．这时让γA = γ1，

γB = γ5，其中 γ1，γ5 都有 2个分支．类似的计算可以
证明( 1) 式成立．

( d) 若 γ1 过内部的临界点，γ3 过边界的临界

点，则区域被分割成如下情形

Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，3，4，5) ，

其中 Δ1
i，Δ

2
i 是二连通的，而 Δ1，Δ2 是连通的．具体图

形将情况( ii) 中( b) 的 B，A互换即可．这时取 γA =
γ2，γB = γ5，其中γ2只有1个分支，γ5有2个分支．类
似的计算可得结论．
( iii) 若只有 2个临界点在边界上，2个在内部，

这时等势线划分区域也会有 4 种情形．
( a) 若 γ2，γ3过内部的临界点，区域被分割成如

下情形 Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，1，3，4) ，其中 Δ1
i，Δ

2
i 是

二连通的，而 Δ2 是连通的( 见图 4) ．

图 4 2 个临界点在边界(情况 a)
这时让 γA = γ1，γB = γ4，其中γ1，γ4都是有2个

分支．类似于( i) 的计算可得结论．
( b) 若γ2，γ4过内部的临界点，区域被分割成如

下情形 Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，1，4) ，其中 Δ1
i，Δ

2
i 是二

连通的，而 Δ2，Δ3 是连通的( 见图 5) ．

图 5 2 个临界点在边界(情况 b)

这时让 γA = γ1，γB = γ3，其中 γ1 有 2 个分支，
γ3 只有 1 个分支．类似的计算可得结论．
( c) 若 γ1，γ4过内部的临界点，区域被分割成如

下情形 Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，1，4) ，其中 Δ1
i，Δ

2
i 是二

连通的，而 Δ1，Δ2，Δ3 是连通的( 见图 6) ．

图 6 2 个临界点在边界(情况 c)
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这时取 γA = γ2，γB = γ3，其中 γ2，γ3 都是单个

分支．

λ( A1 ∪ A2，γA ) = λ( A1 ∪ A2，γ2 ) =

1
( 1 /λ( Γ1

0 ) + 1 /λ( Γ2
0 ) )

+ λ( Γ1 ) =
u( γ2 )
D( u) ，

λ( γB，B1 ∪ B2) = λ( γ3，B1 ∪B2) = λ( Γ3) +

1
( 1 /λ( Γ1

4 ) + 1 /λ( Γ2
4 ) )

=
1 － u( γ3 )

D( u) ，

而 Δ2 是连通的，所以有

λ( Γ2 ) = ( u( γ3 ) － u( γ2 ) ) D( u) ，
容易得到，对 0 ≤ i≤ 4，都有

λ( Γ i ) = ( u( γi +1 ) － u( γi ) ) D( u)
成立，则有

λ( A1 ∪ A2，γA ; Ω) + λ( γA，γB ) + λ( γB，B1 ∪
B2 ; Ω) = 1 D( u) ．
( d) 若γ1，γ3过内部的临界点，区域被分割成如

下情形 Δ i = Δ1
i ∪ Δ2

i ( i = 0，3，4) ，其中 Δ1
i，Δ

2
i 是二

连通的，而Δ1，Δ2是连通的．具体图形将情况( iii) 中
( b) 的B，A互换即可．这时取 γA = γ2，γB = γ4，其中

γ2 只有 1 个分支，γ4 有 2 个分支． 类似的计算可得
( 1) 式成立．
下面说明γA，γB的每个分支至多与 Ω有1个交

点．不妨以 γA为例，根据前面对 γA的选取，存在1个
临界点 a∈ γA∩Ω，假设除临界点外还有1点 z( x，

y) ∈ γA ∩ Ω，则在这 1 点满足 u( x，y) = c，从而
u s ( x，y) = 0．又因为 u n Ω = 0，所以根据
临界点的定义，z( x，y) 也是1个临界点，这与临界点
的个数不符合．

3 反射定理

为了证明定理1与定理2，还需要下面的反射定
理．这个定理的证明与文献［3］类似，在此略去．
定理4 假设Ω是复平面C内的 Jordan QED区

域，Ω Ωε ． f是 1 个 f: Ωε \Ω→ Ω的 K-拟共形映射
且z∈ Ω有 f( z) = z，则对任意不相交非褪化连
续统 A，B Ω，A = A1 ∪ A2，B = B1 ∪ B2，有

mod( A，B; Ωε ) ≤ ( 1 + K) mod( A，B; Ω) =
( 1 + K) mod( A，B; Ω) ．

4 定理的证明

定理1的证明 因为M2，2 ( D) 被互不相交的非
褪化的连续统 A，B 达到，则存在互不相交的序列

( An，Bn ) ，An，Bn D，使得lim
n→∞

An = A，lim
n→∞

Bn = B，则

ε ＞ 0，当 n充分大时，

M2，2 ( D) － ε ＜
λ( An，Bn ; D)
λ( An，Bn ; C)

＜ M2，2 ( D) + ε． ( 3)

下面寻找 槇A，槇B．若 A∩ D≠，B∩ D≠，

则 槇A = A， 槇B = B，定理 1 的结论成立．
下面考虑 A，B与 D均没有交点的情况．根据前

面的分解定理，可以选择以 γA，γB 为边界的区域作

为要寻找的连续统 槇A，槇B，则有A 槇A，B 槇B．因为γA，

γB的任一分支至多与边界 D有1个交点，所以区域
槇A1，槇A2 和 槇B1，槇B2 分别至少有 1 个与边界有交点．
因为 γA，γB 互不相交，所以存在互不相交的

γAn，γBn
，使得lim

n→∞
γAn = γA，limn→∞

γBn
= γB ．由分解定理，

有 λ( An，Bn ; D) = λ( An，γAn ; D) + λ( γAn，γBn
) +

λ( γBn
，Bn ; D) ．又
λ( An，Bn ; C) ≥ λ( An，γAn ; C) + λ( γAn，γBn

) +
λ( γBn
，Bn ; C) ．

所以有

λ( An，Bn ; D) λ( An，Bn ; C) ≤［λ( An，γAn ; D) +
λ( γAn，γBn

) + λ( γBn
，Bn ; D) ］ ［λ( An，γAn ; C) +

λ( γAn，γBn
) + λ( γBn

，Bn ; C) ］ ＜ λ( γAn，γBn
; D)

λ( γAn，γBn
; C) ．

因为 D是 QED区域，由 M( D) 的定义，任给 D内的

区域 槇An，槇Bn，有

mod( 槇An，槇Bn ; C) ≤ M2，2 ( D) mod( 槇An，槇Bn ; D) ． ( 4)
由( 3) 式和( 4) 式有

M2，2 ( D) － ε ＜
λ( An，Bn ; D)
λ( An，Bn ; C)

＜
λ( γAn，γBn

; D)
λ( γAn，γBn

; C) ≤

M2，2 ( D) ．令 ε→ 0，有

lim
n→∞

mod( 槇An，槇Bn ; C) mod( 槇An，槇Bn ; D) = M2，2( D) ，

综上所述，得

M2，2 ( D) = mod( 槇A，槇B; C) mod( 槇A，槇B; D) ，

这里 槇A，槇B满足: ( i) A 槇A，B 槇B; ( ii) 槇A∩D≠，
槇B∩ D≠．

若 A，B中一个与 D有交点，另一个与 D没有
交点，使用与前面同样的方法也可以得到定理 1 的
结论．由此定理 1 证毕．
定理2的证明 因为M2，2 ( D) 被互不相交的非

褪化的连续统 An，Bn 达到，即

M2，2 ( Ω) = lim
n→∞

mod( An，Bn ; C)
mod( An，Bn ; Ω)

=
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lim
n→∞

λ( An，Bn ; Ω)
λ( An，Bn ; C)

= lim
n→∞

λ( An，Bn ; Ω)
λ( An，Bn ; Ωε )

·

λ( An，Bn ; Ωε )
λ( An，Bn ; C)

≤ ( 1 + H + ε) lim
n→∞

λ( An，Bn ; Ωε )
λ( An，Bn ; C)

．

上面最后一个不等式是由反射引理得到的． 由
分解定理，有

λ( An，Bn ; Ωε ) = λ( An，γAn ; Ωε ) + λ( γAn，γBn
;

Ωε ) + λ( γBn
，Bn ; Ωε ) ．

又由极值长度的次可加性得

λ( An，Bn ; C) ≥ λ( An，γAn ;Ωε) + λ( γAn，γBn ; C) +
λ( γBn
，Bn ; Ωε ) ．

所以有

λ( An，Bn ; Ωε ) λ( An，Bn ; C) ≤［λ( An，γAn ) +
λ( γAn，γBn

; Ωε ) + λ( γBn
，Bn) ］ ［λ( An，γAn ) +

λ( γAn，γBn
; C) + λ( γBn

，Bn) ］．
因为 λ( An，Bn ; C) = + ∞，故 λ( An，Bn ; Ωε ) ≥

λ( An，Bn ; C) = + ∞ ． ．
又因为 λ( γAn，γBn

) = ( u( γBn
) －

u( γAn ) ) D( u) ，所以 λ( An，Bn ; Ωε ) 与 λ( An，Bn ; C)
都是有限数．故

lim
n→∞

λ( An，Bn ; Ωε ) λ( An，Bn ; C) = 1．

令 ε→ 0得M2，2 ( Ω) ≤ 1 + H( Ω) ．定理 2得证．
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The Quasi-Extremal Distance( QED) Constants

CHENG Tao，FAN Lingling，WU Qiming
( Department of Mathematics，East China Normal University，Shanghai 200241，China)

Abstract: By analyzing the critical points and level sets of harmonic function，it is proved that the QED constants
M2，2 can be obtained by continua intersecting domain boundary in the non-degene-rate case． Furthermore，a upper
bound for M2，2 in the degenerate case is given．
Key words: QED constant; modulus; harmonic function; critical points; level sets
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