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摘要: 在认知诊断评估中，构建正确测验 Q矩阵十分关键，但比较困难．该文将确定性输入噪音与门模型
下 3 种在线标定方法( 极大似然估计方法，边际极大似然估计方法和交差方法) 用于测验 Q矩阵修正，并
与 δ方法，γ方法和最小残差平方和方法进行比较．采用模拟研究验证和比较各方法的表现，研究结果显
示: 边际极大似然估计方法表现良好，交差方法次之; 项目所考查的属性数目是影响 δ 方法和 γ 方法的
表现．
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0 引言

认知诊断评估主要用于测量被试的知识结构和

加工技能( 简称属性) ． 认知诊断评估的终极目标，
是服务于学习和学习进程的评估． 构建 Q 矩阵，是
实现认知诊断评估十分关键的步骤之一． Q 矩阵描
述了测验项目与属性之间的关联关系，Q 矩阵及其
正确性直接决定测验的信度和效度． 本文讨论的 Q
矩阵．由元素 0 和 1 组成 Q 矩阵也可以是非负整数
的多值形式［1-2］，它能为细化区分属性掌握程度的

差异和简化属性之间关系的描述等．
测验 Q矩阵是项目与潜在属性之间关系的结

构化表征，成为构想效度( construct validity) 的主要
证据和诊断分类的基础．因此，如何构建正确的测验
Q矩阵是绝大多数认知诊断方法要解决的首要问
题．许多研究显示正确构建测验 Q 矩阵比较困难和
复杂［3-5］，并且错误构建测验 Q 矩阵会带来严重的
后果［6-7］，比如导致项目参数估计和被试分类不准

确等．所以，Q 矩阵的修正方法成为近年来关注的
焦点．
确定性输入噪音与门( deterministic inputs，noisy

“and”gate，DINA) 模型［8-9］下有多种 Q 矩阵的修正
或标定方法: δ方法［10］、γ 方法［11］、最小残差平方和

方法［12］、在线标定方法及其推广方法等［13-22］． 这些
方法主要是基于 EM算法和基于联合极大似然估计
( JML) 思想，比较容易实现，故可将 3 种在线标定方
法用于认知诊断测验 Q 矩阵修正． 由于 DINA 模型
下 Q矩阵修正方法研究相对比较独立，鲜有研究综
合比较这些方法的表现，本文将通过模拟研究比较

各方法的表现．

1 确定性输入噪音与门模型及其 EM
算法

1． 1 确定性输入噪音与门模型

在介绍模型之前，先约定文中使用的基本记号:

N为被试人数，M为项目个数，K为属性个数; T为
所有不同的知识状态个数，若属性相互独立，则 T =
2K ，否则由属性层级结构确定［23］; αc 为第 c类知识
状态，其中 c = 1，2，…，T，不妨设第 1 类知识状态
为属性完全没有掌握的知识状态; Xi = ( Xi1，

Xi2，…，XiM ) 为被试 i在 M 个项目上的观察反应模
式，其中 i = 1，2，…，N ; q j 为测验 Q矩阵中的列向
量，表示项目 j 所考查的 K 维属性向量，若项目 j 考
察了属性 k，则 qkj = 1，否则 qkj = 0，其中 j = 1，2，…，
M，k = 1，2，…，K ; ηc = ( ηc1，ηc2，…，ηcM ) 表示知识

状态为 αc的被试在测验 Q矩阵下的理想反应模式，



其中 ηcj = ∏
K

k = 1
αqkj

kc ． 因项目属性向量也是知识状态，

q j可能为除第 1 类知识状态以外的任一类 αc ．
本文主要介绍 DINA 模型［8-9］下的 Q 矩阵修正

方法． DINA模型是研究较多的非补偿的认知诊断
模型，其项目反应函数为

Pj ( αi ) = P( Xij = 1 αi ) = g1－ηij
j ( 1 － sj ) ηij =

gj， 若 ηij = 0 αi ' q j ＜ q
j
' q j，

1 － sj，若 ηij = 1 αi ' q j = q j ' q j
{ ，

其中 Pj ( αi ) 为给定知识状态 αi的被试 i在项目 j上

的正确作答概率，ηij = ∏
K

k = 1
αqkj

ki 为知识状态 αi 的被

试在项目 j上的理想反应，sj和 gj分别为项目 j的失
误参数和猜测参数．

1． 2 DINA模型参数估计的 EM算法

可以采用 EM或 MCMC算法进行 DINA模型参
数估计［24-25］，本文仅介绍下面要用到 EM算法．在局
部独立或条件独立假设下，即同一个被试在各个项

目上的作答反应相互独立情况下，知识状态为 αi 的

被试 i的得分向量 Xi 的似然函数为

L( Xi αi ) = ∏
M

j = 1
Pj ( αi )

Xij ( 1 － Pj ( αi ) )
1－Xij ．

给定知识状态的先验分布为 P( αc ) ，c = 1，
2，…，T，由贝叶斯定理可以得到知识状态的后验分
布为

P( αc Xi ) = L( Xi αc) p( αc) (∑
T

l =1
L( Xi αl ) p( αl ) ) ．

如通过简单随机取样，在被试相互独立情况下，

得分矩阵 X = ( Xij ) 的似然函数为

L( X α) = ∏
N

i = 1
L( Xi αi ) =

∏
N

i = 1
∏
M

j = 1
Pj ( αi )

Xij·( 1 － Pj ( αi ) )
1－Xij ．

将所有被试看成是取自同一总体且给定先验分布

P( αc ) ，可得边际似然函数为 L( X) = ∏
N

i = 1
L( Xi ) =

∏
N

i = 1
∑

T

c = 1
L( Xi αc ) P( αc ) ．

对边际似然函数求自然对数，代入 DINA 模型
的项目反应函数，然后分别对 sj 和 gj 参数求一阶偏

导，并令 2 个偏导为 0，通过解二元一次方程组，可

以得到 sj 和 gj 参数的估计值: s∧j = ( N( 1)
j

－

Ｒ ( 1)j ) /N
( 1)
j
，g∧j = Ｒ ( 0)j /N( 0)

j
，其中人工数据 N( 0)j =

∑
αc: ηcj = 0

Nc和 N( 1)j = ∑
αc: ηcj = 1

Nc分别表示项目 j上理想反

应为 0 或 1 的期望人数，Nc =∑
N

i = 1
P( αc Xi ) 表示所

有被试中知识状态为 αc 的期望人数; Ｒ
( 0)
j =

∑
αc: ηcj = 0

Ｒjc和 Ｒ ( 1)j = ∑
αc: ηcj = 1

Ｒjc分别表示项目 j上理想反

应为 0 或 1 且正确作答项目 j的期望人数，其中

Ｒjc = ∑
N

i = 1
P( αc Xi )

Xij 表示所有被试中知识状态为

αc 且正确作答项目 j的期望人数．
在估计出项目参数之后，可使用极大似然估计

( MLE) 、最大后验估计 ( MAP ) 和期望后验估计
( EAP) 方法估计被试的知识状态，估计公式分别为

α∧ i = arg max
αc
{ L( Xi αc ) } ，

α∧ i = arg max
αc
{ P( αc Xi ) } ，

α∧ ik =
1，if α' ik ≥ 0． 5，
0，otherwise{ ，

其中 α' ik = ∑
T

c = 1
p( αc Xi ) αkc，α' ik 取值［0，1］之间某

个值．为得到 0-1 二值数值，通常根据属性划界分数
决定属性掌握与未掌握，如上面 EAP估计中取划界
分数为 0． 5．也有将 αik ' 分为 3 类: ［0． 4，0． 6］代表
属性不确定区间; ［0，0． 4 ) 代表属性未掌握区间;
( 0． 6，1］代表属性掌握区间．

2 Q矩阵修正方法

本文主要关注基于 EM算法和基于联合极大似
然估计思想的 Q矩阵修正方法．给定初始 Q矩阵和
得分矩阵，这类方法的基本步骤可以归纳如下:

( i) 给定初始或更新的 Q矩阵，使用一次 EM算

法估计项目参数 s∧j和 g∧j ，然后估计被试知识状态 α
∧

i

及其后验分布 p( αc Xi ) 和属性掌握概率 αik ' ，或者
不估计项目参数而使用其他方法直接对被试知识状

态进行分类;

( ii) 选择每个项目 j，采用 Q 矩阵修正方法更
新 Q矩阵中第 j列属性向量 q j ;

( iii) 重复以上 2 个步骤，直到收敛准则满足
为止．
在第( ii) 步中 q j 的估计可以使用下面详细介绍

的 δ方法［10］，γ方法［11］，最小残差平方和方法［12］和
3 种在线标定方法( 极大似然估计方法，边际极大似
然估计方法和交差方法) 的推广方法． 本文使用相
对收敛准则的停止准则: log ( L( X) ) ( s+1) －
log ( L( X) ) ( s) log ( L( X) ) ( s) ＜ 0． 001．
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2． 1 δ方法

de la Torre［10］提出了基于 DINA 模型的 δ 方法
修正 Q 矩阵，并对分数减法数据［26］的 Q 矩阵进行
了分析． δ方法的基本思想是: 选择属性向量 q j =
αc ( c≠ 1) 使掌握项目 j 所考查的所有属性的被试
组与没有完全掌握项目 j所考查属性的被试组在项
目 j上正确作答概率之差最大化． δ方法的数学表达
式为: q j = arg max

ac
［P( Xj = 1 ηc'c = 1) － P( Xj =

1 ηc'c = 0)］ = arg max
ac
( δ jc ) ，其中 c = 2，3，…，T，

c' = 1，2，…，T，ηc'c = ∏
K

k = 1
ααkc

kc' ． 在 DINA 模型下，因

P( Xj = 1 ηc'c = 1 ) = 1 － sj 和 P( Xj = 1 ηc'c =
0) = gj，使 δ jc 最大化就是最大化 1 － sj － gj，即最小

化失误参数 sj 和猜测参数 gj 之和．必须注意的是失
误参数 sj 和猜测参数 gj 是估计第 j个项目的属性向
量 q j的充分条件，但是这并不是模型—资料拟合的
必要条件．
对于项目 j而言，使用 δ jc 指标估计属性向量 q j，

一种最为直接的方式是使用穷举法 ( exhaustive
search algorithm) ，试探每一种可能的属性向量( 即
除去全零向量的知识状态) ，搜索空间的元素个数

为 T － 1． de la Torre认为搜索空间的元素个数与属
性数成指数式增长，穷举法只适合属性数比较小的

情况． 因此，de la Torre 提出了一种序贯搜索算法
( sequential search algorithm) ，基本步骤如下:
( i) 试探考查一个属性的所有属性向量，找出

使 δ jc最大的属性 k1，并记此时达到的最大的 δ jc值为
δ( 1)j ，同时更新 q j 的第 k1 个分量值为 1，其余分量为
0，即认为项目 j考查了属性 k1，进入( ii) ．
( ii) 试探考查 2 个属性的所有属性向量( 属性

k1 和其他任一属性) ，找出使 δ jc最大的属性 k2，并记
此时最大的 δ jc值为 δ

( 2)
j ．若 δ( 2)j － δ( 1)j ＞ ε，更新 q j的

第 k2 个分量值为 1，即认为项目 j 考查了属性 k1 和
k2，进入( iii) ; 否则不更新 q j，结束搜索．
( iii) 依次试探考查 s( s = 3，4，…，K) 个属性的

所有属性向量( q j中已考查的 s － 1个属性和其他任
一属性) ，找出使 δ jc 最大的属性 ks，并记此时最大的

δ jc 值为 δ
( s)
j ．若 δ( s)j － δ( s－1)j ＞ ε，更新 q j的第 ks个分

量值为 1，即认为项目 j 考查了属性 k1，k2，…，ks，继

续步骤( iii) ; 否则不更新 q j，结束搜索．
当 K比较大时，序贯搜索算法的搜索次数为

( K2 + K) /2 ，远小于属性间相互独立条件下穷举法
的搜索次数 T － 1 = 2K － 1 ．如果项目只考查了 Kj个

属性，理论上试探完考查 Kj + 1 个属性的所有属性

向量时，算法就会达到终止条件，因此总的搜索次数

仅为 K + ( K － 1) + … + ( K － Kj ) = ( Kj + 1) K －
( Kj

2 + Kj ) /2 ．
de la Torre 使用 EM 算法的估计结果计算 δ jc，

这里的 c指示序贯搜索算法搜索的属性向量为 αc ．

当试探项目 j的属性向量 ac时，δ jc = 1 － s∧jc － g∧jc，其

中 s∧jc = ( N( 1)
jc

－ Ｒ ( 1)jc ) /N
( 1)
jc ，g

∧
jc = Ｒ ( 0)jc /N( 0)

jc
，且

N( 0)jc = ∑
αc': ηc'c =0

Nc'，N
( 1)
jc = ∑

αc': ηc'c =1
Nc'，Nc' =∑

N

i =1
P( αc' Xi ) ，

Ｒ ( 0)jc = ∑
αc': ηc'c = 0

Ｒjc'，Ｒ
( 1)
jc = ∑

αc': ηc'c = 1
Ｒjc' 和 Ｒjc' =

∑
N

i = 1
P( αc' Xi )

Xij ．在 EM 算法中是用 q j 计算人工数

据，而序贯搜索算法试探项目 j的属性向量αc 时，只

需令q j = αc计算人工数据并估计项目参数得到 δ jc ．
由于测验 Q 矩阵误指会影响项目参数估计和
P( αc' Xi ) 的估计，从而影响 δ jc，因此需要设置阈值

ε以结束搜索．设置的阈值 ε 越小，添加到 q j中的属

性会越多; 否则会越少．

2． 2 γ方法

涂冬波等［11］提出 γ 方法用于 Q 矩阵修正． 该
方法的基本假设是: 若项目 j 考查了属性 k，则掌握
属性 k的被试组在项目 j的得分应高于未掌握属性
k的被试组的得分; 若项目 j 未考查属性 k，则掌握
属性 k的被试组与未掌握属性 k 的被试组在项目 j
的得分相当． γ方法的主要步骤如下:
( i) 采用 DINA 模型的 EM 算法估计项目参数

( s∧j 和 g∧j ) 及被试对每个属性的掌握概率 αik ' ( 如
采用 EAP方法估计) ;
( ii) 对 Q矩阵中满足一定条件的元素( 其余元

素不变) 逐个进行修正，修正公式为

qjk =
0，if g∧j ＞ 临界值且 ESjk ＜ 0． 2，

1，if s∧j ＞ 临界值且 ESjk ≥ 0． 2{ ，

其中效应值

ESjk = ∑
N

i = 1
I( αik ' ＞ 0． 6) Xij ( ∑

N

i = 1
I( αik ' ＞

0． 6) ) －∑
N

i = 1
I( αik ' ＜ 0． 4) Xij (∑

N

i = 1
I( α' ik ＜ 0. 4) ) ，

j = 1，2，…，M，k = 1，2，…，K．
γ方法并不迭代估计被试属性掌握概率和修正

Q矩阵元素． γ 方法对临界值敏感，根据涂冬波
等［11］的研究结果，临界值取 0． 2 较为适宜，本文实
验中临界值取 0． 2．
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2． 3 最小残差平方和方法( ＲSS)

Chiu Chiayi［12］提出了基于最小残差平方和( re-
sidual sum of squares，ＲSS) 方法进行 Q矩阵修正．最
小残差平方和方法是一种用于估计属性向量的非参

数方法，它与知识状态的非参数分类方法［27］相结

合，实现属性向量与知识状态迭代估计．给定初始 Q
矩阵，记为 Q( 0) ，最小残差平方和方法的主要步骤
如下:

( i) 初始化待修正的项目集 S( 0) = { 1，2，…，M} ;

( ii) 根据 Q( 0) 计算各知识状态α∧c'的理想反应

ηc'j，采用非参数分类方法之海明距离( 或加权海明

距离) ［27］方法估计被试的潜在知识状态: α∧ i =

arg min
αc'
∑ M

i = 1 Xij － η{ }c'j ;

( iii) 基于 Q( 0) 和 α∧ i ，计算各个被试在各个项目

上的理想反应 ηij ，再计算 S ( 0) 中各个项目的残差平

方和: ＲSSj = ∑
N

i = 1
( Xij － ηij )

2 ． 选择残差平方和最

大的项目 j进入( iv) 以进行属性向量修正;
( iv) 更新 Q( 0) 中项目 j 的属性向量为: q j =

arg min
αc: c≠1 ∑

N

i = 1
( Xij － ηic )

2且令 S ( 0) = S ( 0) － { j} ( 集合

差运算) ，重复( ii) 和( iv) ，直至 S ( 0) 为空集，进入步
骤( v) ;
( v) 重复步( i) ～ ( iv) ，直至所有项目的残差平

方和不变为止．

2． 4 极大似然估计方法( MLE)

极大似然估计方法可看成是对属性向量的一种

条件估计方法． 基于初始 Q 矩阵和得分矩阵，使用

一次 EM算法估计测验项目参数 s∧j 和 g∧j ，并由测验

项目参数估计出被试知识状态 α∧ i ．由 DINA 模型的

项目反应函数，给定被试知识状态 α∧ i 与项目参数 s∧j

和 g∧j，可计算项目 j的属性向量为αc条件下的项目反

应概率为 Pjc ( α
∧

i ) ．在被试相互独立情况下，令项目
j上得分向量 X j 的似然函数为 L( X j αc ) ，由极大似

然 估 计 方 法 估 计 项 目 j 的 q j 为 q j =

arg max
αc: c≠1

L( X j αc ) = arg max
αc: c≠1 ∏

N

i = 1
Pjc ( α

∧
i )

Xij ( 1 －

Pjc ( α
∧

i ) )
1－Xij ．
为计算方便，可统计所有被试中每种知识状态

α∧c' 的被试正确与错误作答项目 j的频数 rc'j 和 wc'j ，

并将上式转化成对数似然函数为

q j = arg max
αc: c≠1 ∑

T

c' = 1
( rc'j log Pjc ( α

∧
c' ) + wc'j log( 1 －

Pjc ( α
∧

c' ) ) ．

2． 5 边际极大似然估计方法( MMLE)

边际极大似然估计方法仅设定被试的知识状态

为随机向量并指定其先验分布，被广泛应用于部分

贝叶斯模型 ( partially Bayesian models ) 参 数估
计［28］．观察数据的似然函数涉及的未知参数包括项
目参数、被试知识状态和项目属性向量．在部分贝叶
斯模型框架下，视被试的知识状态为随机向量( 以

后验分布为先验分布) 而固定当前估计的项目参数
( 并没有考虑项目参数的估计误差或后验分布) ，对

项目属性向量进行条件估计．因此，边际极大似然估
计方法估计项目 j的 q j 为

q j = arg max
αc: c≠1 ∏

N

i = 1
∑

T

c' = 1
Pjc ( αc' )

Xij ( 1 －

Pjc ( αc' ) )
1－XijP( αc' Xi ) ．

2． 6 交差方法( I＆D)

考虑项目内属性之间没有补偿作用，先考虑理

想反应情况． 对项目 j 正确反应的被试的知识状态
所对应的属性集合( 以下简称为知识状态并记为

αc' ) ，必有项目 j所包含的属性集合 q j 是 αc' 所包含

的属性集合的子集，记为 q j  αc' ．记所有答对项目
j 的知识状态的属性集合 αc' 交集为: upper =

∩ { αc' : q j = αc，c≠ 1，q j  αc' } ，由理想反应模式

的定义及集合论可知，q j  upper ．而对项目 j 错误
反应的所有被试的知识状态 αc' 都不可能包含 q j ，

错误反应的被试的知识状态集中有一部分知识状态

β是q j 的真子集，将满足这一条件的 β作并运算，并
将运算结果记为 lower，由于并运算可能会使得集合
所包含的元素增加，于是 lower 可能更接近q j ．特别
是对项目 j 反应的人数较多时，有 lower  q j 
upper．
但是以上是对理想反应情况的讨论，实际反应

中存在猜测与失误．故设定一个指标，若具有某种知
识状态 αc'的所有被试( 人数为 nc'j = rc'j + wc'j ) 对某

题( 可以抽象为 Q 矩阵中某一列 q j ) 的答对比率
( pc'j = rc'j / nc'j ) 高于答错比率( 1 － pc'j ) ，即 pc'j ＞
1 －pc'j ，则认为知识状态为 αc' 的被试掌握了正确回

答项目 j所需的所有属性q j ，被试应该答对该项目，

答错只是因为失误． 从集合论的观点来看，q j 所包

含的属性集合是 αc' 所包含的属性集合的子集
( q j  αc' ) ．如果从偏序关系的观点来看，可以认为
q j 是αc' 的下界，即令 Lαc' = { q j  q j = αc : c≠ 1且
q j  αc' } ，其中q j  αc' 表示向量q j 中元素均小于或

等于αc'中对应元素，知 Lαc'为αc'的下界，则q j∈ Lαc' ．
若pc'j≤1 － pc'j，q j所包含的属性集合不是 αc'所包含
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的属性集合的子集，即 q j  Lαc' ，被试本不应该答
对，答对只是因为猜测．
由于存在失误和猜测和知识状态估计存在误

差，某些知识状态答对与答错的比率可能比较接近，

如 0． 51 或 0． 49 时．对于这种情况，交差方法将优先
选择答对与答错的比率或答错与答对的比率大的作

交差运算，当得到的属性向量的候选空间仅剩一个

时，就不再考虑其他知识状态．交差方法采用下述步
骤来实现: 设 q j 的候选集为 Cj = { αc : c≠ 1} ; 对每
个知识状态 αc' 计算 max( pc'j / ( 1 － pc'j ) ，( 1 －
pc'j ) / pc'j ) ( 分母为 0 时，rc'j或 wc'j设为 1) ，按从大到
小排序; 按从大到小顺序依次取出 αc' 若 pc'j ＞ 1 －
pc'j，CjCj ∩ Lαc'，否则 CjCj － Lαc'，直到 Cj 只有一

个元素，即 { q j}Cj ( 对所有知识状态均已经循环

后仍包含有多个元素时判错) ． 由于估计方法使用
了集合的交运算和差运算，故称之为交差方法．

3 模拟研究

模拟研究的主要目的是在 DINA模型下验证和
比较用于测验 Q矩阵修正的 6 种方法的表现，重点
考虑影响修正方法表现的主要因素．

3． 1 研究设计

考察 5 个属性的测验．考虑可能影响 Q 矩阵修
正的 4 个主要因素: 知识状态分布( 2 个水平) 、样本
量( 3 个水平) 、测验项目质量( 2 个水平) 和测验 Q
矩阵元素误指率( 5 个水平) ． 实验条件组合数共
2 × 3 × 2 × 5 = 60 种，每种实验条件重复 200 次． 知
识状态分布服从多元离散均匀分布和多元正态阈值

模型( multivariate normal threshold model) ［12］． 多元
正态阈值模型先通过模拟多元正态分布的随机数

θ ～ MVN( 0，) ，其中协方差阵  中主对角线元
素全为 1，其他元素全设为 0． 5． 然后根据属性阈值
对连续的随机数 θik 进行 0-1 化，公式如下:

αik =
1，if θik ≥ Φ －1 ( k / ( K + 1) ) ，
0，otherwise{ ，

其中 i = 1，2，…，N，k = 1，2，…，K，Φ －1 为标准正态

分布的累积分布函数的逆函数． 根据相应的知识状
态分布，分别模拟 300，500 和 1 000 个被试． DINA
模型下测验项目参数服从均匀分布 U( 0． 05，0． 25 )
或 U( 0． 05，0． 40) ．根据 Q矩阵理论［29-30］，约简 Q矩
阵作为真实测验 Q矩阵．使用真实测验 Q矩阵模拟
得分矩阵．为考虑 Q 矩阵误指，基于真实测验 Q 矩
阵，随机模拟生成 4 种误指水平的测验 Q 矩阵，元
素误指率分别为 0． 1，0． 2，0． 3，0． 4． 加上正确测验

Q矩阵，误指率为 0，共 5 个水平的初始 Q矩阵．

3． 2 分析步骤

对于同一批得分矩阵和初始 Q 矩阵，分别使用
δ方法( 阈值 ε设置为 0． 2) 、γ 方法( 临界值设置为
0． 2) 、最小残差平方和方法、极大似然估计方法、边
际极大似然估计方法和交差方法对初始 Q 矩阵进
行验证或修正，得到修正的测验 Q 矩阵． 再计算修
正的测验 Q矩阵所有元素的返真率．对于相同条件
下重复 200 次的返真率，基于成对数据的 t 检验，设
置显著性水平为 0． 05． 原假设 H0 : 平均返真率最高

的方法与任一其他方法所得返真率相等． 另外还进
行了威尔科克森符号秩检验( Wilcoxon signed rank
test) ，类似结果未列出．
为了考察各方法对 Q 矩阵中项目属性向量的

误指类型的影响，分别统计了初始 Q 矩阵中 4 种类
型项目的属性向量元素的返真率． 这 4 种类型分别
是: 多指( over-specified) 元素( 属性向量中有些 0 元
素误指为 1，0→1 ) 、少指( under-specified) 元素( 属
性向量中有些 1 元素误指为 0，1→0 ) 、混合误指
( 1→0＆0→1) 和没有误指( none) ．为了考虑项目所
考查的属性数的影响，还统计了考查不同属性数项

目的属性向量元素的返真率．

3． 3 实验结果

表 1 给出了各实验条件下各方法修正的测验 Q
矩阵元素的返真率均值，其中粗体表示最高返真率，

粗体加斜体表示在显著性水平 0． 05 下与最高返真
率无显著差异的结果． 图 2 汇总了各方法对 4 种类
型或考查不同属性数项目的属性向量元素的返真率

均值．返真率的标准差来列出，其范围在 0 和0． 12之
间．下面分析各因素对返真率的影响: ( i) 知识状态
分布的影响．表 1 显示在 2 种分布下各方法均可提
高初始 Q 矩阵的质量．由于 EM 算法中知识状态的
先验分布匹配多元离散均匀分布，多元离散均匀分

布结果优于多元正态阈值模型．另一个原因，多元正
态阈值模型属性间中等相关且属性掌握的难度递

增，导致了许多知识状态对应的人数太少，从而难于

准确标定一些项目的属性向量; ( ii) 样本量的影响．
表 1 显示样本量从 500 增加到 1 000 时，Q 矩阵元
素的返真率明显提高．在样本量为 1 000 时，许多条
件下的 Q矩阵元素的返真率高于 0． 9 甚至接近 1．
在误指率较低的条件下，DINA 模型下样本量1 000
可以获得较高的返真率．但在误指率较高时，增加样
本量也较难提高返真率; ( iii) 项目质量的影响．当猜
测和失误参数较小时，知识状态的判准率较高，表 1
显示此时 Q矩阵元素的返真率较高; ( iv) 误指率的
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影响．误指率较低和中等时，Q矩阵元素的返真率较
高，样本量 300 时除外． 而当误指率达到 0． 4 时，Q
矩阵元素的返真率不佳; ( v) 误指类型的影响． 图 2
( a) 汇总了所有实验条件下各方法在各类型项目上
的返真率均值．与基准值( 初始未修正 Q矩阵) 比较
发现，各方法基本上可以提高各类型项目上的返真

率，只是对于少指属性项目的返真率的提高幅度较

小; ( vi) 属性数的影响．图 2 ( b) 汇总了所有实验条
件下各方法在不同属性数项目的返真率均值． 极大

似然估计方法、边际极大似然估计方法、最小残差平
方和方法、交差方法的表现，受属性数的影响较小．
而 γ方法和 δ方法在所含属性数较多项目上表现不
佳; ( vii) 各方法的表现．表 1 显示，边际极大似然估
计方法、交差方法、极大似然估计方法、最小残差平
方和方法优于 γ方法和 δ方法．总的来说，边际极大
似然估计方法表现良好; 交差方法表现次之，特别在

误指率较高或均匀分布下表现较好．

表 1 各实验条件下各方法修正的测验 Q矩阵元素的返真率均值

N EＲ

知识状态分布

多元离散均匀分布 多元正态阈值模型

修正方法 修正方法

γ MLE I＆D MMLE δ ＲSS γ MLE I＆D MMLE δ ＲSS
sj ～ U( 0． 05，0． 25) ，gj ～ U( 0． 05，0． 25)

300

0． 00 0． 935 0． 997 0． 994 0． 998 0． 987 0． 999 0． 907 0． 959 0． 902 0． 976 0． 795 0． 976
0． 10 0． 896 0． 986 0． 993 0． 989 0． 973 0． 996 0． 844 0． 909 0． 859 0． 921 0． 776 0． 923
0． 20 0． 865 0． 962 0． 986 0． 980 0． 955 0． 988 0． 785 0． 851 0． 812 0． 858 0． 743 0． 844
0． 30 0． 808 0． 878 0． 933 0． 924 0． 882 0． 898 0． 707 0． 762 0． 737 0． 769 0． 683 0． 753
0． 40 0． 664 0． 679 0． 718 0． 705 0． 688 0． 696 0． 616 0． 645 0． 654 0． 653 0． 613 0． 644

500

0． 00 0． 937 1． 00 0． 999 1． 00 0． 995 1． 00 0． 917 0． 977 0． 933 0． 987 0． 805 0． 984
0． 10 0． 896 0． 994 0． 999 0． 995 0． 987 0． 999 0． 854 0． 923 0． 891 0． 933 0． 787 0． 937
0． 20 0． 863 0． 982 0． 995 0． 990 0． 978 0． 997 0． 794 0． 865 0． 845 0． 876 0． 751 0． 860
0． 30 0． 810 0． 899 0． 943 0． 941 0． 897 0． 924 0． 720 0． 784 0． 769 0． 789 0． 701 0． 766
0． 40 0． 661 0． 685 0． 745 0． 718 0． 711 0． 714 0． 623 0． 647 0． 661 0． 650 0． 621 0． 650

1 000

0． 00 0． 936 1． 00 1． 00 1． 00 0． 999 1． 00 0． 915 0． 989 0． 957 0． 994 0． 806 0． 990
0． 10 0． 895 0． 998 1． 00 0． 999 0． 993 1． 00 0． 857 0． 937 0． 923 0． 941 0． 788 0． 947
0． 20 0． 864 0． 991 0． 998 0． 996 0． 990 0． 996 0． 797 0． 875 0． 873 0． 883 0． 752 0． 879
0． 30 0． 818 0． 919 0． 968 0． 974 0． 948 0． 943 0． 722 0． 783 0． 790 0． 786 0． 696 0． 769
0． 40 0． 674 0． 699 0． 754 0． 750 0． 739 0． 730 0． 619 0． 648 0． 672 0． 650 0． 617 0． 648

sj ～ U( 0． 05，0． 40) ，gj ～ U( 0． 05，0． 40)

300

0． 00 0． 843 0． 982 0． 948 0． 987 0． 931 0． 986 0． 830 0． 949 0． 853 0． 966 0． 800 0． 947
0． 10 0． 810 0． 937 0． 925 0． 946 0． 885 0． 943 0． 789 0． 882 0． 807 0． 896 0． 772 0． 883
0． 20 0． 764 0． 865 0． 873 0． 885 0． 824 0． 877 0． 736 0． 807 0． 749 0． 818 0． 723 0． 806
0． 30 0． 701 0． 759 0． 777 0． 785 0． 736 0． 770 0． 674 0． 721 0． 687 0． 733 0． 672 0． 718
0． 40 0． 597 0． 625 0． 650 0． 633 0． 625 0． 644 0． 592 0． 619 0． 622 0． 626 0． 604 0． 626

500

0． 00 0． 842 0． 995 0． 979 0． 996 0． 947 0． 995 0． 842 0． 973 0． 907 0． 983 0． 821 0． 966
0． 10 0． 807 0． 950 0． 956 0． 955 0． 910 0． 956 0． 801 0． 901 0． 854 0． 910 0． 790 0． 905
0． 20 0． 767 0． 882 0． 906 0． 899 0． 851 0． 885 0． 749 0． 826 0． 794 0． 838 0． 742 0． 825
0． 30 0． 698 0． 770 0． 802 0． 796 0． 753 0． 782 0． 688 0． 737 0． 724 0． 742 0． 684 0． 736
0． 40 0． 601 0． 631 0． 666 0． 640 0． 637 0． 651 0． 605 0． 622 0． 634 0． 629 0． 611 0． 635

1 000

0． 00 0． 846 0． 999 0． 994 0． 999 0． 963 0． 998 0． 844 0． 986 0． 949 0． 992 0． 828 0． 979
0． 10 0． 810 0． 963 0． 975 0． 963 0． 927 0． 966 0． 803 0． 915 0． 893 0． 921 0． 800 0． 914
0． 20 0． 770 0． 889 0． 936 0． 912 0． 877 0． 905 0． 755 0． 838 0． 825 0． 848 0． 748 0． 842
0． 30 0． 707 0． 773 0． 838 0． 803 0． 782 0． 793 0． 690 0． 742 0． 739 0． 747 0． 684 0． 741
0． 40 0． 610 0． 633 0． 678 0． 646 0． 652 0． 655 0． 595 0． 621 0． 637 0． 628 0． 606 0． 642

注: N =样本量; EＲ =误指率; γ = γ方法; MLE =极大似然估计方法; I＆D =交差方法; MMLE =边际极大似然估计方法;
δ = δ方法; ＲSS =最小残差平方和方法．图 2 中缩写含义与之相同．
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注: Baseline表示未修正的初始 Q矩阵，#1，#2，…，#5 表示项目所考查的属性数．
图 1 各方法对 4 种类型( a)或不同属性数( b)项目的属性向量元素的返真率

4 小结与讨论

根据对各修正方法的分析和模拟研究结果发

现: 边际极大似然估计方法、交差方法、最小残差平
方和方法、极大似然估计方法表现优于 δ 方法和 γ
方法，其中边际极大似然估计方法表现最优; 交差方

法表现次之，特别在误指率较高或多元离散均匀分

布条件下表现较好． δ 方法和 γ 方法需要设定或选
择合适的阈值或临界值，而阈值或临界值可能依赖

于项目所含属性数等其他因素．
若仿照回归分析中逐步筛选变量的过程，对 Q

矩阵元素进行修正，效果如何值得进一步考虑．还有
诸多未进行比较的修正方法: 贝叶斯估计方法［3］，

该方法结合 Q 矩阵元素的先验知识使用 MCMC 算
法对测验 Q矩阵进行修正，该方法需要预先指定不
确定元素; 数据驱动方法［31］及其改进方法［32］，涉及

复杂的 T矩阵和迭代算法，计算量相当大; 最近喻
晓锋等［22］提出的基于似然比统计量的项目属性向

量在线估计方法，该方法对每个新题要调用 EM 算
法 T － 1 次，计算量仍比较大．
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The Q-Matrix Validation Methods and Comparison to Three Existing Methods

SONG Lihong1，WANG Wenyi2，DING Shuliang2

( 1． Elementary Educational College，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． College of Computer Information Engineering，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The Q-matrix plays an important role in establishing the relation between latent attribute patterns and ide-
al response patterns． In practice，the Q-matrix is difficult to specify correctly in cognitive diagnostic assessment and
misspecification of the Q-matrix can seriously affect the accuracy of both item parameter estimates and the classifi-
cation of examinees． In the study，three on-line calibration methods have been extended to validate Q-matrix，and
three related methods including the δ method，the γ method，and the Q-matrix refinement method ( denoted by
ＲSS) have been compared． A simulation study was conducted to investigate the sensitivity of validation methods to
four factors ( the distribution of attribute patterns，sample size，the quality of items，and the error rate of q-entries)
under the deterministic inputs，noisy“and”gate ( DINA) model． Ｒesults show that marginal maximum likelihood
method performs best，both in terms of accuracy and robustness．
Key words: cognitive diagnostic assessment; the Q-matrix; the DINA model; the EM algorithm; on-line calibration
method
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