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具抑制因子的肿瘤生长模型自由边界问题的分歧分析
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( 江西师范大学数学与信息科学学院，江西 南昌 330022)

摘要:研究具有抑制物因子的肿瘤生长模型的自由边界问题，主要分析该问题的分歧现象．此模型中肿瘤
的进攻性由参数 μ来描述，首先证明了该问题当半径 r = Ｒs 时有唯一径向对称稳态解．在此基础上还证

明了存在正整数 m＊＊ ∈Ｒ和序列 μm ，使得μm ( m ＞ m＊＊ ) ，均存在由径向对称稳态解分歧出来的非径
向对称稳态解．
关键词:自由边界问题;稳态解;分歧

中图分类号: O 175． 26 文献标志码: A DOI: 10． 16357 / j． cnki． issn1000-5862． 2016． 02． 19

0 引言

自 20 世纪开始，肿瘤生长的数学模型已引起很
多人的兴趣，并取得了许多理论性和数值方面有意

义的结果［1-5］，其中用偏微分方程描述固体肿瘤生

长的模型成为近年来的研究热点之一．事实上，固体
肿瘤生长阶段可以视为在微环境中各种因素相互作

用的结果，如营养物、抑制剂等． 本文研究具有抑制
因子的固体肿瘤生长模型，即自由边界问题

Δσ = λ1σ + β， x∈ Ω，

Δβ = λ2β， x∈ Ω，

Δp = － μ( σ － σ
～ － τβ) ，x∈ Ω，

σ = σ， x∈ Ω，
β = β， x∈ Ω，
p = κ， x∈ Ω，
p /n = 0， x∈ Ω
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该问题是描述在抑制物作用下肿瘤生长的稳态模

型，其中 σ = σ( x) ，β = β( x) ，p = p( x) 分别表示肿
瘤内的营养物浓度、抑制物浓度和压强的未知函数，
Ω是 Ｒ3 中的未知有界开集，它表示肿瘤所占区域，

Ω表示区域边界． 模型中的参数 λ1，λ2，σ
～
，σ，β，τ

都是正常数，σ － σ
～ － τβ ＞ 0，μ是肿瘤进攻性参数，

σ
～
是当肿瘤细胞死亡率和出生率达到平衡时的临界

营养物浓度，σ，β分别表示肿瘤外部营养物浓度和

抑制物浓度，p /n表示外法向量导数．
对于问题( 1 ) 中不含抑制因子的肿瘤模型，即

β = 0，文献［6-8］分别在 2 维情形和 3 维情形下证
明了径向对称稳态解的存在唯一性和一系列非径向

对称稳态解的存在性．对于 β ≠ 0 的情形，文献［9-
10］分析了径向对称稳态解的存在性和在径向对称
扰动下的渐近稳定性，文献［11］研究了在抑制因子
直接抑制肿瘤生长，不吸收营养的情形下稳态解的

分歧现象．
本文证明了存在序列 m＊＊ 和 { μm} ，使得

μm ( m ＞ m＊＊ ) ，问题( 1) 的稳态解存在非径向对
称的分歧分支．这把文献［11］的结果推广至抑制因
子既直接抑制肿瘤生长又吸收营养，即与肿瘤竞争

营养源的情形．

1 预备知识

先回顾变形 Bessel 函数的一些特征，得到问题
( 1) 的径向对称稳态解．对 m ＞ 0，ξ ＞ 0，令 Im ( ξ)
为变形 Bessel函数方程［11-12］，Im ( ξ) 满足关系
( i) I'm ( ξ) + mIm ( ξ) /ξ = Im－1 ( ξ) ，m≥ 1;
( ii) I'm ( ξ) － mIm ( ξ) /ξ = Im+1 ( ξ) ，m≥ 0;

( iii) Im( ξ) =
1

2n槡π
er
2( )m

m
( 1 + ο( 1 /m) ) ，m→∞ ．

考虑问题( 1) 的径向对称稳态解．令 r = x ，
问题( 1) 等价于方程组



σ″( r) + 2σ'( r) / r = λ1σ( r) + β( r) ，0 ＜ r ＜ Ｒ，

β″( r) + 2β'( r) / r = λ2β( r) ，0 ＜ r ＜ Ｒ，

p″( r) + 2p'( r) / r = － μ( σ( r) － σ
～ － τβ( r) ) ，

0 ＜ r ＜ Ｒ，
σ( Ｒ) = σ，β( Ｒ) = β，p( Ｒ) = 1 /Ｒ，
p'( Ｒ) = 0
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( 2)

解 方 程 组 ( 2 ) ，利 用 公 式 I1 /2 ( ξ) =

2 / ( πξ槡 ) sinhξ，I3 /2( ξ) = 2 / ( πξ槡 ) { － ( sinhξ) /ξ +
coshξ} 得

σs ( r) = ( σ － β
λ2 － λ1
)
Ｒssinh( λ槡 1 r)
rsinh( λ槡 1Ｒs )

+

β
λ2 － λ1

Ｒssinh( λ槡 2 r)
rsinh( λ槡 2Ｒs )

= ( σ － β
λ2 － λ1
) ·

Ｒ1 /2
s I1 /2 ( λ槡 1 r)

r1 /2 I1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
+ β
λ2 － λ1

Ｒ1 /2
s I1 /2 ( λ槡 2 r)

r1 /2 I1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
， ( 3)

βs ( r) =
βＲssinh( λ槡 2 r)
rsinh( λ槡 2Ｒs )

=
βＲ1 /2

s I1 /2 ( λ槡 2 r)
r1 /2 I1 /2 ( λ槡 2Ｒs )

， ( 4)

ps ( r) = － μσs ( r) +
τμ
λ2
βs ( r) +

1
6 μσ

～ r2 + 1
Ｒs

+ μσ －

1
6 μσ

～ Ｒ2
s － τμ

λ2
β， ( 5)

由方程组( 2) 知 Ｒs 是 p's ( Ｒs ) = 0 的 1 个解，即

σ' s ( Ｒs ) － τβ' s ( Ｒs ) /λ2 = σ
～ Ｒs /3． ( 6)

定理 1 对任意给定的正常数 λ1，λ2，σ，β，σ
～
，

μ，τ和 σ － σ
～ － τβ ＞ 0，( 3) ～ ( 5) 式中的 ( σs ( r) ，

βs ( r) ，ps ( r) ) 是问题( 1) 的唯一径向对称解．
证 显然 ( 3 ) ～ ( 5 ) 式中的 ( σs ( r) ，βs ( r) ，

ps ( r) ) 是问题( 1) 的 1 个解，其中

σ' s ( Ｒs ) = ( σ － β
λ2 － λ1
)

λ槡 1 I3 /2 ( λ槡 1Ｒs )

I1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
+

β
λ2 － λ1

λ槡 2 I3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

I1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
，

β' s ( Ｒs ) = β λ槡 2 I3 /2 ( λ槡 2Ｒs ) I1 /2 ( λ槡 2Ｒs ) ．
定义

f( r) = ( σ － β
λ2 － λ1
)

λ槡 1 I3 /2 ( λ槡 1Ｒs )

rI1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
+

β
λ2 － λ1

λ槡 2 I3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

rI1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
－ τβ

λ槡 2

I3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

rI1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
，

由( 6) 式知，问题( 1) 存在径向对称解当且仅当方程

f( r) = σ
～ /3 有正解． 由文献［9］的定理 2． 3 得，当

σ － σ
～ － τβ ＞ 0 时，( 3 ) ～ ( 5 ) 式中的 ( σs ( r) ，

βs ( r) ，ps ( r) ) 是问题( 1) 的径向对称解．

2 分歧问题

接下来考虑问题( 1) 在具有边界 Ωε : r = Ｒs +

εS( θ，φ) 的区域上的非径向稳态解的存在性． 设
( σ，β，p) 是问题( 1) 的解，将 σ，β，p分别展开为

σ = σs + εσ1 + O( ε2 ) ， ( 7)
β = βs + εβ1 + O( ε2 ) ， ( 8)
p = ps + εp1 + O( ε2 ) ， ( 9)

其中 σ1，β1，p1 是待确定的函数．
S( θ，φ) ，μ，定义函数 F( S，μ) = p /n Ωε

．
易见，( σ，β，p) 是问题( 1 ) 的 1 个稳态解当且仅当
F( S，μ) = 0． 为了证明存在适当的 S( θ，φ) ，μ，使
得 F( S，μ) = 0，需要计算 F的 Frechet导数．现在先
计算 σ1，β1 和 p1 ．
( i) β1 的计算．由边界条件知，β1 满足问题

Δβ1 = λ2β1， x∈ BＲs
，

β1 = － β' s ( Ｒs ) S( θ，φ) ，x∈ BＲs

{ ．
取 S( θ，φ) = Ym，l ( θ，φ) ，计算可得

β1 ( r，θ，φ) = －
β' s ( Ｒs ) Ｒ

1 /2
s Im+1 /2 ( λ槡 2 r)

r1 /2 Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
Ym，l ( θ，φ) ．

( ii) σ1 的计算． σ1 满足问题

Δσ1 = λ1σ1 + β1， x∈ BＲs
，

σ1 = － σ' s ( Ｒs ) S( θ，φ) ，x∈ BＲs
{ ，

( 10)

解问题( 10) 得

σ1 ( r) [ (= － σ' s ( Ｒs ) +
β' s ( Ｒs )
λ2 － λ )

1
·

Ｒ1 /2
s Im+1 /2 ( λ槡 1 r)

r1 /2 Im+1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
－
β' s ( Ｒs )
λ2 － λ1

Ｒ1 /2
s Im+1 /2 ( λ槡 2 r)

r1 /2 Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs
]
)
·

Ym，l ( θ，φ) ．
( iii) p1 的计算．将( 9) 式代入( 7) 式得
Δp1 = － μσ1 + μτβ1，0 ＜ r ＜ Ｒs． ( 11)

由文献［13］知，在边界 BＲs 有

κ = 1
Ｒs

－ ε
Ｒ2

s
S( θ，φ) + 1

2 ΔωS( θ，φ[ ]) + O( ε2 ) ，

故

p1 = － 1
Ｒ2

s
1 － m( m + 1)( )2

S( θ，φ) ，x∈ BＲs
． ( 12)

由( 11) 式和边界条件( 12) 可得
p1( r，θ，φ) = － μσ1( r，θ，φ) + μτβ1( r，θ，φ) /λ2 +

c0 ( r /Ｒs )
mYm，l ( θ，φ) ，

其中

c0 = － 1
Ｒ2

s
1 － m( m + 1)( )2

－ μσ' s ( Ｒs ) +
μτ
λ2
β' s ( Ｒs ) ．
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下面证明展开式( 7) ～ ( 9) 是严格的． 事实上，
S∈ Ck+α ( ) ，k ≥ 3，定义区域 Ωε = { r ＜ Ｒs +
εS} ． ( σ，β，p) 仅被定义在 Ωε 区域上，而 ( σs，βs，

ps ) 被定义在整个 Ｒ3区域上，( σ1，β1，p1 ) 被定义在
BＲs 区域上．需要用 Hanzawa变换将这些函数变换到
同一个区域 Ωε 上，定义微分同胚映射 ( r，θ，φ) =
Hε ( r'，θ'，φ') = ( r' + χ( Ｒs － r') εS( θ'，φ') ，θ'，φ') ，
其中 χ∈ C∞，

χ( z) =
0， z ≥ 3δ0 /4，
1， z ＜ δ0 /4

{ ，
dkχ dzk ≤ c /δk0 ．

所以 Hanzawa变换 Hε是区域 BＲs映射到区域 Ωε ，然

而保持球 { r ＜ Ｒs － 3δ0 /4} 固定．反向的 Hanzawa变
换 H－1

ε 是区域 Ωε 映射到区域 BＲs
．

由文献［14］的引理 3． 2 和利用 Schauder 估计
可得，当 k = 3 时，
‖σ － ( σs + εσ1 ( H

－1
ε (·) ) ) ‖Ck+α( Ωε)

≤

c ε 2 ‖S‖Ck+α( ) ，

‖β － ( βs + εβ1 ( H
－1
ε (·) ) ) ‖Ck+α( Ωε)

≤

c ε 2 ‖S‖Ck+α( ) ，

‖p － ( ps + εp1 ( H
－1
ε (·) ) ) ‖Ck+α( Ωε)

≤

c ε 2 ‖S‖Ck+α( )
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( 13)

这个结论对所有的 k≥ 2也成立．这也表明了( 7) ～
( 9) 式的展开是严格的．
由 F( S，μ) 的定义，计算 Frechet导数

F
S
( 0，μ[ ]) S( θ，φ) = 

2ps ( Ｒs )

r2
S( θ，φ) +

p1
r
( Ｒs，θ，φ) ．

计算上述等式右边的 2 项

2ps ( Ｒs ) r
2 = － μ( σ － σ

～ － τβ) ，
p1
r
( Ｒs，θ，φ) = － μ

σ1

r
( Ｒs，θ，φ) +

μτ
λ2

β1
r
( Ｒs，θ，φ) +

m
Ｒ3 [

s

m( m + 1)
2 －( )1 1

Ｒ2
s
－ μσ' s ( Ｒs ) +

μτ
λ2
β' s ( Ｒs ]) ·

Ym，l ( θ，φ) ．
利用 Bessel函数的性质

Im+1 /2 ( 槡λr)
r1 /( )2

' = 槡
λIm+3 /2 ( 槡λr)

r1 /2
+ m

Im+1 /2 ( 槡λr)
r3 /2

有

σ1

r
( Ｒs，θ，φ) [= － σ' s ( Ｒs ) +

β' s ( Ｒs )
λ2 － λ ]

1

[

·

λ槡 1 Im+3 /2 ( λ槡 1Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
+ m
Ｒ ]

s
Ym，l ( θ，φ) －

β' s ( Ｒs )
λ2 － λ1

[

·

λ槡 2 Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
+ m
Ｒ ]

s
Ym，l ( θ，φ) ，

β1

r
( Ｒs，θ，φ) [=

－ β's ( Ｒs ) λ槡 2Im+3 /2( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2( λ槡 2Ｒs )
－

β's ( Ｒs ) m
Ｒ ]

s
Ym，l ( θ，φ) ．

因此

p1
r
( Ｒs，θ，φ) {= － [μ － σ' s ( Ｒs ) +

β' s ( Ｒs )
λ2 － λ ]

1
·

λ槡 1Im+3/2( λ槡 1Ｒs )

Im+1/2( λ槡 1Ｒs )
+ μ

β's ( Ｒs )
λ2 － λ1

λ槡 2 Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs
}
)

·

Ym，l ( θ，φ) {+ － μτ
λ槡 2

β' s ( Ｒs ) Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
+

m
Ｒ3

s

m( m + 1)
2 －( ) }1 Ym，l ( θ，φ) ．

方程［F( 0，μ) /S］S( θ，φ) = 0 可以简写成
Am － μBm = 0， ( 14)

其中

Am = m
Ｒ3

s

m( m + 1)
2 －( )1 ，

Bm = σ － σ
～ － τβ [+ － σ' s ( Ｒs ) +

β' s ( Ｒs )
λ2 － λ ]

1
·

λ槡 1 Im+3 /2 ( λ槡 1Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
+ τ

λ槡 2

β' s ( Ｒs ) Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
－

β' s ( Ｒs )
λ2 － λ1

λ槡 2 Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
．

记 μm = Am /Bm． 接下来证明此 μm ( m ＞ m＊＊ )
是问题( 1) 的分歧参数．先证明 1 个有用的引理．

引理 1 若σ －σ
～ － τβ ＞ 0，则m* ∈N，使得当

m ＞ m* ，μm( ＞ 0) 关于m单调递增，lim
m→∞

μm = + ∞ ．

证 由变形 Bessel函数的特征可得
Im+3 /2 ( r)
Im+1 /2 ( r)

= ( 2m + 1) m+1

( 2m + 3) m+2 ( 1 + O( 1 /m) ) er =

r /2m + O( 1 /m2 ) ，

令

qm ( Ｒs ) [= － σ' s ( Ｒs ) + β' s ( Ｒs ) ( λ2 － λ1 ]) ·
λ槡 1 Im+3 /2 ( λ槡 1Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
+ τ

λ槡 2

β' s ( Ｒs ) Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
－

β' s ( Ｒs )
λ2 － λ1

λ槡 2 Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
，

则当 m→ ∞ 时，

qm ( Ｒs ) [～ － σ' s ( Ｒs ) +
β' s ( Ｒs )
λ2 － λ ]

1

λ1Ｒs

2m +

τβ' s ( Ｒs ) Ｒs

2m －
β' s ( Ｒs ) λ2Ｒs

2m( λ2 － λ1 )
+ O( 1

m2 ) ． ( 15)
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由( 14) 式得

μm =
Am

Bm
=

m
Ｒ3

s

m( m + 1)
2 －( )1

σ － σ
～ － τβ + qm ( Ｒs )

． ( 16)

又由( 15) 式和( 16) 式知引理 1 得证．
下证当 m充分大时 μm 是问题( 1) 的分歧点．
引理 2［15］( Crandall-Ｒabinowitz 定理) 设 X，Y

是 Bananch空间，F( x，μ) 是 ( 0，μ0 ) 的某个邻域到

Y的 Cp 映射，( 0，μ0 ) ∈ X × Ｒ，p≥ 3． 假设
( i) 在 μ0 的一个邻域内，对所有的 μ 都满足

F( 0，μ) = 0 ;
( ii) Ker［Fx ( 0，μ0) ］是由 x0 张成的 1 维空间;
( iii) Im［Fx ( 0，μ0) ］ = Y1 的余维数是 1;
( iv) ［Fμx］( 0，μ0 ) x0  Y1，

则 ( 0，μ0 ) 是方程 F( x，μ) = 0 的 1 个分歧点，具有
如下意义:在 ( 0，μ0 ) 的 1 个小邻域内，F( x，μ) = 0
解的集合包括 2 条 Cp－2 光滑曲线 Γ1 和 Γ2 只与点

( 0，μ0 ) 相交; Γ1 是 ( 0，μ) 曲线，Γ2 表示为

Γ2 : ( x( ε) ，μ( ε) ) ，( x( 0) ，μ( 0) ) = ( 0，μ0 ) ，

x'( 0) = x0，
其中 ε 充分小．

定理 2 若 σ － σ
～ － τβ ＞ 0，则存在正整数

m＊＊，使得对每个偶数 m ＞ m＊＊，( 0，μm ) 是方程

F( S，μ) = 0的 1 个分歧点，μm是问题( 1) 的 1 个分
歧点，解的相应的分支有表达式

σε = σs + εσ1Ym，0 ( θ，φ) + O( ε2 ) ，

βε = βs + εβ1Ym，0 ( θ，φ) + O( ε2 ) ，

pε = ps + εp1Ym，0 ( θ，φ) + O( ε2 )

及它的自由边界形式 r = Ｒs + εYm，0 ( θ，φ) + O( ε2 ) ．
证 在引理 1中对任意给定的m* ，定义m＊＊ 为

m＊＊ = inf{ m∈ N + : μm ≥ max{ μ2，μ3，…，μm* } } ．
m ＞ m＊＊，引进 Bananch空间
Xm+α = { S( θ，φ) ∈ Cm+α ( ) ，S( θ + kπ，φ) =

S( θ，φ) ，S( θ，φ + k·2π) = S( θ，φ) ，k∈ Z} ，
Xm+α

2 是线性空间张成 { Yj，0，j = 0，2，4，…} 的闭包，
其中 { Yj，0，j = 0，2，4，…} ∈ Xm+α ．
由( 13) 式知 F( S，μ) 是从 Xm+2+α 到 Xm－1+α 的 1

个映射．令 X = Xm+2+α
2 ( ) ，Y = Xm－1+α

2 ( ) ．
当 偶 数 m ≥ m＊＊，Ker［FS ( 0，μm) ］ =

span{ Ym，0 } ，FS ( 0，μm ) Yk，0 = ( Ak － μmBk ) Yk，0，当

k≠m 时，Ak － μmBk ≠ 0． 所以 Im［FS ( 0，μ) ］ +
Ker［FS ( 0，μ) ］ = Y． 注意
［FμS ( 0，μm) ］Ym，0 = － BmYm，0  Im［FS ( 0，μm) ］．
由 Crandall-Ｒabinowitz定理和引理 1 得，当偶数

m≥ m＊＊ 时，μm 是问题( 1) 的 1 个分歧点．
定理 3 攻击性参数 μm关于抑制物浓度 β是增

函数．
证 只需要证明函数 h( β) = － τβ + qm ( Ｒs ) 关

于 β是递减的．结合 qm ( Ｒs ) 的式子得

h( β) = － τβ [+ － σ' s ( Ｒs ) +
β' s ( Ｒs )
λ2 － λ ]

1
·

λ槡 1 Im+3 /2 ( λ槡 1Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
+ τ

λ槡 2

β' s ( Ｒs ) Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
－

β's ( Ｒs )
λ2 － λ1

λ槡 2Im+3/2( λ槡 2Ｒs )

Im+1/2( λ槡 2Ｒs )
= － [ (β τ 1 －

I3/2( λ槡 2Ｒs )

I1/2( λ槡 2Ｒs )
·

Im+3/2( λ槡 2Ｒs )

Im+1/2( λ槡 2Ｒs
)
)

+
λ1

λ2 － λ1

I3/2( λ槡 1Ｒs )

I1/2( λ槡 1Ｒs )
·

Im+3 /2( λ槡 1Ｒs )

Im+1 /2( λ槡 1Ｒs
]
)

+ β
λ2

λ2 － λ1

I3 /2( λ槡 2Ｒs )

I1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
·

Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
－ σ

λ1 I3 /2 ( λ槡 1Ｒs )

I1 /2 ( λ槡 1Ｒs )

Im+3 /2 ( λ槡 1Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 1Ｒs )
．

由文献［13］知

1 －
I3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

I1 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
＞ 0．

又因为

I3 /2 ( 槡λＲs ) I1 /2 ( 槡λＲs ) = 槡λＲs /3 + O( 1 /m2 ) ，

Im+3/2(槡λＲs ) Im+1/2(槡λＲs ) = 槡λＲs ( 2m) + O( 1 /m2) ，

所以

λ1

λ2 － λ1

I3 /2( λ槡 1Ｒs )

I1 /2( λ槡 1Ｒs )

Im+3 /2( λ槡 1Ｒs )

Im+1 /2( λ槡 1Ｒs )
－

λ2

λ2 － λ1
·

I3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

I1 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+3 /2 ( λ槡 2Ｒs )

Im+1 /2 ( λ槡 2Ｒs )
=

λ1

λ2 － λ1
( λ槡 1Ｒs /3 +

O( 1 /m2 ) ) ( λ槡 1Ｒs / ( 2m) + O( 1 /m2 ) ) －
λ2

λ2 － λ1
·

( λ槡 2Ｒs /3 + O( 1 /m2) ) ( λ槡 2Ｒs / ( 2m) + O( 1 /m2) ) =
( λ1 + λ2) Ｒ

2
s / ( 6m) + O( 1 /m2) ＞ 0．

从而 h'( β) ＜ 0． 定理 3 得证．

3 小结

尽管研究的带抑制因子作用的肿瘤模型相当简

单，但本文的结果有着深刻的生物意义．肿瘤生长会
形成不同的形状，结果表明带抑制因子作用的肿瘤

除了会以球状的稳态存在，还会以具有突出物的稳

态情形存在．在本文的模型中，这些突出区域由自由
边界的 r = Ｒs + εYm，0 ( θ，φ) + O( ε2 ) 来表示，突出

702第 2 期 徐剑磊，等:具抑制因子的肿瘤生长模型自由边界问题的分歧分析



物的数量与 m 有关． 另一方面，肿瘤的进攻性由参
数 μ来估量，μ 越大，肿瘤的进攻性就越大．当 μ =
μm 时，m充分大，肿瘤将形成指状物，具有进攻性．
定理 3 表明对于同样的分支突出物，抑制因子供应
的越多将需要更大的肿瘤进攻性参数来形成同样的

突出物．也就是说，抑制物将减缓肿瘤进化到进攻性
状态的趋势．
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The Bifurcation Analysis for a Free Boundary Problem
Modeling Tumor Growth with Inhibitors

XU Jianlei，WANG Zejia* ，LI Jinghua
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: A free boundary problem modeling tumor growth with inhibitors is considered，and the bifurcation phe-
nomenon of the problem is mainly analyzed． The aggressiveness is modeled by a positive tumor aggressiveness pa-
rameter μ ． Firstly，it is proved that this problem has a unique radially symmetric stationary solution with radius r =
Ｒs ． On this basis，it is also shown that there exist a positive integer m＊＊ ∈ Ｒ and a sequence of μm ，such that for
each μm ( m ＞ m＊＊ ) ，symmetric-breaking solutions bifurcate from the radially symmetric stationary solutions．
Key words: free boundary problem; stationary solution; bifurcation
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