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相对模糊利率下的带投资的风险模型
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摘要:考虑保费、理赔额与模糊利率之间存在隶属函数，建立了部分初始资金进行投资的相对模糊利率风
险模型，得到了该模型最终破产概率的一般表达式和破产概率的上界．该模型符合保险公司的实际运营
情况，可为保险公司有效控制破产风险提供理论依据．
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0 引言

风险理论是近代数学的一个重要分支，是目前

精算界、数学界研究的热点课题之一．文献［1］介绍
了风险模型的概念，建立了带干扰的经典风险模型．
随着保险公司规模的不断扩大，经营险种不断增加，

许多学者对保险公司的风险模型进行了推广，并得

到了一些有关破产概率的结果．例如，在保险风险模
型的进一步研究中，文献［2］对风险模型的破产概
率和基本性质进行了研究，文献［3-7］对带干扰项因
素的影响进行了研究，文献［8-10］对再保险因素的
影响进行了研究，文献［11-13］对利率因素的影响进
行了研究，文献［14-16］对多险种因素的影响进行了
研究．但是，在前述研究和经典 Poisson 风险模型的
研究中，保费到达过程与索赔过程是独立的，保费率

为正常数．关于模糊利率对保险公司风险模型的影
响，目前研究较少，文献［17］虽然将模糊随机利率
引入到小额贷款风险模型的研究中，并初步建立了

小额贷款模糊随机利率模型，但未考虑保费、理赔额
与模糊利率之间的隶属关系．本文考虑保费、理赔额
均为与模糊利率有关的随机变量，且保费、理赔额与
模糊利率之间存在一定的隶属关系，假设保单到达

数、理赔次数分别服从强度为 λ1、λ2 的 Poisson 分
布，并考虑部分初始资金进行投资，建立复合

Poisson风险过程的风险模型，给出其最终破产概率
的一般表达式及破产概率的上界．

1 模型的建立

在概率空间( Ω，F，P) 上，设保险公司的盈余过
程［8］为

U( t) = ( u － C) + C( 1 + th) +

∑
N( t)

k = 1
Ykξk －∑

M( t)

k = 1
Xkγk + δW( t) ， ( 1)

其中 u为保险公司的初始资金，C 为根据初始资金
而设定用于投资的基金，h为单位时间的投资收益．
假设时间［0，t］内的保费次数{ N( t) : t≥ 0} 是参数
为 λ1 的 Poisson过程，保费{ Yk : k≥ 1} 是与模糊利
率有关的随机变量，ξn表示保费 Yn与利率 In的隶属
函数，记为 ξn ( Yn，In ) = 1 － e －Iαn /Yβn ; 时间［0，t］内的
理赔次数{ M( t) : t ＞ 0} 是参数为 λ2 的 Poisson 过
程，理赔额{ Xk : k≥ 1} 是与模糊利率有关的随机变
量，γn 表示理赔额 Xn 与利率 In 的隶属函数，记为
γn ( Xn，In ) = 1 － e －Iαn /Xβn ;干扰项{ W( t) : t≥ 0} 是布
朗运动． Ｒk = Ykξk表示第 k次的保费额，Sk = Xkγk表

示第 k次的理赔额，记 μ( 1)k = E［Ｒk］，μ
( 2)
k = E［Sk］．

{ M( t) : t ＞ 0} ，{ Yk : k≥1} ，{ N( t) : t ＞ 0} ，{ Xk : k≥
1} ，{ W( t) : t≥ 0} 是相互独立的．

2 盈余过程的相关性质

盈余过程( 1) 等价于

U( t) = ( u － C) + C( 1 + th) +∑
N( t)

k = 1
Ｒk －



∑
M( t)

k = 1
Sk + δW( t) ， ( 2)

其可化简为

U( t) = u + Cth +∑
N( t)

k = 1
Ｒk －∑

M( t)

k = 1
Sk + δW( t) ． ( 3)

性质 1 对盈余过程( 2) ，有
E［U( t) ］ = u + Cth + ( λ1μ

( 1)
k － λ2μ

( 2)
k ) t，

Var［U( t) ］ = ［λ1 ( μ
( 1)
k )

2 + λ1σ
2
1 +

λ2 ( μ
( 2)
k )

2 + λ2σ
2
2］t．

证 E［U( t) ］ = u + Cth + E［N( t) ］E［Ｒk］－

E［M( t) ］E［Sk］ = u + Cth + ( λ1μ
( 1)
k － λ2μ

( 2)
k ) t，

Var［U( t) ］ = Var［u + Cth +∑
N( t)

k =1
Ｒk －∑

M( t)

k =1
Sk +

δW( t) ］ = Var(∑
N( t)

k = 1
Ｒk －∑

M( t)

k = 1
Sk ) =

E2［Ｒk］Var［N( t) ］+ E［N( t) ］Var［Ｒk］+

E2［Sk］Var［M( t) ］+ E［M( t) ］Var［Sk］ =

［λ1 ( μ
( 1)
k )

2 + λ1σ
2
1 + λ2 ( μ

( 2)
k )

2 + λ2σ
2
2］t．

为了使保险公司能够正常经营，单位时间内保

费的收入应该超过索赔额的支出． 即 λ1μ
( 1)
k ＞

λ2μ
( 2)
k ，称 ρ = 1 － λ1μ

( 1)
k /λ2μ

( 2)
k 为相对安全系数．

性质 2 对于再保险带干扰的盈余过程，有
E［e －rU( t)］ = e －ru+tg( r) ．存在 g( r) 满足

E［e －rC( t)］ = etg( r) ． ( 4)
证 由( 3) 式可知，

E［e －rU( t)］ = E{ exp［－ r( u + Cth +

∑
N( t)

k = 1
Ｒk －∑

M( t)

k = 1
Sk + δW( t) ) ］} =

e－ruE［exp( － rCth) ］E［exp( － r∑
M( t)

k =1
Ｒk) ］E［exp( r∑

N( t)

k =1
Sk) ］·

E［exp( － rδW( t) ) ］ = e －ruexp { t［－ rCh +
λ1 ( MＲk
( － r) － 1) + λ2 ( MSk ( r) － 1) + r2δ2 /2］} ，

g( r) = － rCh + λ1 ( MＲk
( － r) － 1) +

λ2 ( MSk ( r) － 1) + r2δ2 /2． ( 5)

因此，( 4) 式得证．
定理1 对于( 5) 式，方程 g( r) = 0在 r ＞ 0内

存在唯一正解 r = Ｒ．
证 由( 5) 式知，g'( r) = －Ch +λ1E( －Ｒk·e

－rＲk) +

λ2E( Ske
rSk) + rδ2，则
g'( 0) = － Ch + λ2μ

( 2)
k － λ1μ

( 1)
k ＜ 0，

又因为 g″( 0) ＞ 0，故曲线 g( r) 在 r ＞ 0 内是下凹
的，这表明只有当理赔额 Sk 以正概率取足够大的值

时，才有 g'( r) ＞ 0，即 g( r) 在 r ＞ 0 内有唯一极小

点，故 g( r) = 0 存在唯一正根 Ｒ，称 Ｒ为调节系数．

3 风险模型的破产概率

记破产时刻为Tu = inf { t≥0 U( t) ＜ 0，U( 0) =

u} ，破产概率为
ψ( u) = P{ U( t) ＜ 0，t ∈ ( 0，1］ U( 0) =

u} = P{ Tu ＜ ! U( 0) = u} ．

定理 2 u≥ 0，有
ψ( u) = e －Ｒu /E［exp( － ＲU( T) ) T ＜ !］．

证 令 A( t) =∑
N( t)

k = 1
Ｒk，B( t) =∑

M( t)

k = 1
Sk，取 r = Ｒ，

由性质 2 与定理 1 知，E［e －rU( t)］ = e －Ｒu ．
又因为

E［e －rU( t)］ = E［e －rU( t) T ＜ t］P{ T ＜ t} +

E［e －rU( t) T≥ t］P{ T≥ t} ， ( 6)

其中U( t) = U( T) + U( t) － U( T) = U( T) + ( A( t) －
A( T) ) － ( B( t) － B( T) ) ．给定 T，当 T ＜ t时，A( t) －
A( T) ，B( t) － B( T) 和 U( T) 是相互独立的，且 A( t) －
A( T) 服从参数为 λ1( t － T) 的复合泊松分布，B( t) －
B( T) 服从参数为λ2( t － T) 的复合泊松分布．选取 r =
Ｒ，故( 6) 式为

E［e －ＲU( T)］ = E［e －ＲU( t) T ＜ t］P{ T ＜ t} +

E［e －ＲU( t) T≥ t］P{ T≥ t} ． ( 7)

令 t→ !，( 7) 式右端第 1项变为 E［e －ＲU( t) T ＜ !］
ψ( u) ．下证明当 t→ !时( 7) 式右端第 2 项趋于 0．
令 α = Ch + λ1μ

( 1)
k － λ2μ

( 2)
k ，

β2 = λ1 ( μ
( 1)
k )

2 + λ1σ
2
1 + λ2 ( μ

( 2)
k )

2 + λ2σ
2
2，

Q( t) = u + Cht + αt － βt2 /3 ．
由于 Ch + λ1μ1 + λ2μ2' ＞ λ1μ1' + λ2μ2，则当

t→ !时，Q( t) →+ !．因此，
E［e －ＲU( t) T≥ t］P{ T≥ t} = E［e －ＲU( t) T≥ t，0 ≤
U( t) ≤ Q( t) ］P{ T≥ t，0 ≤ U( t) ≤ Q( t) } +
E［e －ＲU( t) T≥ t，U( t) ＞ Q( t) ］P{ T≥ t，U( t) ＞

Q( t) } ≤ P{ 0 ≤ U( t) ≤ Q( t) } + e －ＲQ( t) ．
由契比雪夫不等式得

P{ 0≤U( t) ≤Q( t) } = P{ 0≤U( t) ≤E［U( t) ］－
βt2 /3 } ≤ P{ U( t) － E［U( t) ］≥ βt2 /3 } ≤
Var［U( t) ］/ ( β2 t4 /3 ) = t －1 /3， ( 8)
当 t → !时 ( 8) 式右端趋于 0． 于是 e －Ｒu =
E［e －ＲU( t) T ＜ !］ψ( u) ，即

ψ( u) = e －Ｒu /E［exp( － ＲU( T) ) T ＜ !］．
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推论 1 ψ( u) ＜ e －Ｒu ．
证 当 T ＜ !时，U( T) ＜ 0，因此

E［e －ＲU( t) T ＜ !］ ＞ 1，

则由定理 2 有 ψ( u) ＜ e －Ｒu ．
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The Ｒisk Model with Investment under Fuzzy Ｒate of Interest
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( 1． Computer College，Dongguan University of Technology，Dongguan Guangdong 523808，China;

2． School of Science，Lanzhou University of Technology，Lanzhou Gansu 730050，China)

Abstract: No matter premium size and fuzzy rate of interest or claim size and fuzzy rate of interest，there are some
membership functions． Based on these conditions，a risk model of first part capital investment under fuzzy rate of in-
terest is set up． The formula of ultimate ruin probability and the upper bound of ruin probability of this model are
obtained． The model is consistent with the actual operation of the insurance company and can be used as a theoreti-
cal basis for the effective control of the bankruptcy risk of insurance companies．
Key words: membership function; fuzzy rate of interest; ruin probability; adjustment coefficient
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