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摘要:提出了一种新的 4 阶偏微分方程去噪模型，与已有 4 阶偏微分方程模型、各向异性扩散模型、各向
异性中值扩散模型和形态学扩散去噪模型相比较，该模型有效地权衡了噪声平滑效果和边缘保持，并通

过数值算例验证了该模型的优越性．
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0 引言

图像去噪是图像处理和机器视觉领域的一个基

本问题，具有大量的应用．目前常用的图像去噪模型
有各向异性扩散模型、各向异性中值扩散模型和形
态学扩散去噪模型［1-3］． 如各向异性扩散模型是利
用 2 阶偏微分方程平衡噪声平滑和边缘保持，但该
方法使得处理的图像具有块状效应． 这一效应在视
觉上很难令人满意，并且很可能使得计算机视觉系

统错误地将图像平滑区域的块状边缘当成图像边缘

来处理．为此有人提出了用 4 阶偏微分方程模型来
权衡噪声平滑效果和边缘保持． 但是当图像具有大
量噪声时，现有的 4 阶偏微分方程不能有效地平滑
噪声，从而使得图像边缘变得模糊．为了克服这一缺
陷，本文提出了一种新的 4 阶偏微分方程去噪模型．
新模型的实验结果表明比已有的 4 阶偏微分方程模
型、各向异性扩散模型、各向异性中值扩散模型和形
态学扩散去噪模型有很大的改进．

1 偏微分方程扩散模型

2 阶偏微分方程去噪的主要缺陷是出现“块状
效应”．先介绍 2 阶偏微分扩散模型产生块状效应
的原因．
假设 u为图像的灰度函数，t 为时间，且 g( ·)

为扩散系数，文献［1］的各向异性扩散模型为
u t = div( g "u ) "u，

其相应的能量泛函模型为

E( u) = ∫Ω f( "u ) dΩ， ( 1)

其中 Ω是图像定义域，f(·) ≥ 0 是关于扩散系数的
增函数，令

g( s) = f '( s) / s，
各向异性扩散可以看作是极小化能量泛函的能量消

散过程．由( 1) 式知，去噪图像是能量泛函的全局极
小化．
由上述分析可知，若没有向后扩散则水平集图

像是能量泛函唯一的极小化图像． 所以各向异性扩
散将会向着水平集函数的方向演化． 又因为各向异
性扩散在图像平滑区域扩散速度较非平滑区域快．
所以尽管所有的块最后融合成一幅水平图像，块将

会出现在早期的扩散中．
综上，可以应用 4 阶偏微分方程去噪模型来避

免块状效应并且权衡噪声平滑和边缘保持． 但是当
图像噪声严重时，4 阶偏微分方程不能有效去噪，并
且会使得图像边缘模糊． 所以本文提出一种新的 4
阶 PDE模型来克服上面提到的去噪缺陷，并通过数
值算法验证了新模型的有效性． 关于 4 阶偏微分方
程的推导，可以参见文献［4］．

2 偏微分方程模型

首先考虑下面定义在 Ω 上的连续函数空间的
泛函

E( u) = ∫Ωf( "2u ) dxdy， ( 2)

其中"2为 Laplacian-算子，f(·) 为非负的增函数，即
f(·) ≥0，f ' ＞ 0．于是，泛函为1个关于图像平滑程



度的增函数，这一平滑程度由 "2u 度量．因此，最小
化这一能量泛函等价于平滑图像． 通过极小化能量
泛函，可以得到梯度下降过程［4］:

u
t

= －"2［f '( "2u ) "
2u
"2u
］ =

－"2［g( "2u ) "2u］，
其中初始条件为带噪声的原始图像． 当 t → !时，可
以得到解．但是为了恰当地权衡噪声平滑和边缘保
持程度，时间演化过程将会提前停止．相应的 4 阶扩
散方程和它的特点的讨论参见文献［5］．
考虑一个平面函数图像，进一步可以看到一个

平面图像是能量函数 E( u) 的全局极小化． 由于
f( "2u ) 的非负性，E( u) 是有界的，并且 E( u) ≥
0．因为 f( "2u ) 是关于 "2u 的增函数，它的全局
极小值处 "2u = 0．所以，全局极小值处有

"2u ≡ 0，( x，y) ∈ Ω． ( 3)
平面图像显然满足方程( 3) ，所以，它是 E( u) 的全
局极小化． 如果 f(·) 为凸函数，那么平面图像是
E( u) 仅有的全局极小化，也就是说，

f ″( s) ≥ 0，s ＞ 0． ( 4)
而代价函数E( u) 在( 4) 式的条件下是凸的．具体证
明如下:

假设 u1，u2 为定义在 Ω上的 2个图像，u1 ≠ u2，

则λ∈ ( 0，1) ，由 Minkowski不等式［6］得
"2［λu1 + ( 1 － λ) u2］ ≤ λ "2u1 +
( 1 － λ) "2u2 ．
因为 f(·) 是严格递增的，所以由上式得

f( "2［λu1 + ( 1 － λ) u2 ) ≤ f( λ "2u1 + ( 1 －
λ) "2u2 ) ，则 f(·) 的凸性为

f( λ "2u1 + ( 1 － λ) "2u2 ) ≤ λf( "2u1 ) +
( 1 － λ) f( "2u2 ) ．

因此
f( "2［λu1 + ( 1 － λ) u2］ ) ≤
λf( "2u1 ) + ( 1 － λ) f( "2u2 ) ． ( 5)
对( 5) 式两边积分得

∫Ω f( "2［λu1 + ( 1 － λ) u2］ ) dΩ≤

Ω∫λ f( "2u1 ) + ( 1 － λ) ∫Ωf( "2u2 ) ，

即 E( λu1 ( 1 － λ) u2 ) ≤λE( u1 ) + ( 1 － λ) E( u2 ) ．因
此，代价函数 E( u) 是凸的．
上面提到的 4 阶偏微分方程模型，将 1 个观察

图像演化为 1 个分段常函数图像． 这个分段常函数
图像是对自然真实图像的较好近似． 但是它留下了
大的和小的孤立的黑白噪声点，这些噪声点会被当

作图像灰度值相比邻近像素点很大或者很小的真实

图像的灰度值．因为图像灰度函数的 Laplacian在噪
声部分很大，所以为了保持边缘，函数 f(·) 在这些
噪声点处迅速变小，并且函数 g(·) 在斑点像素部分
值较小．那么，( 2) 式的右端将会变得很小．因此，斑
点噪声最后没有被改变．所以为了克服此缺陷，本文
提出了新的 4 阶偏微分方程模型

u
t

= －"2［g( "2u ) "2u］－ λ( u － I) ， ( 6)

方程右端第 1 项使得噪声平滑时保持边缘，并且避
免块状效应，这里 g( s) = 1 /［1 + ( s /k) 2］为可选
项，用于保持图像边缘，k 是可选的尺度参数; 方程
右端第 2 项要求平滑后的图像尽量接近原始图像，
该项可以去除大量噪声，并且完整地保持边缘，其中

λ是具体的权重参数．

3 数值算法

3． 1 算法

微分方程( 6) 可以用一个迭代过程数值求解．
假设时间步长为 Δt，空间网格步长为 h，可得时间和
空间坐标为

t = nΔt，n = 0，1，…，x = ih，i = 0，1，…，I，
y = jh，j = 0，1，…，J，

其中 Ih × Jh是图像定义域的大小．可以通过中心差
分格式

"2un
i，j =

un
i+1，j + un

i－1，j + un
i，j +1 + un

i，j －1 － 4un
i，j

h2

得到图像灰度的 Laplacian格式，对称边界条件为
un

－1，j = un
0，j，u

n
i+1，j = un

i，j，i = 0，1，…，I，
un
i，－1 = un

i，0，u
n
i，j +1 = un

i，j，j = 0，1，…，J．
定义 f1 (·) 为

f1("2u) = f '( "2u ) "
2u
"2u

= g( "2u ) "2u，

其中( f1 )
n
i，j = f1 ("2un

i，j ) ，则 f1 (·) 的 Laplacian为
"2 ( f1 )

n
i，j = ［( f1 )

n
i+1，j + ( f1 )

n
i－1，j +

( f1 )
n
i，j －1 + ( f1 )

n
i，j +1 － 4 ( f1 )

n
i，j］/h

2，

对称边界条件为
( f1)

n
－1，j = ( f1)

n
0，j，( f1)

n
i+1，j = ( f1)

n
i，j，i = 0，1，…，I，

( f1)
n
i，－1 = ( f1)

n
i，0，( f1)

n
i，j +1 = ( f1)

n
i，j，j = 0，1，…，J．

从而，微分方程( 6) 的数值近似为
un+1
i，j = un

i，j － Δt"2 ( f1 )
n
i，j － λ( un

i，j － u0
i，j ) ，

其中 u0
i，j 是被椒盐噪声污染的初始图像．
对于时间步长的选择，应该保证迭代的收敛性．

由于方程严重的非线性特点，最优的时间步长很难

理论地得到，并且计算代价很高．本文取时间步长为
0． 25［4］，设置阈值 K = 1． 8，并且 h = 1，λ = 1． 5．
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3． 2 算数值迭代过程的收敛性

定理 1 假设 u0 ∈ L2 ( Ω) ，则存在唯一的函数
u( x，y，t) 且 u ∈ ψ!( ［0，T］; L2 ( Ω) ) ∩ L2 ( 0，T;
H1 ( Ω) ) ，在［0，T］× Ω上有

u
t

+"2 ( g( "2u ) "2u) + λ( u － I) = 0，

在 Γ ×［0，T］上有 u /n = 0，u( 0) = u0 ．
该结论可以从分部意义上得到证明，且唯一的

解 u∈ψ!( ［0，T］× 槇Ω) ．证明过程类似于文献［7］中
的定理 2． 1．
定理 2 设 u0 ∈ L2 ( Ω) ． 由( En ) 定义的序列

( un ) n，在［0，T］上有
dun+1

dt ( t) +"
2 ( g( "2un ( t) ) "2un ( t) ) +

λ( un ( t) － un ( 0) ) = 0，
dun+1

dn ( t) = 0，un+1 ( 0) = u0，

u∈ ψ( ［0，T］; L2( Ω) ) 都收敛于定理1的1个强解．
证 令 an = g( "2un ) ，由文献［8］( 定义

"G* un = "2un ) 知，( En ) 有唯一解 un． 显然在
［0，T］× Ω上有 an ≥ g( ‖"2u0‖L!( Ω) ) ．
下面证明 un 在 ψ( ［0，T］; L2 ( Ω) ) 中收敛到 u，

u为定理 1 中的强解．由文献［4］中的定理 2． 1 得
d
dt ( ‖un+1 ( t) － u( t) ‖2

L2( Ω) ) ≤

4c
θ ‖"

2u( t) ‖2
L2( Ω) ‖un ( t) － u( t) ‖2

L2( Ω) ，

其中 C是依赖于 g和 u0 的一个常数，θ依赖于 g 和
‖u0‖L2( Ω) ，并由定理 1 得

‖u0 ( t) － u( t) ‖2
L2( Ω) ≤ C0，t∈［0，T］，

这里 C0 是依赖于 g和 u0 的一个常数，则t∈［0，
T］，有

‖u1 ( t) － u( t) ‖2
L2( Ω) ≤ C0∫［0，T］a( s) ds，

其中 a( s) = 4C‖"2u( s) ‖2
L2( Ω) /θ．由此可以得到

d‖u2( t) － u( t)‖2
L2( Ω) /dt≤ C0a( t) ∫［0，T］a( s) ds，

并且‖u2 ( t) － u( t) ‖2
L2( Ω) ≤ C0 ∫［0，T］a( s) d( )s 2

/2．

通过迭代可得

‖un+1( t) － u( t)‖2
L2(Ω) ≤

C0

( n +1) ! ∫［0，T］a( s) d( )s n+1
．

从而可以得到序列( un ) n在 ψ( ［0，T］; L
2 ( Ω) ) 中收

敛于定理 1 的 1 个强解．

4 数值实验与结果比较

从图 1 可以看到，当图像噪声不是很大时，已有

的 4 阶偏微分方程模型和新的 4 阶偏微分方程模型
都可以有效地去除噪声，并且都可以避免块状效应．
但是由于 4阶偏微分方程和 Laplacian算子的属性，
当图像噪声严重时，已有的 4 阶偏微分方程去噪模
型都有很多噪声保留了下来，没有有效去除 ( 见图

2( a) ) ，并且图像中妇女的头部边缘也变得模糊，然
而新模型对该边缘处理后完整地保留．
本文提出一种新的 4 阶偏微分方程模型克服了

上面的缺陷．从图2( b) 可知，新模型不仅有效去噪，
得到视觉上满意的效果，并且没有出现“块状效
应”．从表 1可以看到，无论噪声是否严重，新模型处
理结果的 SNＲ值较其他4阶偏微分方程模型大，尽管
后者模型的 ＲMSE 值较小．所以新的 4 阶偏微分方程
模型不仅有效去除了噪声，而且保留了图像的边缘．
此外，新模型处理后的图像的噪声也较少于其他 4
阶偏微分方程模型的处理效果．
这里 SNＲ = 10 × log 10 ×

∑ i． j ui，j －
∑ i，j

ui，j[ ]MN

2

∑ i，j ui，j － uorig，i，j －∑ i，j

ui，j － uorig，i，j[ ]MN

2，

ＲMSE =
∑ i = 1，…，M，j = 1，…，N

( ui，j － uorig，i，j )槡
2

MN ，

其中 uorig，i，j 为原始图像，MN为图像大小．
表 1 图 1 与图 2 的 SNＲ和 ＲMSE比较

图 1 和图 2 SNＲ ＲMSE

图 1( c) 3． 480 0 0． 181 7
图 2( a) 3． 497 0 0． 184 2
图 1( d) 5． 631 6 0． 258 2
图 2( b) 5． 666 1 0． 260 8

下面将比较新的 4 阶偏微分方程模型与各项异
性扩散去噪模型、各项异性中值滤波模型、形态学各
项异性扩散模型的去噪效果．首先，从图 3 的处理结
果来看，各项异性扩散、各项异性中值滤波和形态学
各项异性扩散模型都使得去噪后的图像边缘变得模

糊，特别是图像中女孩的肩部，并且这些模型去噪都

存在块状效应．但是新模型可以很好地平衡去噪和
边缘保持( 见图 3 女孩的肩部) ，并且可以有效避免
块状效应;其次，从表 2 的 SNＲ值来看，新的 4 阶偏微
分方程去噪模型的 SNＲ值较其他模型大．也就是说，
尽管模型去除了噪声，但是结果图像变得模糊了，特

别是图像的边缘区域．所以从结果来看，新的 4 阶偏
微分方程模型的去噪效果显然优于其他模型．
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图 1 对椒盐噪声去噪结果比较

图 2 对椒盐噪声去噪结果比较

表 2 图 3 的 SNＲ和 ＲMSE比较

图 3 SNＲ ＲMSE

图 3( f) 4． 952 0 0． 293 8
图 3( c) 3． 193 3 0． 219 4
图 3( d) 3． 195 4 0． 099 6
图 3( e) 3． 195 8 0． 219 2

5 结论

目前，有诸多图像去噪模型，如文献［9］中的 2
阶偏微分方程模型，文献［10］中的 3 阶偏微分方程
模型及文献［11-15］中的 4 阶偏微分方程模型等．与
已有 4 阶偏微分方程模型来寻求关于图像灰度函数
Laplacian的绝对值的能量泛函一样，本文提出一种
新的 4 阶偏微分方程去噪模型，通过权衡去噪程度
和边缘保持来达到去噪效果． 与已有 4 阶偏微分方
程模型比较，新模型增加了一个修复项来去除噪声，

保持边缘，并证明了该模型数值迭代的收敛性．

图 3 去噪效果比较
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The Image Denoising by Fourth-Order Partial Differential Equations

HU Bin1，QIU Shufang1，YANG Zhihui1，YUAN Shaoyi2

( 1． School of Science，East China Institute of Technology，Nanchang Jiangxi 330013，China;

2． School of Control Engineering Northeastern University at Qinhuangdao，Qinhuangdao Hebei 066004，china)

Abstract: A new denoising model of four order partial differential equations which can be proved to be stable to o-
vercome this deficiency is presented． A comparison among previous fourth-order differential equation，anisotropic dif-
fusion，anisotropic median-diffusion and morpholocical anisotropic diffusion is drawn． The experimental results are
also given．
Key words: image denoising; anisotropic diffusion; morphological anisotropic diffusion; fouth-order partial differenti-
al equations
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