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摘要:建立集合族空间，讨论了公共元的通有稳定性，得到了闭集族空间上的交运算在 Hausdorff 拓扑下
的上半连续性．在 2 种拓扑结构下研究了 Fan Ky点的通有稳定性，显示了集族空间交运算方法具有良好
的适应性．
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0 引言

集值拓扑方法关于通有稳定性的研究自 1951
年 M． K． Fort 的开创性结果以来，在不动点、均衡
点、重合点获得了广泛而优美的结论［1-5］． 近期仍然
有一些新的结果出现［6-11］． 虽然通有稳定性的研究
具有极其丰富的内容，但通有稳定的本质是什么，并

没有太多文献予以揭示． 本文从集族空间公共元的
通有稳定性出发，构造不同的拓扑结构，把 Fan Ky
点的通有稳定性统一到集族空间公共元的通有稳定

性上来，这就从一个侧面揭示了通有稳定的本质，也

为通有稳定性提供一个判决性方法;在拓扑层面上，

对于通有稳定的判定将更加顺畅;在应用问题上，对

于判断通有稳定和相关概念的可接受性也更为便

利． Fan Ky点多种拓扑构造形式也显示集族空间公
共元方法具有广泛适应性．

1 预备知识及符号说明

设( X，d) 是一度量空间，CL ( X) 为 X 的全体非

空闭子集，K( X) 为全体非空紧子集，2X 为幂集．
x∈X，A X及 ε ＞ 0，称 A + ε = { x ∈ X
a∈ A，d( a，x) ＜ ε} 为 A 的 ε 扩张，A，B ∈
CL ( X) ，定义Hd ( A，B) = inf{ ε A B + ε，B A +

ε} ． 这样建立了 Hausdorff 度量空间 ( CL ( X) ，Hd ) ，

称之为集合族空间，简称为集族空间．显然( CL ( X) ，
Hd ) 完备当且仅当 ( X，d) 完备，K( X) 在 ( CL ( X) ，
Hd ) 中闭．

定义 1 X，Y 均为拓扑空间，F: X → 2Y 为集值

映射，x0 为 X中的一点．称 F在 x0 上半连续，若 Y中
任何一个 F( x0 ) 开邻域 u，x0 邻域 v，x' ∈ v 有
F( x')  u． F在 X中每一点都上半连续，则称 F在 X
上上半连续．
引理1［3］( Fort定理) X为拓扑空间，Y为度量

空间，F: X→ 2Y 上半连续且非空紧值 ( 即 usco 映
射) ，则存在 X的稠密剩余集 Q，使 F在 Q上半连续
从而连续．

2 集族空间的主要结果

由于均衡点、重合点和不动点等问题可以转化
为有限集合族的交［12-13］，但 Fan Ky点却只能是无限
集合族的交．因此，需要在指标集为无限不可数集时
定义集合族空间;有限个数的集合形成集合族空间

相对简单，交运算的凸性、非空性、连续性可以得到
保证．事实上，在指标集为无限不可数集时，有关集
合族极限的交运算非空的结论仍然成立，从而在无

限不可数的指标集上也可以定义集合族空间．当然，
在无限个数的集合族空间上，赋予拓扑结构可以更



多形式，不同的拓扑结构各具特性;以水平集度量函

数刻画 Fan Ky点问题空间，此空间未必完全符合度
量的规范公理，但却能够同样导出问题空间的合适

拓扑结构，毕竟拓扑结构要弱于一般的度量结构．而
若以 Hausdorff 拓扑考察 Fan Ky 点的通有稳定性，
则需要对集族空间做进一步的扩充． 2 种拓扑结构
各有优劣，而集族空间方法却都能够适应．
定义 2 ( X，d) 是完备度量空间，I 是指标集

( 可以是无限不可数集) ，紧族{ βα} α∈I 在 ( X，d) 上
适合∩

α∈I
βα ≠．适合以上条件集族的全体形成 YI，

称 YI 为 X上指标 I 的紧集族空间，简称集族空间．
y1，y2 ∈ YI，分别记 y1 = { β1α} α∈I，y2 = { β2 } α∈I，

ρI ( y1，y2 ) = sup
α∈I

Hd ( β
1
α，β

2
α ) ，显然 ρI ( y1，y2 ) 是 YI上

的度量．

定义3 设y = { βα} α∈I∈YI，记FI ( y) =∩
α∈I

βα，

称集值映射 FI : Y→ 2X 为 YI 上的公共元映射．
定理1 度量空间( X，d) 完备，则 X上指标 I的

紧集族空间( YI，ρI ) 是完备度量空间．
证 任取( YI，ρI ) 的柯西列{ y

n} !n =1，y
n = { βnα} α∈I ．

对每个固定的 α∈ I，{ βn
α}

!
n = 1必有极限 βα，且 βα紧;

全体 βα形成集族{ βα} α∈I ．下证 y = { βα} α∈I∈ YI，即

∩
α∈I

βα ≠．

随意固定 α0 ∈ I，βα0 ∈ y，∩
α∈I

βα =∩
α∈I
( βα ∩

βα0 ) ，记 γα = βα ∩ βα0 ; 要证 ∩
α∈I

γα ≠ ，只要证

{ γα} α∈I 具有有限交性质． 对任何有限个 γα1，γα2，

…，γαk，有∩
α∈I

γα = ∩
α∈I

β( )α ∩ βα0，∩
k

i = 1
γαi =∩

k

i = 0
βαi ．而

对于 i = 0，1，2，…，k，显然有 βn
αi → βαi n→( )! 且

∩
k

i = 0
βn
αi ≠ ． 由文献［10］引理 3 以及引理 4 知，

∩
k

i = 1
γαi =∩

k

i = 0
βn
αi ≠，从而 y = { βα} α∈I∈YI．另一方

面，ρ( yn，y) → 0，从而( YI，ρI ) 完备．
定理 2 在完备度量空间( X，d) 生成的集族空

间( YI，ρI ) 上，公共元映射 FI是 usco映射，从而存在
YI 的稠密剩余集 Q，使得 FI : YI → 2X 在 Q上连续．
证 显然 FI 是非空紧值的，要证 FI 是 usco映

射，只要证明 FI 上半连续即可．
YI 中任取收敛列{ yn} !n = 1 ( 记 yn = { βn

α} α∈I 以及

yn → y0，y0 = { β0α} α∈I ) ．对∩
α∈I

β0α的任意开邻域 G可

证 y0 = { β0α} α∈I 中必有有限个成员，其交包含于 G
中．否则，可设 y0 = { β0α} α∈I中任何有限交不包含于

G，记 1≤ i≤ k，任取 k个 β0αi ∈ z0，必有∩
k

i = 1
β0αi  G，

则 β0α1 ∩…∩ β0αk ∩ Gc ≠，其中 Gc 为 G的补集．

于是 y0 ∪ Gc 为具有有限交性质的闭族． 随意固定

α0，βα0 紧，β
0
α0 ∩ β0α 及β

0
α0 ∩ Gc 均为 βα0 的闭子集也

具有有限交性质，从而全体交非空 ∩
α∈I

β0α( )
0 ∩ Gc ≠

，则矛盾于∩
α∈I

β0αG．故 y0 = { β0α} α∈I中必有某有

限个成员 β0α1，…，β
0
αk，其交∩

k

i = 1
β0αi  G．考虑到∩

k

i = 1
β0αi

紧，有d ∩
k

i =1
β0αi，G( )c = d0≠0，故有 ∩

k

i =1
β0α( )

i
+ d0 /3G．

因此，ε0，使∩
k

i = 1
( β0αi + ε0 )  ∩

k

i = 1
β0α( )

i
+ d0 /3

G． yn→ y0，N，n≥N，ρI ( yn，y0 ) ≤ε0，则α∈ I均

有 βn
α  β0α + ε0，故 ∩

k

i = 1
βn
αi ∩

k

i = 1
( β0αi + ε0 ) 

∩
k

i = 1
β0α( )

i
+ d0 /3 G，则显然 F( yn )  G． FI : YI → 2X

的上半连续得证，从而是 usco映射．由引理1知YI上

存在稠密剩余集 Q，使得 FI : YI → 2X 在 Q上连续．
定理 2 说明集族空间( YI，ρI ) 上公共元通有稳

定，紧空间上交运算虽然不是连续运算，但在绝大多

数点上上半连续，从而在Baire意义下绝大多数的情
形是连续的．事实上，交运算的上半连续性是通有稳
定性的一个本质特征，特别是交运算方法能够适应

镶嵌拓扑结构的差异．
当然，把一般问题空间转化到集族空间的过程

中，需要构造一般问题空间到集族空间的映射，某些

情况下这个映射未必连续，为此考虑半连续情况．设
问题集M是度量空间，集值映射F: M→2X是问题空

间的解映射，定义单值映射 L: M→ YI，称 L在点 h∈
M是半连续的，若ε ＞ 0，δ ＞ 0，当 h'∈ h + δ( 记
L( h') = { β'α} α∈I，L( h) = { β'α} α∈I ) 时，对任何

α∈I均有 β'α βα + ε;称 L在M半连续，若 L在M
的每一点都半连续． 显然问题空间到集族空间的映
射连续必然半连续．
定理 3 若 M上存在半连续单射 L: M→ YI，使

F = FI  L，则存在稠密剩余集 Q，使 F在 Q上连续．
证 由 F = FI  L知，F是非空紧致的．只须证

F在 M上每一点 h处上半连续即可．
对于任何开集 G F( h) = FI ( L( h) ) ，有有限

个 α1，α2，…，αk使 βαi∈ L( h) 且∩
k

i = 1
βαiG．由∩

k

i = 1
βαi

紧，必有 ε ＞ 0使( ∩
k

i = 1
βαi ) + ε G．显然有某 ε' ＞ 0
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使∩
k

i = 1
( βαi + ε')  ( ∩

k

i = 1
βαi ) + ε．对于上述 ε'，由于 L

是半连续的，δ ＞ 0，当 h' ∈ h + δ时( 记 L( h') =

{ β'α} α∈I ) ，有 ∩
α∈I

β'α ∩
k

i = 1
β'αi ∩

k

i = 1
( βαi + ε') ，从而

有 ∩
α∈I

β'α G．综合上述，F在 h处是上半连续的，从

而是 usco映射． 根据引理 1，存在 M 的一个剩余集
Q，使 F在 Q上连续．
定理 3 是沟通集族空间和一般问题空间的核心

环节，这说明问题空间到集族空间上的关联映射 L
只需具有较弱的条件，就能够借助集合族的交运算

确定通有稳定性质．集族空间指标集的势越大，则关
联映射 L的连续性越难保持，但在更弱的条件下依
然能够保证 FI  L的相关连续性．

3 Fan Ky 点多重拓扑下通有稳定性
集族空间刻画

文献［14］归纳了 Fan Ky 点的广泛应用，文献
［15-16］充分考虑了 Fan Ky 点在不同结构下的属
性．在不同拓扑结构下 Fan Ky 点的稳定性意义不
同．本部分运用集合族公共元方法研究 Fan Ky 点
在 2 种拓扑结构下的通有稳定性．

3． 1 水平集拓扑下 Fan Ky点的通有稳定性

首先运用集合族公共元方法在水平集拓扑下研

究 Fan Ky点的通有稳定性．虽然利用水平集来定义
问题空间上的度量、刻画扰动会产生一些局限，但水
平集拓扑更便于 Fan Ky点和截口定理等之间关联．
设线性度量空间( E，d) 的子集 X 紧凸，φ: X ×

X→ Ｒ适合
( i) y∈ X，φ(·，y) 下半连续;
( ii) x∈ X，φ( x，·) 为拟凹函数;
( iii) y∈ X均有 φ( y，y) ≤ 0．
设 M = { φ: X × X → Ｒ φ 适合以上 3 条件且

sup
( x，y) ∈X×Y

φ( x，y) ≤+ !} ．

根据Fan Ky不等式，必有x* ∈X，使φ( x* ，y) ≤
0( y∈ X) ．称该 x* 为 φ的 Fan Ky点，记 φ的全体
Fan Ky点集为 F( φ) ，则 φ→ F( φ) 定义了一个集值
映射，记为F: M→2X，它是Fan Ky点的解映射．紧度
量空间( X，d) 必完备，首先确定指标集 I = X，定义
集族空间YI = { { βy} y∈X { βy} y∈X为X的紧集族，适

合 ∩
y∈X

βy ≠ } ，由定理 1 可知集族空间 ( YI，ρI )

完备．

对每一 φ∈M，定义{ βφy } y∈X，βφy = { x φ( x，y) ≤
0} ．由 φ(·，y) 下半连续知，βφy = { x | φ( x，y) ≤ 0}
闭从而紧．又 φ: X × X→Ｒ存在 Fan Ky点，全体 Fan
Ky点集 F( φ) = ∩

y∈X
βφy ≠ ，则 { βφy } y∈X ∈ YI． 记

{ βφy } y∈X = L( φ) ，则 φ→ L( φ) 定义了单值映射 L:
M→ YI．此处的 βφy 是一个特定的水平集．
在 M 上引入函数 ρM 为 φ1，φ2 ∈ M，ρM ( φ1，

φ2 ) = ρI ( { βφ1y } y∈X，{ βφ2y } y∈X ) ．显然 ρM 是非负值的
且 ρM ( φ1，φ2 ) = ρM ( φ2，φ1 ) ，ρM ( φ1，φ2 ) ≤ ρM ( φ1，

φ3 ) + ρM ( φ3，φ2 ) 适 合 三 角 不 等 式，φ1 =
φ2ρM ( φ1，φ2 ) = 0．事实上，ρM 是在特定水平集上
定义度量函数，但当 ρM ( φ1，φ2 ) = 0时未必有 φ1，φ2

是 M中同一元，故称 ρM 为伪度量． 如取 φ1 ∈ M，
F( φ1 ) ≠ ，对每个 x* ∈ F( φ1 ) ，y ∈ X 有
φ1 ( x

* ，y) ≤ 0，定义

φ2 ( x，y) =
φ1 ( x，y) ， x≠ x* ，

φ1 ( x，y) － 1，x = x*{ ，

显然 φ2 ∈ M且 ρM ( φ1，φ2 ) = 0．
但文献［17］证明( M，ρM ) 按 ρM的柯西列完备，

而在拓扑意义上可以证明任意剩余集都稠密． 事实
上，设 G1，G2，…，Gn，… 是可数个开稠集，只要证

G = ∩
!

i = 1
Gi 也在 M上稠密，为此要证任意开集 u，必有

u∩ G≠．现设 u 为 M 中的开集，对于每个 i ∈
N( 自然数集) ，定义开球 B( xi，εi ) 如下: 首先，任取

x1 ∈ M，ε1 ＞0 使 B—( x1，ε1 )  u; 对于 i ≥ 1 假设
B( xi，εi ) 已定义，如下作出B( xi+1，εi +1 ) ，由于Gi是开

稠集，则B( xi，εi ) ∩Gi是非空开集，任取xi+1∈B( xi，

εi ) ∩ Gi，限 εi +1 ＜ 1 ( i + 1) ，使［B
—
( xi+1εi +1 ) 

B( xi，εi ) ∩ Gi ．根据作法知序列{ B( xi，εi ) } 满足:对

任何 i∈ N，εi ＜ 1 i，B—( xi+1，εi +1 )  B( xi，εi ) ∩ Gi

且 B( xi+1，εi +1 )  B( xi，εi ) ．注意到伪度量空间 M是

完备的( 柯西列有极限) ，则∩
!

i = 1
B—( xi+1，εi +1 ) ≠．于

是，∩
!

i = 1
B—( xi+1，εi +1 ) ∩

!

i = 1
( u∩ Gi ) = u∩ G．故 u ∩

G≠，这说明 M的任何剩余集都稠密．
定理4 在M上必存在一个稠密剩余集Q，使F

在 Q上连续．
证 作映射 L: M→ YI 为 L( φ) = { βφy } x∈X ．显

然 L是连续单射，且 L是M→YI的半连续映射．而F:
M→ 2X 可以写为 F = FI  L，根据定理 3结论成立．
定理4说明Fan Ky点关于水平集度量是通有稳
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定的，当然这里的度量是伪度量． 文献［18］中设
( M，ρM) 为伪度量空间，定义 B( x，r) = { y: ρM( x，y) ＜
r} 为以 x为球心、r为半径的开球，把开球作为开集，
则所有开球形成了 M的一个拓扑子基，故伪度量空
间也能够导出拓扑空间，并且这里导出的拓扑未必

比严格的度量空间导出的拓扑更弱．

3． 2 Hausdorff拓扑下 Fan Ky点的通有稳定性

按水平集拓扑确定指标集 I = X，定义集族空间
YI = { { βy} y∈X} ，( YI，ρI ) 完备． 但在这里的 YI =
{ { βy} y∈X} 赋予 Hausdorff拓扑时，虽然有关 Fan Ky
点的解映射能够表示为由问题空间到集合族空间上

的映射和公共元映射的合成，但从问题空间到集合

族空间上的映射不是半连续的，所以需要重新设置

新集合族空间．
同样，设线性度量空间( E，d) 的子集 X 非空紧

凸，φ: X × X→ Ｒ适合
( i) y∈ X，φ(·，y) 下半连续;
( ii) x∈ X，φ( x，·) 为拟凹函数;
( iii) y∈ X，均有 φ( y，y) ≤ 0．
同样设M = { φ: X × X→Ｒ φ适合上述 3个条

件且 sup
( x，y) ∈X×Y

φ( xy) ≤+ !} ;f，g∈M，记 ρM ( f，g)

= sup
( x，y) ∈X×Y

f( x，y) － g( x，y) ，易证 ( M，ρM ) 完备．

记 φ的全体 Fan Ky点之集合为 F( φ) ，φ→ F( φ) 定
义了解映射 F: M→ 2X ．
为利用度量空间 ( E，d) 的紧子集 X 上导出的

Hausdorff拓扑定义扰动，需要在更大数量的集合形
成集族空间． 为此，对于以上紧度量空间 ( X，d) ，
( X，d) 完备，以 X × N 为指标集( 其中 N 为自然数
集) ，定义集族空间 YI = { { β ( y，n) } ( y，n) ∈X×N

{ β( y，n) } ( y，n) ∈X×N闭集族且适合 ∩
( y，n) ∈X×N

β( y，n) ≠} ．

显然( YI，ρI ) 完备，这里 ρI 是集族空间上的度量，公
共元映射 FI 是 usco映射．
又对每一 φ ∈ M，定义{ βφ ( y，n) } ( y，n) ∈X×N，其中

βφ( y，n) = { x φ( x，y) ≤ 1 /n} ． 由于 φ(·，y) 下半连
续，故 βφ( y，n) = { x φ( x，y) ≤1 /n} 闭．又由于φ: X ×
X→Ｒ存在 Fan Ky点，明显 φ的全体 Fan Ky点的集
合 F( φ) = ∩

( y，n) ∈X×N
βφ( y，n) ≠，则{ βφ( y，n) } ( y，n) ∈X×N∈

YI． 记{ βφ( y，n) } ( y，n) ∈X×N = L( φ) ，则 φ→ L( φ) 定义了
一个单值映射 L: M→ Y．
定理5 在M上存在一个稠密剩余集Q，使F在

Q上连续．
证 显然F = FI  L，故FI非空紧致，只需证明

FI 的上半连续性，即可证明 F是 usco映射．

对任意 { φn} ，φn → φ0，取 X 中任何开集 G 
F ( φ0 ) ，则 ∩

( y，n) ∈Y×N
βφ0( y，n)  G，由于紧必有有限个成

员之交含于 G 中，故设 βφ0( yi，ni) ( 1 ≤ i ≤ k) 使得

∩
k

i = 1
βφ0( yi，ni)  G．

又设 n0 = max{ n1，n2，…，nk} ，则 ∩
k

i = 1
βφ0( yi，n0) 

G，另取 nl = n0 + 1，则 1 nl ＜ 1 n0 ．由于 φn→ φ0，

取 2ε = 1 n0 － 1 nl，N ＞ 0，当 n ＞ N 时，
φn ( x，y) － φ0 ( x，y) ＜ ε恒成立． 当 x 适合 φn ( x，

yi ) ≤ 1 nl 时，则有 φ0 ( x，yi ) ≤ 1 n0，故 βφn( yi，nl) 

βφ0( yi，n0) ，从而 ∩
k

i =1
βφn( yi，nl)  G，即有 FI ( L( φn) )  G，则

F( φn)  G，F的上半连续得证．
综合上述，F: M→ 2X是 usco的．由引理 1知，在

M上存在一个稠密剩余集 Q，使 F在 Q上连续．
定理 5说明，Hausdorff拓扑下 Fan Ky点具有通

有稳定性．

4 结束语

Fan Ky点的通有稳定性可以转化为集族空间
的公共元通有稳定性．由于 Fan Ky点可以采用不同
的拓扑结构来描述扰动，所以它们都可以用集族空

间的公共元通有稳定性来分析，这也说明集族空间

公共元通有稳定性方法具有很好的适用性． 有文献
表明即使当问题空间的解映射不能只由FI  L合成，
而要包含投影映射时，集族空间公共元通有稳定性

方法仍然具有很好的适用性．当然，对集族空间还可
以进一步研究，一方面，可以赋予指标集以拓扑结

构，这将有更强的结论; 另一方面，可以减弱对指标

集的要求，直至去掉指标集，这样将使集族空间有更

广泛应用．而通过运用交运算的方法研究通有稳定
性，进而判断现实问题中模型构造和相关解概念构

造的合理性也更为便利．
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Abstract: A family-of-set space is established． And its common elements' generic stability is studied． The upper
semi-continuity of operation of sets' intersection in family-of-closed-set space is obtained． And generic stability of
Fan Ky point is studied in diverse topology． It has good applicability of the method of sets' intersection in family-of-
closed-set space．
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