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0 引言

给定属性个数及其层级关系，就可计算可达矩

阵 Ｒ，在 Ｒ的基础上，应用扩张算法［1-3］可以获得潜
在 Q矩阵［4］，或者使用缩减算法［5-6］获得简化 Q 矩
阵．所谓潜在Q矩阵就是简化Q矩阵，也就是所有非
零的知识状态( 项目) 的属性向量．扩张算法或者渐
近式扩张算法［7］可以将可达阵扩张成为潜在 Q 矩
阵．扩张算法是一个简单的算法，基于可达阵Ｒ的扩
张算法如下:

1) 给定 Ｒ，令 Q = Ｒ并且令 j = 1;
2) 将Q第 j列和 j列右边所有列作布尔并，若布
尔并的结果和 Q阵中已有列均不相同( 即生成新的
列) ，则在 Q的最右边增加这个新列以扩充 Q，扩充
后的 Q阵仍然记为 Q;

3) j = j + 1，若 j≤ K则转 2) ，否则结束．
根据扩张算法，任意一个知识状态，可以表为 Ｒ

列的布尔并，也称为 Ｒ 列的线性组合［8］，组合系数
为 0 或 1．这是可达阵的一个重要性质，而且已经证
明，可达矩阵 Ｒ的这个性质是潜在 Q矩阵中任何其
他的上三角子矩阵不可替代的［8］． Ｒ 列的线性组合
表示知识状态，但是表示的方式不一定唯一;实际上

也就是知识状态分解为 Ｒ 列的布尔并时，分解方式
不唯一．

Ｒ的列( 代表题目所测属性或者知识状态) 经
过交换以后( 置换变换) ，虽然不是上三角矩阵，但

知识状态仍然可以由它列的线性组合表示［8］． 本文
试图从知识状态由可达阵列的线性组合表示，但是

表示方式不一定唯一入手，讨论这些表示形式之间

的关系和应用． 以下将“知识状态可由可达阵的列
的线性组合表示，但是表示方式不唯一”简称为“知
识状态分解方式不唯一”．
本文先给出一些约定和符号，然后讨论非零知

识状态的不同分解方式之间的关系，以及这些不同

分解方式在定理证明、补救教学和对“教学目标诊
断”的解释中的应用，并且将某些结果推广到多值
Q矩阵．

1 记号和约定

给出 K个属性 Aj，j = 1，2，…，K 及其层级关系

H，可以获得相应的 Hasse 图［9］，由 Hasse 图可获得
邻接矩阵 A，它表示属性之间的直接先决关系
( immediate prerequisite relation) ［6］． A是反自反、反
对称、反传递关系的关系矩阵． A 可以表示认知模
型，即属性及其层级关系．令B = A + E，这里E是和
A同阶的单位矩阵．对 B使用Warshall算法［9］可获
得可达阵 Ｒ． Ｒ表示属性之间的直接和间接关系，也
就是Ｒ的第 j列 rj表示1条到属性 Aj的路，即 rj中非
零元对应到 Aj 的结点． Ｒ是满足自反、反对称、传递
关系的偏序关系的关系矩阵，显然其对角元均为 1．
若无特别说明，本文的可达阵 Ｒ 是在 Hasse 图基础
上导出的，因此是 0-1 上三角矩阵． 如上所述，根据



可达阵，使用文献［5-6］的方法或者扩张算法可以
得到行对应属性、列对应题目的潜在 Q 矩阵( 记为
Qp ) ;使用文献［4］的术语，潜在 Q矩阵添加一个零
列，称为学生 Q矩阵，记为 Qs ．扩张算法可以揭示学
生 Q矩阵中每一列的构成和可达阵列之间的关系．
每 1个认知诊断测验，对应一个Q矩阵，本文称之为
测验 Q矩阵，记为 Qt，它是 Qp 的子矩阵．这里约定，
测验 Q矩阵的列不重复．
可达阵Ｒ的每1列表示的是1条路．为了便于引

用，本文将其列为如下引理．
引理 1 可达阵的第 j列表示 1 条到属性 Aj 的

路，rj中非零元对应这条路上的结点( 属性) ，这些结
点对应 Aj 的先决属性，反之 Aj 的所有先决属性均在

这条路上，j = 1，2，…，K．
通俗地说，对以上三角矩阵形式出现的可达阵

来说，第 j列上非零元素表达“目的地”为属性 Aj 的

路上的“接力站”．
由于属性可能存在层级关系，采取基本层级关

系划分为独立型、根树型和菱形的方式［10-11］，这是
K． K． Tatsuoka等［12］的 4 种基本层级关系的补充和
概括．
本文用 x≤ y表示 2 个维数相同的向量之间的

“大小”关系，如果 y的每 1 个分量不小于 x 的相应
分量;如果 x≤ y并且至少 y有 1个分量大于 x的对
应分量，这时称 x小于 y，记为 x ＜ y．

2 0-1情形下扩张算法的进一步的结果

前文述及Qs中任何1个列向量均可表示为Ｒ列

的线性组合，但是表述方式不唯一．因为零向量的表
示是微不足道( trivial) 的，所以本文不考察零向量
的表示，而仅仅考察非零向量的表示．
若 x是Qp中1列，则由扩张算法，由上所示，x可

以由可达阵 Ｒ 的列线性表示，但表示方式可以不
唯一．
令 Sx = { r ( r 是 Ｒ的列) 并且( r≤ x) } ．
定义 1 Sx 中所有向量的布尔并称为 x 的“累

赘”表达式． Sx 中每 1 个列均称为 x的组合分量，也
称组合分量为构成向量［13］．
定义 2 S'x是 Sx 的子集，并且 S'x 中任何 2 个不

同的向量均不可比较，则 S'x中所有向量的布尔并称
为 x的简洁表达式．
例 1 K = 5，层级关系如图 1 所示．

图 1 5 属性根树型
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= ［r1r2r3r4r5q6q7q8q9q10］，

q6 = r2 ∨ r5 ( q6 的简洁表达式) = r1 ∨ r2 ∨ r5 ( q6

的累赘表达式) ．
显然，任何一个知识状态 x 既有累赘表达式又

有简洁表达式，这是因为集合 Sx和 S'x 都不是空集．
而且知识状态 x的累赘表达式和简洁表达式相等，
当且仅当简洁表达式中仅含 1 个组合分量．事实上，
如果简洁表达式至少包含 2 个不同的组合分量，则
任意选取 2 个不同的组合分量的布尔并必然是累赘
表达式中的 1 个组合分量，这和 2 种表达式相等的
假设矛盾．
更进一步，如果知识状态 x 的这 2 种表达式相

等，这时，x是单位矩阵中的某 1 列．反证之，如果这
1列至少包含 2个不等于 0的分量，注意到 x的累赘
表达式和简洁表达式相等，这时 x 本身就是 Ｒ 中的
某 1列．由于 Ｒ表达属性之间直接或间接关系，如果
至少包含 2 个非零元素的 x表达的是属性之间的直
接关系，则必定有一个属性是另一个属性的直接先

决( immediately prerequisite) 属性［6］，比如说 u是 v
的直接先决，则属性 u 所在的行对应的第 u 列的元
素为 1，这个 u列必定是 Ｒ的列并且一定小于 x，于
是 u列和 x 列应该在累赘表达式之中． 这和累赘表
达式仅仅包含 1 列矛盾; 如果 x 表达的是属性之间
间接关系，则 x当然可以表示成为 Ｒ 的若干个表示
属性之间直接关系的列的布尔并． 这又和累赘表达
式仅仅包含1列矛盾．因此这时候 x只能够包含1个
且仅仅 1 个非零元素，即为单位矩阵的某1 列．
累赘表达式和简洁表达式的可能应用: 1) 如果

某个题目当中所有属性代表一个教学目标，而有的
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学生达到这个目标有困难，老师对这一类学生的辅

导可能有的路径对应于累赘表达式中组合分量的数

目，而对应的简洁表达式是最快的补救路径; 2) 教
学目标可以分成“简单”和“复杂”2类．所谓“简单”
的教学目标，对应表示成上三角形式的可达阵的对

角元对应的属性;要达到这个教学目标，可能要掌握

若干个位于这条路( 对应可达阵的 1 列) 上的所有
属性;“复杂”的教学目标是几个“简单”的教学目
标的复合，对应于潜在 Q矩阵中由可达阵扩张出来
的列，或者说对应复合成为这 1 列的组合分量．“复
杂”教学目标的命名要由学科专家、命题专家给出．
这样，有可能将传统的基于经典测量理论的“教学
目标诊断”方法转向和基于使用认知诊断模型的现
代认知诊断方法结合． 比如可以找出 2 种方法的不
同，又比如“教学目标诊断”可以采用现代的认知诊
断测验的设计原理进行设计; 3) 其他应用见本文的
定理 1 和定理 2．

定理 1 α∈ QS，α = ∨
h

j = 1
rij 是 α的累赘表达式，

将单位阵 E按列划分，E = ( e1，e2，…，ek ) ，则 α =

∨
h

j = 1
rij = ∑

h

j = 1
eij，∑

h

j = 1
eij =∨

h

j = 1
eij ．

证 注意到 Ｒ是对角元均为 1的上三角阵，故

∨
h

j = 1
rij 在 i1，i2，…，ih 位置必定为 1，从而

∑
h

j = 1
eij ≤∨

h

j = 1
rij， ( 1)

往证∑
h

j = 1
eij ＜ ∨

h

j = 1
rij 不成立． 若不然，存在某个 rt ∈

Sα，rt中有1个元素 rwt = 1，且 w { i1，i2，…，ih} ．由
于 rt中不等于 0的元素的最大足标为 t，且 w ＜ t，于
是可知 Ｒ中第 w列 rw ≤ rt，但 rt ≤ α，故 rw ≤ α，由

α的累赘表达式定义，知 rw应在∨
h

j = 1
rij之中，这与 w

{ i1，i2，…，ih} 矛盾，所以∨
h

j = 1
rij = ∑

h

j = 1
eij ．证毕．

例 2 ( 续例 1) ．例 1中的 q6 = r1 ∨ r2 ∨ r5 =
e1 + e2 + e5 ．
任意一个知识状态当然可表示为单位矩阵列的

线性组合，定理 1 还指出，任意一个知识状态也可表
示为可达阵的列的线性组合，有趣的是，累赘表达式

中组合分量的下标和由单位矩阵列的线性组合的组

合分量的下标完全一致．而 Ｒ-等价类中不等于 Ｒ的
矩阵的列虽然可以将知识状态表示出来，但是其表

达形式不一定满足定理 1．例如 K = 4，独立属性，将

单位矩阵的第1，2，3，4列分别放在第2，3，4，1列，得
到的是Ｒ-等价类中的矩阵，记为Ｒ2，若Ｒ2按列剖分

为( r1，r2，r3，r4 ) ，对于知识状态( 0，1，1，1)
T = e2 +

e3 + e4 = r1 ∨ r2 ∨ r3 ．这时 2组的组合分量的下标
不重合．
引理 2 α是 QS 的列，α中等于 1 的元素的个

数，等于其累赘表达式中组合分量的个数．
证 定理1中α的累赘表达式中组合分量和单

位矩阵的列一一对应，而由单位矩阵列的相加，立即

得到这个结论．证毕．
假设 r是测验项目的属性向量，α是被试的知识

状态，用α  r表示α在测验项目上的理想反应．如果
Qt 是测验 Q矩阵，用 α  Qt 表示在这个测验上的理

想反应模式．
定理 2 在 0-1 评分和属性之间无补偿条件

下［14-15］，α∈ Qs，有

α  Ｒ = αT ． ( 2)
注意，这时 α  Ｒ 为行向量，α为列向量，所以

( 2) 式最右边必须加上转置符号．

证 取 α的累赘表达式 α = ∨
h

j = 1
rij ． 则对所有

rij ∈ { ri1，ri2，…，rih} ，有 rij ≤ α，从而 α  rij = 1．

从而 α  Ｒ = ( α  r1，α  r2，…，α  rk ) = ∑
h

j = 1
eij

T =

αT ．证毕．
丁树良等［14-15］给出定理 2，但是这里的证明使

用学生 Q矩阵中的向量的累赘表达式的概念，证明
的思路是新的．
称可达阵的列经过置换以后使得到的矩阵的全

体为 Ｒ-等价类． 准确地说，Ｒ-等价类 = { P P =
ＲG，G是置换矩阵} ．需要注意的是如果 Ｒ1 是 Ｒ-等
价类中和Ｒ不相等的元素( 矩阵) ，则Ｒ1作为测验Q
矩阵，却不可能保证任何一个知识状态对应的理想

反应模式的转置仍然是这个知识状态． 因为对于
Ｒ1，这时候知识状态对应的理想反应模式的转置

中，分量的顺序发生了变化［8］． 这一点，在文献
［10-11］中没有考虑到，所以这里作为一个引理
给出．
引理 3 假设 Ｒ1 是 Ｒ-等价类中不等于 Ｒ的矩

阵，则对任意 2个不同的知识状态 α和 β，α≠ β，则
α  Ｒ1 ≠ β  Ｒ1 ;然而对于任意的知识状态α，α  Ｒ1 =

αT 不一定成立，而 α  Ｒ = αT 一定成立．
证 因为 α  Ｒ1 仅仅是 Ｒ的列经过置换而得，

所以 α  Ｒ1 只是 α  Ｒ经过置换即得．从而得出第 1
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个结论;文献［14-15］已经证明对于任意的知识状
态 α，α  Ｒ = αT 一定成立，但是对于任意的知识状

态 α，α  Ｒ1 是 α的转置，所以不能够保证 α  Ｒ1 =

αT ．证毕．
Ｒ经过列的置换以后，不能够保持上三角这种

阶梯形的形状．若 Ｒ的行，列经过相同的置换后( 记
为 Ｒ0) 可保持是三角阶梯形，但还是不能保证对一
切知识状态 x，x  Ｒ0 = xT

3 多值 Q矩阵情形

0-1 矩阵的扩张算法是在可达阵的基础上进行
的( 当然也可以在任意 Q矩阵的基础上进行形式上
的扩张，但是这样做不能够保证所有的知识状态都

能够扩张出来) ，所以讨论多值情形下的扩张算法，

首先介绍将 0-1 可达阵转化为多值拟可达阵的膨胀
算法［13-14］．这个膨胀算法是根据 Sun Jianan等［15］的
做法开发的．设有 K个属性 A1，A2，…，AK，属性 Ai 的

最高水平为且为 wi，wi ≥ 1 整数，i = 1，2，…，K，记

w =∑
K

j = 1
wj．先依照属性及其层级关系给出K × K的2

值可达阵Ｒ2，然后对Ｒ2的( i，i) 元，扩充为1个wi行

向量( 1，2，…，wi ) ，i = 1，2，…，K，于是将K × K的Ｒ2

矩阵“膨胀”为 1 个 K ×∑
K

i = 2
wi 的多值可达阵 Ｒp ．

多值情形的扩张算法实质上是将 0-1 情形的扩
张算法中布尔并运算 a∨ b修改为max( a，b) 即可．
具体地讲，第 1 步将拟可达阵 Ｒp 按列剖分: Ｒp =
( r1，r2，…，rw ) K×w ;第 2 步，对 Ｒp 实施扩张算法．
将基于 Ｒp 使用多值扩张算法获得的矩阵称为

多值潜在Q阵( 记为Qp
( p) ) ，由此可以得到多值学生

Q阵和多值测验 Q阵．可以得到如下的引理．
引理 4［13］ 任取 Qp

( p) 中 1 列记为 α，则 α =

∨
h

t = 1
rit，rit是 Ｒp中的列，即 α可以表示为 Ｒp中列的布

尔并．
证 由扩张算法即得．
对于多值 Q矩阵中的向量表成拟可达阵［13］中

的列的线性组合，同样定义累赘表达式和简洁表达

式．以下讨论累赘表达式中包含多少个组合分量的
问题．
定理 3 假设 α是多值 Q矩阵的列向量，并且

它具有累赘表达式 α =∨
h

t = 1
rit，则 α中所有元素的和

等于组合分量的个数 h．

对于定理 3，最简单的证明方法是采用膨胀算
法将多值 Q矩阵( 包括拟可达阵) 进行膨胀，化成
0-1( 布尔) 矩阵［13］，然后用上述布尔矩阵的相关
结论．
虽然丁树良等［13-14］ 讨论了多值 Q 矩阵中拟可

达阵的重要作用，但是多值 Q矩阵的理想反应模式
的计算仍然采用 Sun Jianan 等［15］的方式． 事实上，
多值 Q矩阵中理想反应模式的计算问题，由评分规
则确定，也就是说，不同的评分规则，导致不同的理

想反应和理想反应模式．这里介绍另外一种计算 α 
Ｒp的方法，使用这种评分规则，可以使得α  Ｒp的维

数和知识状态 α的维数相同． 一般来讲，如果将 Ｒp

的每 1 列当做 1 个题目，知识状态在所有题目上的
理想反应，构成这个知识状态在测验 Ｒp 上的理想反

应模式．这时候理想反应模式的维数是 w维，它大于
K．如果想获得 K 维的理想反应模式，可以按照“膨
胀算法”的“反方向”，即压缩的方式这样设计评分
规则．
注意属性 Ai 的最高水平为 wi，wi ≥ 1 且为整

数，i = 1，2，…，K，将 Ｒp 按照 Ai 的最高水平为 wi 进

行列的剖分，分成 K列块，而知识状态 α在第 i列块
的 wi个列( 对应 wi个题目) 的理想反应模式进行布

尔并，获得这个知识状态在第 i 个题目上的理想得
分，i = 1，2，…，K．这里所谓的知识状态 α在题目 q
上的理想得分α  q，其中 qT = ( q1，q2，…，qK ) ，是指

若 α≥ q，则α  q = max{ q1，q2，…，qK} ;如果α ＜ q，
则理想得分等于 0;而 α在第 i列块的 wi 个列( 对应

wi 个题目) 的理想反应模式进行布尔并( 即再对 wi

个理想得分进行求取最大运算) ，得到知识状态α在
第 i列块的 wi 个列的综合得分．这个评分规则就是
对于同一个属性的不同水平，被试可以对这一组题

目反应，但是仅仅选择这组题目中的那个适合被试

水平的题目评分．
例3 3个属性 A1，A2，A3，并且 Ai的最高水平数

分别为 wi = 4 － i，i = 1，2，3这3个属性的层级关系
图如图 2 所示．

图 2 3 属性多水平的例子

每一个属性对应1个子块，第 i个子块有wi个题

目，但仅仅给出 1 个分数．在第 i个子块上的评分方
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式为: max
i
{ ( max

h
{ qhi}·I( α≥ qi ) ) } ．最里面max比

较的范围是 h = 1，2，…，K，I( x≥ y) 是示性函数，当
且仅当 x≥ y时，I( x≥ y) = 1，否则 I( x≥ y) = 0，
最外面比较的范围是 i，i = 1，2，…，wi ．

Ｒ2 =
111
010









001
→Ｒp =

1 2 3
0 0 0




0 0 0

1 1
1 2
0 0






1
0
1

，Ｒp是3 × 6矩阵．

Qp =
123111222333123123
000120120120111222







000001001001111111

，Qp 是 3 × 18 矩阵．
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
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= ( 1 ∨ 2 ∨ 3，1 ∨ 0，

1) = ( 3，1，1) = α1
T

α2  Ｒp =







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


1
2
1


123
000




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11
12
00






1
0
1

= ( 1 ∨ 0 ∨ 0，1 ∨ 2，

1) = ( 1，2，1) = α2
T ．

定理 4 在上述理想得分模式的约定下，有 α 
Ｒp = αT ．
证 显然，根据评分规则，α  Ｒp 是 K 维行向

量． 根据 2 值可达阵膨胀出多值拟可达阵的算
法［13-14］，多值拟可达阵的第 j列块包含 wj列，而且第

j列块的第 j行块包含第 j个属性的最高水平，j = 1，
2，…，K．
然后根据上述评分方式，知识状态的第 t 元素

和拟可达阵的第 j列块的第 t行块中元素进行比较，
注意只有知识状态向量α不小于题目 j的属性向量，
具有知识状态 α的被试在题目 j上的理想得分才不
等于 0;此时，知识状态向量 α和第 j题属性向量每 1
个分量进行比较，即 t = 1，2，…，K，取第 j题属性向
量中最大分量作为理想得分．根据拟可达阵的构造，
这个最大分量位于拟可达阵的第 j 行块，实际上是
拟可达阵的第 j 行，也就是题目属性向量的第 j 个
分量．
由于第 j 个属性有wj个水平，对应wj个题目，根

据上述法则，可以导出知识状态 α在每 1 个题目的
理想得分．将这些理想得分进行比较，取其最大者作
为在属性 j 对应的 wj 个题目上的得分． 记这个理想
得分为 s，再一次注意当且仅当知识状态不小于题
目属性向量时，理想得分才不为 0，所以 s 等于知识
状态的第 j分量，j = 1，2，…，K．定理 4 证毕．
如果定理 4用于 0-1矩阵，则由于 0-1矩阵中最

大元素是 1，也可以想象为最高水平为 1，分块矩阵
的每 1个子块刚好是 1行 1列，所以定理 2的结论可
以作为定理 4 的特殊情况．

4 结论和讨论

本文从扩张算法给出任一个知识状态可以表成

可达阵的列的线性组合入手，给出累赘表达式和简

洁表达式的概念及其初步应用． 在 0-1 评分且属性
之间无补偿条件下，指出知识状态的累赘表达式中

组合分量的数目等于这个知识状态中非零元的个

数，并且给出可达阵的重要性质另外的证明．对于多
值 Q矩阵也进行了类似的讨论．
在多值 Q矩阵的情形下，知识状态的累赘表达

式( 简洁表达式) 在定理 4 的证明中，没有起到累赘
表达式在定理 2 那样的作用，这似乎有一点遗憾．但
是，如果在多阶段自适应诊断测验中［16］，第 1 阶段
的题目的属性向量对应多值可达阵( 题目属性向量

不变，但是内容可以变化) ，采用这种评分模式，或

许对知识状态的估计更加直接．
关于多值 Q矩阵，有研究者质疑先决属性的低

水平能达到后继属性的较高水平的假设 ( 比如例 3
中知识状态( 1，2，0) T 是不是合乎逻辑) ，这一点和
本文讨论的多值扩张算法相关，但是限于本文主旨，

不在此讨论这个问题．
本文定理 2 和定理 4 属于 Q 矩阵理论的内容．

且介绍的多值 Q 矩阵的理想得分的评分方式是多
级评分，它仍然是在属性之间非补偿作用的假设之

下做出的． 不论 0-1 评分还是多级评分，也不管是
0-1 Q矩阵还是多值Q矩阵，在属性之间存在补偿条
件下，Q 矩阵理论的探索，是一个具有挑战性的问
题．
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The Different Expressions of a Knowledge State and Their Applications

DING Shuliang，LUO Fen，WANG Wenyi，XIONG Jianhua
( College of Computer Information Engineering，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: For boolean matrices，any knowledge state is a column of a student Q matrix and it can be expressed as a
boolean union of the columns of the reachability matrix Ｒ based on the augment algorithm． So there may be several
expression forms，a redundant expression and a concise expression are defined，and their applications are given．
Some analogues for polytomous Q matrix are given．
Key words: the augment algorithm; redundant expression; Ｒ-equivalent class; polytomous Q matrix
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