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2 维 Maxwell方程的局部 1 维高阶紧致格式
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( 江西师范大学数学与信息科学学院，江西 南昌 330022)

摘要:将算子分裂方法与高阶紧致差分方法相结合，构造了 2 维 Maxwell方程的局部 1 维紧致时域有限差
分格式．该格式在时间方向和空间方向分别具有 1 阶和 4 阶收敛精度，并且具有计算效率高、无条件稳定
的优点．数值实验表明:新构造的格式是能量守恒、高效率的．
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0 引言

现代电子技术的发展离不开电磁学的研究，而
Maxwell方程是电磁学领域最基本的数学模型，对它
的理论研究与数值方法研究一直是非常热门的重要

的研究课题．自从 K． S． Yee［1］在 1966 年提出 Max-
well方程的时域有限差分( FDTD) 方法以来，这种数
值方法一直在计算电磁学领域得到重视并积极推

广．本文主要考虑 2 维 Maxwell方程［2-4］
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高效的数值格式，其中 ε 和 μ 分别是介电系数和磁

导率，Hz = Hz ( t，x，y) 和 E
→

= ( Ex ( t，x，y) ，Ey ( t，x，
y) ) T 分别表示磁场和电场． 为方便起见，假设所考
虑的空间区域为矩形区域 Ω = ［0，a］ × ［0，b］，
t∈( 0，T］，电磁场满足理想导体边界条件［5-8］

Ex ( t，x，0) = Ex ( t，x，b) = Ey ( t，0，y) =
Ey ( t，a，y) = 0 ( 2)
和初始条件

Ex ( x，y，0) = Ex0 ( x，y) ，Ey ( x，y，0) =
Ey0 ( x，y) ，Hz ( x，y，0) = Hz0 ( x，y) ． ( 3)

满足边界条件 ( 2) 和初始条件 ( 3) 的 2 维
Maxwell方程( 1) 具有以下能量守恒律:
命题 1 Maxwell 方程 ( 1) ～ ( 3) 的解 Hz =

Hz ( t，x，y) ，E
→

= ( Ex ( t，x，y) ，Ey ( t，x，y) )
T 满足以

下能量守恒律

‖E( t)
→
‖2 +‖Hz ( t)‖

2 = ‖E( 0)
→
‖2 +‖Hz ( 0)‖

2，

其中 ‖ E( t)
→
‖2 = ‖Ex ( t) ‖

2 + ‖Ey ( t) ‖
2，

‖Es ( t) ‖
2 = ∫

a

0∫
b

0
ε Es ( t，x，y)

2dxdy，s = x或 y．

证 将Maxwell方程( 1) 在Ω上与Ex，Ey，Hz做

内积，并把得到的方程相加得

d
dt ( ‖Ex ( t) ‖

2 + ‖Ey ( t) ‖
2 + ‖Hz ( t) ‖

2 ) =

∫
a

0∫
b

0
［(
Hz

y
Ex ( t，x，y) －

Hz

x
Ey ( t，x，y) ) + (

Ex

y
－

Ey

x ) Hz ( t，x，y)］dxdy = 0．

在此利用了 Green公式和边界条件( 2) ．
对于此类空间多维微分方程，类似于 Yee 格式

的显式格式受到较为苛刻的稳定性条件的限制，如

对于 Yee 格式必须满足 Δt / 槡με ≤［1 / ( Δx)
2 +

1 / ( Δy) 2］－1 /2，使得计算时间层数迅速增加，而隐式
格式将产生规模巨大( 大约为 O( N2 ) 阶) 的代数方

程组，需要大量的存储空间和计算时间，甚至用一

般计算机无法求解［6-10］． 为了克服这些数值格式各
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自的不足，在此充分发挥分裂步方法和高阶紧致格

式各自的优点 ( 如分裂步格式的灵活性、子问题的
容易求解性，高阶紧致格式的模版小、精度高、边界
易于处理［11-15］) 为 2 维 Maxwell 方程( 1) 构造高效
的分裂紧致格式．

1 格式的建立

为简单起见，仅讨论常系数的情形，这里所用的

方法容易推广到变系数的情形． 对空间区域 Ω及时
间区域［0，T］采取如下剖分: xi = iΔx，xi+1 /2 = ( i +
1 /2) Δx，yj = jΔy，yj+1 /2 = ( j + 1 /2) Δy，tn+1 /2 = tn +
τ /2，其中 Δx和 Δy分别是沿 x轴方向和沿 y轴方向
的空间离散步长，τ 是时间步长，i、j、n 为非负整数．
对于任意一个网格函数 F( t，x，y) ，引入以下记号:

Fm
α，β = F( mτ，αΔx，βΔy) ，

δtF
m
α，β = ( Fm+1 /2

α，β － Fm－1 /2
α，β ) /τ，

δxF
m
α，β = ( Fm

α+1 /2，β － Fm
α－1 /2，β ) /Δx，

δyF
m
α，β = ( Fm

α，β+1 /2 － Fm
α，β－1 /2 ) /Δy，

AxF
m
α，β = ( Fm

α－1，β + 22Fm
α，β + Fm

α+1，β ) /24，
AyF

m
α，β = ( Fm

α，β－1 + 22Fm
α，β + Fm

α，β+1 ) /24．
为简单起见，线性变换 Ax，Ay 对应的矩阵仍记

为Ax，Ay，其它线性变换类似．显然，Ax，Ay是循环对

称正定矩阵，Bx，By 是循环矩阵．定义网格函数 U =

{ Ui+1 /2，j} ，V = { Vi，j +1 /2 } ，W = { Wi+1 /2，j +1 /2 } ，F
→

=
{ ( Ui+1 /2，j，Vi，j +1 /2 ) } ， 定 义 离 散 内 积〈U，V〉 =

∑
I－1

i = 1
∑
J－1

j = 1
Ui+1 /2，jVi，j +1 /2ΔxΔy．离散 L2 能量范数为
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‖F
→
‖2

E = ‖U‖2
Ex

+ ‖V‖2
Ey
．

为计算高效简单，把 2维Maxwell方程( 1) 分裂
为 2 个局部 1 维的方程组:
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在交错网格上，对上面 2 组微分方程在时间方
向应用中心差分，在空间方向应用高阶紧致格式离

散［5，8］，得到如下格式．

第 1 步:
Ax ( E

n+1
yi，j +1 /2 － En

yi，j +1 /2 ) /τ =
－ δx ( H

n+1 /2
zi，j +1 /2 + Hn

zi，j +1 /2 ) / ( 2ε) ， ( 4)
Ax ( H

n+1 /2
zi +1 /2，j +1 /2 － Hn

zi+1 /2，j +1 /2 ) /τ =
－ δx ( E

n+1
yi+1 /2，j +1 /2 + En

yi+1 /2，j +1 /2 ) / ( 2μ) ; ( 5)
第 2 步:
Ay ( E

n+1
xi+1 /2，j － En

xi+1 /2，j ) /τ =
δx ( H

n+1
zi +1 /2，j + Hn+1 /2

zi +1 /2，j ) / ( 2ε) ， ( 6)
Ay ( H

n+1
zi +1 /2，j +1 /2 － Hn+1 /2

zi +1 /2，j +1 /2 ) /τ =
δy ( E

n+1
xi+1 /2，j +1 /2 + En+1 /2

xi+1 /2，j +1 /2 ) / ( 2μ) ． ( 7)
边界条件和初始条件分别离散为

En
xi+1 /2，0 = En

xi+1 /2，J = En
y0，j +1 /2 = En

yI，j +1 /2 = 0， ( 8)
E0

xα，β = Ex0 ( αΔx，βΔy) ，E
0
yα，β = Ey0 ( αΔx，βΔy) ，

H0
zα，β = Hz0 ( αΔx，βΔy) ． ( 9)
可以把格式( 4) ～ ( 9) 写成如下矩阵形式，以

便于进行编程运算与理论分析．
Ax( I－1) × ( I－1) ετDx( I－1) ×I

μτDxI× ( I－1) A[ ]
xI×I

En+1
y

H*[ ]
z

=

Ax( I－1) × ( I－1) － ετDx( I－1) ×I

－ μτDxI× ( I－1) A[ ]
xI×I

En
y

H[ ]n
z

， ( 10)

其中
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［En+1
x Hn+1

z ］
Ay( J－1) × ( J－1) － μτDy( J－1) ×J

－ ετDyJ× ( J－1) A[ ]
yJ×J

=

［En
x H*

z ］
Ay( J－1) × ( J－1) μτDy( J－1) ×J

ετDyJ× ( J－1) A[ ]
yJ×J

， ( 11)

其中
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Ay( J－1) × ( J－1) = 1
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为分析格式( 4) ～ ( 9) 的守恒性，给出引理 1．
引理 1 若 A是循环实对称正定矩阵，则总存

在循环矩阵Ｒ，使得A = ＲTＲ，而且任意能与A交换
的矩阵亦能与 Ｒ交换．
由引理 1易知，Ｒ1，Ｒ2，使得 A－1

x = ＲT
1Ｒ1，A

－1
y =

ＲT
2Ｒ2，A

－1
x Bx = BxA

－1
x ，A

－1
y By = ByA

－1
y ．

定理 1 2维 Maxwell方程( 1) ～ ( 3) 的局部 1
维高阶紧致格式( 4) ～ ( 9) 的解 En+1

x 、E
n+1
y 、H

n+1
z 满

足能量守恒律的离散类似，即满足离散的能量守恒律

Pn+1 = ( ‖En+1
x ‖

2 +‖En+1
y ‖

2 ) +‖Hn+1
z ‖

2 =
( ‖E0

x‖
2 + ‖E0

y‖
2 ) + ‖H0

z‖
2 = P0 ． ( 12)

同时此守恒律说明格式( 4) ～ ( 9) 是无条件稳定的．
证 将( 4) 式与( En+1

y + En
y ) 作内积，( 5) 式与

( Hn+1 /2
z + Hn

z ) 作内积，然后把得到的两式相加，有

( ‖En+1
y ‖

2 － ‖En
y‖

2 ) + ( ‖Hn+1 /2
z ‖2 －

‖Hn
z‖

2) = － τ〈A－1
x Bx ( H

n+1 /2
z + Hn

z ) ，E
n+1
y + En

y〉/2 －
〈A －1

x Bx ( E
n+1
y + En

y ) ，H
n+1 /2
z + Hn

z〉= 0， ( 13)
在此第2个等号应用了引理2及Green公式．类似地，有
( ‖En+1

x ‖
2 － ‖En

x‖
2 ) + ( ‖Hn+1

z ‖
2 －

‖Hn+1 /2
z ‖2 ) = 0， ( 14)
将( 13) 式和( 14) 式相加得

Pn+1 = ( ‖En+1
x ‖

2 +‖En+1
y ‖

2 ) +‖Hn+1
z ‖

2 =
( ‖En

x‖
2 + ‖En

y‖
2 ) + ‖Hn

x‖
2 = Pn，

利用递推法，得离散的能量守恒律( 12) ．

2 数值实验

本部分将数值验证新构造的高阶紧致局部 1 维
格式( 10) ～ ( 11) 的能量守恒性及其他一些数值性
质．在 2维Maxwell方程( 1) 中取电导率和磁导率均
为 1，即 ε = μ = 1，空间区域为正方形区域Ω =［0，
2］×［0，2］，取初始条件为Hz0 = 0，Ex0 = cos( π( 1 －
x) ) sin( π( 1 － y) ) ，Ey0 = － sin( π( 1 － x) ) cos( π( 1 －
y) ) ． 可 以 验 证 此 模 型 的 解 析 解 为 Ex =

cos( 槡2πt) cos( π( 1 － x) ) sin( π( 1 － y) ) ，Ey =

－ cos(槡2πt) sin( π( 1 － x) ) cos( π( 1 － y) ) ，Hz =

－槡2 sin(槡2πt) cos( π( 1 － x) ) cos( π( 1 － y) ) ．
用格式( 10) ～ ( 11) 进行数值模拟到 t = 1．首

先考虑数值解与精确解在无穷范数意义下得到的误

差与空间收敛阶，所得到的数值结果如表 1 所示．由
表1可看出局部1维高阶紧致格式( 10) ～ ( 11) 在空间
方向具有 4阶收敛精度，数值解的误差在迅速减小．

表 1 数值解的误差与空间收敛阶( τ = 10 －5 )

h
Ex

误差 阶

Ey

误差 收敛阶

Hz

误差 收敛阶
0． 20 3． 684E － 3 － 3． 704E － 3 － 1． 529E － 3 －
0． 10 2． 238E － 4 4． 04 2． 452E － 4 3． 92 9． 164E － 5 4． 06
0． 05 3． 821E － 6 5． 87 2． 523E － 5 3． 28 5． 675E － 6 4． 01

接下来将对格式( 10) ～ ( 11) 的长时间数值行
为和能量守恒性进行模拟检验． 将上述问题模拟到
t = 50，取步长 τ = 0． 01，Δx = Δy = 0． 05．所得到的

电磁波解在 t = 50时刻的波形如图1所示，而图2展
示了能量误差 Pn+1 － P0 随时间的演化关系．

( a) Ex ( b) Ey ( c) Hz

图 1 电磁波在 t =50 时刻的轮廓图
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图 2 电磁波的能量误差随时间的演化关系

由图 1 和图 2 可看出: 新构造的格式能够在长
时间内模拟原电磁波，并且能量一直得到了精确保

持，误差控制在舍入误差的范围之内．
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The Local One-Dimensional and High-Order Compact Scheme for
Two-dimensional Maxwell Equation

KONG Linghua，TIAN Nana，ZHANG Peng
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The main interests in this paper are to combine the splitting method and high-order compact finite differ-
ent time domain for two-dimensional( 2D) Maxwell equation． This scheme is of first order convergent rate in time
and fourth order in space by Taylor expansion． Moreover，it does focus the advantages of both local one-dimensional
method and high order compact schemes，such as highly efficient，unconditionally stable． Numerical experiments il-
lustrate the correctness of the theoretical analysis．
Key words: Maxwell equation; local one-dimensional method; high order compact method

(责任编辑:曾剑锋)

43 江西师范大学学报( 自然科学版) 2019 年


