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关于群上的概周期函数的几点注记
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摘要:该文研究了群上的 Banach值概周期函数的性质,证明了值域为有限维 Banach 空间的右概周期函

数与左概周期函数是等价的,研究了正规序列的相关条件以及局部紧交换群上的 Bohr 概周期函数的 ε
平移集的性质并得到了相关结果.
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0 引言及预备知识

自 20 世纪 20 年代起,有关概周期函数的研究
就一直受到包括 S. Bochner、 M. Frechet、 J. Von
Neumann、H. Weyl 等许多数学工作者的广泛关注.
在数学工作者的不懈努力下,概周期函数理论的内
容已愈加丰富. 不少概周期专著[1-3]都较为细致地
阐述了概周期函数的特性和它与微分方程之间的关
系,有关的论文也是非常之多,其重要性不言而喻.
值得一提的是 1934 年 J. Von Neumann[4]提出了群
上的概周期函数这一概念,将概周期函数的定义域
从实数域推广到了一般的群上,并在群上定义了
Mean,证明了 Parseval公式、唯一性定理和逼近定理
等. 1935 年 J. Von Neumann 等[5]研究了值域为一
般线性空间的概周期函数.正因为这 2 篇经典之作,
不少学者意识到对群上的概周期函数的研究是对经
典概周期函数理论的进一步深入探索,是一项非常
有意义的研究.随后关于群上的概周期函数的论文
接踵而至[6-11],如 1949 年 H. Bohr[10]阐述了一般的
经典概周期函数理论如何可以延伸至群上,形成更
为广泛的概周期函数理论;W. F. Eberlein[11]在拓扑
群上定义了弱概周期函数.事实上,近年来仍有不少
数学工作者致力于关于群上的概周期函数的研究,
并得到了一系列成果[12-16] .显然关于群上的概周期
函数的研究会更为复杂,而对群上的概周期函数的
研究会深刻地揭示概周期性的本质. 在关于群上的

概周期函数的以往研究中,大部分是讨论复值的情
形,但是现有文献却较少研究 Banach 值的情形,因
此本文将对群上的 Banach 空间值概周期函数的一
些性质展开探索.

定义 1[4]  设 G 是群,f 是群 G 上的复值函数.
若任给群 G上的一个序列{ s’n},存在子列{ sn} 使得

lim
n ∞
f(xsn) = g(x),∀x∈ G,

其中函数列 { f(xsn)} 对变量 x ∈ G 一致收敛于
g(x),则称函数 f是右概周期的.

若将定义 1 中的 f(xsn) 改为 f( snx),则得到了
群上的左概周期函数的定义,将定义 1 中函数的值
域改为 Banach空间,则可定义群上的 Banach 值右
概周期和左概周期函数. 当 f 既是左概周期函数又
是右概周期函数时,称 f为概周期函数.许多关于概
周期函数的文献阐述的是定义在 R 上的概周期函
数,而R是一个加法群,所以并不用区分左概周期函
数和右概周期函数.值得注意的是在一般的群上,左
概周期函数和右概周期函数的等价性并不明确. 有
趣的是,C. Corduneanu[17] 证明了群上的复值右概
周期函数与左概周期函数是一致的.

引理 1[17]  设 G是群,f是群 G上的复值函数.
若 f是右概周期函数,则 f也是左概周期函数.

注 1 由引理 1易知当 f的值域为C时,左概周
期函数与右概周期函数是等价的.

定义 2[18]  设 X是 Banach空间,f是 R上的 X
值概周期函数,{ sn} ⊂R.若函数列{ f( t + sn)}对变
量 t∈ R一致收敛,则称序列{sn} 是正规的(关于 f).
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定义3[19]  设G是局部紧拓扑群,f是群G上的

复值函数.若∀ε > 0,存在 G的一个紧子集 C,使得

∀z∈G,∃w∈ zC,满足 sup
x,y∈G
| f(xy) - f(xwy) | < ε,

则称函数 f是 Bohr概周期的.
注 2 定义3是对R上的Bohr概周期函数定义

的一个推广,如下引理表明定义 3 是有意义的.
引理 2[19]  设 f是局部紧拓扑群 G上的连续复

值函数,则 f是 Bohr概周期的当且仅当 f是概周期的.

1 主要结果及证明

引理 1的结论显示:当值域为C时,即使群不是

加法群,右概周期函数也一定是左概周期函数.自然
而然的一个问题是:当值域为一般的 Banach 空间
时,右概周期函数也一定是左概周期函数吗?对此,
有下述结果.

定理 1 设 G 是群,X 是有限维 Banach 空间,f
是群G上的X值函数,则 f是右概周期函数当且仅当
f是左概周期函数.

证  显然 f是从 G到 X上的右概周期函数等价

于{Rs f:s∈G}是B(G,X)中的相对紧集,其中Rs f:
x f(xs),s∈ G,B(G,X)是从 G到 X的所有有界函

数的全体,关于范数‖·‖(‖f‖ = sup
x∈G
‖f(x)‖X)

构成 Banach空间.故∀ε > 0,存在 G中的有限个元

素 s1,s2,…,sp,使得∀φ∈ {Rs f:s∈ G},存在某个

sr,r∈ {1,2,…,p} 满足‖φ - Rsr f‖ < ε.

下证存在 G 的子集 T1,T2,…,Tm 使得 ∪
m

i = 1
Ti =

G,且当 x,y∈ Ti( i = 1,2,…,m) 时,有
‖Rsr f(x) - Rsr f(y)‖X < ε / 3,r = 1,2,…,p.
X是有限维Banach空间,不妨设X是2维的,e1、

e2 是它的基(多维的情形可同样处理),故∀z ∈ X,

z = a1e1 + a2e2(a1,a2∈R),令‖z‖1 = a21 + a22 ,
则‖·‖1 是 X上的一个范数.由 X是有限维的可知

存 在 常 数 C1、C2 使 得 C1‖z‖1 ≤ ‖z‖X ≤
C2‖z‖1 . 由 f 是右概周期函数可知 f 有界, 故

∃M’ > 0,‖f( z)‖X < M’,∀z∈ X. 从而存在常数

M > 0,‖f( z)‖1 < M,∀z∈ X.令 k = 3 2MC2 / ε,
不妨设 k为整数.令

Aij = {x ∈ G:Rs1 f(x) = a1e1 + a2e2,a1 ≥ 0,

a2 ≥0,( i - 1)ε / (3 2C2) ≤| a1 |≤ iε / (3 2C2),
( j - 1)ε / (3 2C2) ≤| a2 |≤ jε / (3 2C2)},i,j = 1,
2,…,k,

B ij = {x ∈ G:Rs1 f(x) = a1e1 + a2e2,a1 ≤ 0,

a2 ≥0,( i - 1)ε / (3 2C2) ≤| a1 |≤ iε / (3 2C2),
( j - 1)ε / (3 2C2) ≤| a2 |≤ jε / (3 2C2)},i,j = 1,
2,…,k,

C ij = {x ∈ G:Rs1 f(x) = a1e1 + a2e2,a1 ≥ 0,

a2 ≤0,( i - 1)ε / (3 2C2) ≤| a1 |≤ iε / (3 2C2),
( j - 1)ε / (3 2C2) ≤| a2 |≤ jε / (3 2C2)},i,j = 1,
2,…,k,

Dij = {x∈ G:Rs1 f(x) = a1e1 + a2e2,a1 ≤ 0,

a2 ≤0,( i - 1)ε / (3 2C2) ≤| a1 |≤ iε / (3 2C2),
( j - 1)ε / (3 2C2) ≤| a2 |≤ jε / (3 2C2)},i,j = 1,
2,…,k,
将上述集合按任意顺序排列,记为 Y11,Y12,…,Y1l1 .

则∪
l1

i = 1
Y1i = G 且当 x,y ∈ Y1i ( i = 1,2,…,l1) 时,

‖Rs1 f(x) -Rs1 f(y)‖ < ε / (3C2),同理对Rsk f,k =
2,3,…,p,可以得到{Ykn}

lk
n = 1 . 让{Y

1
n}
l1
n = 1 和{Y2n}

l2
n = 1

两两相交,得到的集合记为{Kq}
l1×l2
q = 1 ;再让{Kq}

l1×l2
q = 1

与{Y3n}
l3
n = 1 两两相交,得到{Kq}

l1×l2×l3
q = 1 ,不断重复此步

骤(p - 1)次,最终得到一族集合,将其记作{Ti}
m
i = 1 .

故∪
m

i = 1
Ti = G且当 x,y∈ Ti( i = 1,2,…,m) 时,有

‖Rsr f(x) - Rsr f(y)‖1 < ε / (3C2),r = 1,2,…,p.
由上式可得

‖Rsr f(x) - Rsr f(y)‖X < ε / 3,r = 1,2,…,p.
下证 f 是左概周期函数. 当 x,y ∈ Ti( i = 1,

2,…,m) 时,∀φ∈ {Rs f:s ∈ G},∃r ∈ {1,2,…,
p},使得‖φ - Rsr f‖ < ε / 3,因此有

‖φ(x) - φ(y)‖X ≤‖φ(x) - Rsr f(x)‖X +
‖Rsr f(x) - Rsr f(y)‖X +‖Rsr f(y) - φ(y)‖X < ε.

从 Ti( i = 1,2,…,m) 中任取一个元素 b1,
b2,…,bm,则 Lb1 f,Lb2 f,…,Lbm f是集合{Ls f:s∈ G}
的一个 ε-网,其中 Ls f:x f( sx),∀s∈ G.实际上,
∀t∈ G,则 t属于某个 Ti . 由 t 和 bi 同属于 Ti 可知
∀s∈G有

‖Rs f( t) - Rs f(bi)‖X = ‖f( ts) - f(bis)‖X < ε,
即sup
s∈G
‖f(ts) - f(bis)‖X = sup

s∈G
‖Lt f(s) - Lbi f(s)‖X <

ε.因此 f是左概周期函数.
同理可证当 f是左概周期函数时,f 也是右概周

期函数.
注 3 定理 1说明若 f是从群到有限维 Banach

空间上的左 (右) 概周期函数, 则它也必然是右
(左)概周期函数,即2者是等价的.定理1是对引理
1的一个自然推广.由于有限维Banach空间与Rn拓
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扑同构,所以可类似于处理 Rn 的情况,运用引理 1
中的方法便得到了这一结果.

定理 2 设 G 是群,X 是有限维 Banach 空间,f
是群G上的X值有界函数,则 f是右概周期函数当且
仅当∀ε > 0,存在G的有限个子集T1,T2,…,Tm,使

得 G =∪
m

i = 1
Ti,且当 x,y∈ Ti( i = 1,2,…,m) 时,有

‖Rs f(x) - Rs f(y)‖ < ε,∀s∈ G,
其中 Rs f:x f(xs) .

证  必要性  由定理 1 的证明可推出.
充分性  任给序列{ s’n} ⊂G.对 n = 1,2,…,令

εn = 1 / n,取上述条件中的集合 {Tni }
mn
i = 1,在每个

Tni ( i = 1,2,…,mn)中取1个元素得到{bnk}
mn
k = 1,这些

有限集 (可数多个) 的并集为至多可数集, 记为
{bi}

∞
i = 1 . 由 f 是有界函数可知 ∀i ∈ N +, 序列

{ f(bis’n)}
∞
n = 1 是X中有界集,在X中有界集必是相对

紧集,故存在收敛子列,用对角线法取{ s’n} 的子列

{ sn}得到{Rsn f(x)}
∞
n = 1,且对每个 bi( i = 1,2,…)有

{Rsn f(bi)} 收敛.
下证函数列{Rsn f(x)}

∞
n = 1 对 x ∈ G 一致收敛.

∀ε > 0,∃n0∈N +,εn0 < ε / 3.则对 bn01 、b
n0
2 、…、b

n0
mn0

存在公共的 N(ε),当 m > n > N(ε) 时有
‖Rsm f(b

n0
j ) - Rsn f(b

n0
j )‖ < ε / 3,j = 1,2,…,mn0 .

∀x∈ G,存在某个 bn0j ,x和 b
n0
j 同属于 Tn0j .从而有

‖Rsm f(x) - Rsm f(b
n0
j )‖ < εn0 < ε / 3,

‖Rsn f(x) - Rsn f(b
n0
j )‖ < εn0 < ε / 3.

结合上面 3 式可得
‖Rsm f(x) - Rsn f(x)‖ = ‖Rsm f(x) - Rsm f(b

n0
j ) +

Rsm f(b
n0
j ) - Rsn f(b

n0
j ) + Rsn f(b

n0
j ) - Rsn f(x)‖ ≤

‖Rsm f(x) - Rsm f(b
n0
j )‖ +‖Rsm f(b

n0
j ) - Rsn f(b

n0
j )‖ +

‖Rsn f(b
n0
j ) - Rsn f(x)‖ < ε / 3 + ε / 3 + ε / 3 = ε.

由 X的完备性可知序列{Rsn f(x)} 收敛且对变

量x∈G一致收敛.故 f是右概周期函数.
注 4 定理 2 是对文献[17] 的定理 7. 1 的推

广,这里运用构造分解的思想给出了从群到复数域
上的有界函数成为右概周期函数的一个等价条件,
对其类似地处理便可推广到有限维 Banach空间,主
要还是用到了有限维 Banach空间的特征.在无限维
Banach空间下该等价条件是否成立还是一个值得
进一步思考的问题.

定理 3 设 G是拓扑群,X是 Banach空间,f是
拓扑群 G上的 X值连续函数.若 f是右概周期函数,
Λ是 G的稠密子集,序列{ sn} ⊂ G 满足 ∀x ∈ Λ,
lim
n ∞
f(xsn) = g(x), 则函数列 { f(xsn)}

∞
n = 1 对变量

x∈G一致收敛.
证  反证法.假设该结论不成立.由 f是群 G上

的右概周期函数可知,对序列{ sn} 存在子列{ s1n} 使

得{f(xs1n)} 对 x∈ G一致收敛,记 h(x) = lim
n ∞
f(xs1n).

又{ f(xsn)}对 x∈G不一致收敛,故∃ε > 0,∀N∈
N +,∃n > N,使得sup

x∈G
‖f(xsn) - h(x)‖ > ε.因此

可取{ f(xs2n)},使得{ f(xs2n)} 任一子列都不一致收
敛于 h(x) .再由 f是群 G上的右概周期函数可知存

在{ s2n} 的子列(仍记为{ s2n}) 使得序列{ f(xs2n)} 对

变量 x∈ G 一致收敛,记 φ(x) = lim
n ∞
f(xs2n) . 显然

h(x) ≠ φ(x) .
由 f是从 G到 X上的连续函数可知,∀n∈ N +,

f(·s1n) 和 f(·s2n) 都是连续函数,其中 f(·s):x  
f(xs),∀s∈ G.事实上,∀s∈ G,f(·s) 都是连续函
数.又 X是完备的度量空间,从而由文献[20] 的定
理 9. 2. 3 可知 h(x) 和 φ(x) 都是连续函数.又因为

{ s1n} 和 { s2n} 都是 { sn} 子列且 lim
n ∞
f(xsn) = g(x)

(∀x∈Λ),所以有 h(x) = φ(x),∀x∈ Λ.又 Λ是
G的稠密子集,由文献 [20] 的定理 5. 2. 1 可知,
∀x∈G,有 h(x) = φ(x),即 h(x) ≡φ(x) .矛盾.故
序列{ f(xsn)} 对变量 x∈ G一致收敛.

注 5 L. Amerio 等[18] 给出了正规序列的概

念.显然正规序列和概周期函数的联系非常紧密,如
Bochner概周期函数 f 的定义为任给一个序列都存

在一个正规子列(关于 f) . L. Amerio等[18] 研究了R
上的一个序列成为正规序列的相关条件,定理 3 便
是将其推广到了拓扑群上,给出了类似的条件.

定理 4 设 G是交换的局部紧拓扑群,f是群 G
上的连续复值函数. 若 f 是 Bohr 概周期函数,则
∀ε > 0,存在 G 中有限个元素 a1,a2,…,an,使得

G = ∪
n

k = 1
akPε,其中 Pε = {τ:sup

x∈G
| f(x) - f(xτ) | <

ε},akPε = {akτ:τ∈ Pε} .
证  反证法.假设该结论不成立,则 ∃ε > 0,

任给 a1,a2,…,an,G≠∪
n

k = 1
akPε .任取 s1 ∈ G,由 G≠

s1Pε 知可取 s2 ∈ G,s2 ∉ s1Pε . 由条件知 ∃s3 ∈ G,
s3 ∉s1Pε ∪ s2Pε,即 s3 s -11 ∉Pε,s3 s -12 ∉Pε .不断重复

上述步骤取得序列{ sn}
∞
n = 1,sns

-1
k ∉ Pε,k < n. 由引

理 2 可知对序列{ sn}
∞
n = 1,存在子列(不妨仍记为

{ sn}) 使得 g(x) = lim
n ∞
f(xsn) 存在且对 x∈ G一致

收敛.故对上述 ε,∃N,当m > n > N时有sup
x∈G
| f(xsn) -

g(x) | < ε / 2, sup
x∈G
| f(xsm) - g(x) | < ε / 2. 从而
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sup
x∈G
| f(x) - g(xs -1n ) | < ε / 2, sup

x∈G
| f(xsms -1n ) -

g(xs-1n ) | < ε/ 2.结合上述2式,sup
x∈G
| f(xsms-1n ) - f(x) | <

ε.这说明 sms -1n ∈ Pε,m > n,矛盾.
注 6 类似于 R 上的概周期函数的结果,交换

的局部紧群 G 上的 Bohr 概周期函数的 ε-平移数的

全体在群 G中也是非常多的,经过有限次平移就能

“铺满”整个群.

2 总结

本文对群上的 Banach 值概周期函数的性质展

开了一些探索.当值域为 Banach 空间时,得到了关

于概周期函数的序列成为正规序列的一个充分条

件.当值域为有限维 Banach 空间时,证明了群上的

左概周期函数与右概周期函数是等价的. 对无限维

Banach空间,2 者是否等价还是一个值得进一步思

考的问题.类似于经典的概周期函数,证明了交换的

局部紧拓扑群上的 Bohr 概周期函数的 ε 平移集可

以经过有限次平移来“铺满”整个群.
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Abstract:In this paper,the properties of Banach-valued almost periodic functions on groups are studied and it is
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almost periodic functions on locally compact Abelian groups are studied and some relevant results are obtained.
Key words:group;almost periodic function;Banach space;normal sequence (责任编辑:曾剑锋)

502第 2 期 陈叶君,等:关于群上的概周期函数的几点注记


