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二叉树队列关系问题非递归算法的
推导及形式化证明

左正康，方　 越，黄志鹏，黄　 箐，王昌晶∗

（江西师范大学计算机信息工程学院，江西 南昌　 ３３００２２）

摘要：该文对二叉树类问题进行分划，寻找其递推关系，并针对具有队列递推关系的一类问题，给出了其

推导过程和形式化证明策略． 再结合每个算法后置断言的不同，提出 ３ 种开发循环不变式的策略，并构造

出该类问题的通用循环不变式模板． 同时，发现该类问题是基于 ２ 个母算法的功能加以实现的，由此派生

出 ３ 类问题． 首先，对这 ３ 类派生问题进行推导，得到递推关系表达式和循环不变式，由此导出非递归

Ａｐｌａ算法；然后，使用 Ｄｉｊｋｓｔｒａ⁃Ｇｒｉｅｓ 标准程序证明方法证明这些算法的正确性；最后，通过 Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋
程序自动生成系统自动生成 Ｃ ＋ ＋代码，实现了从抽象规约到具体的可执行程序的完整求精过程．
关键词：二叉树队列递推关系；循环不变式；Ｄｉｊｋｓｔｒａ⁃Ｇｒｉｅｓ 标准程序证明法；Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋ 程序自动生成

系统；非线性数据结构
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０　 引言

二叉树是在计算机科学中一种经典的非线性数

据结构，它不仅能够提供有规律的数据存储还能支

持强大的搜索算法． 二叉树递归算法简单、易理解，
但它需要更多的运行时间和存储空间；而非递归算

法的效率要远高于递归算法，因此二叉树非递归算

法的推导及形式化证明具有重要的价值． 通过分析

被求解二叉树问题的背景知识和相关数学特性，对
二叉树类问题进行分划，确定二叉树可以用 ２ 种方

式来求解序列的递推关系：栈和队列． 本文给出了二

叉树队列关系问题推导和形式化证明策略，结合具

有队列递推关系（简称“队列关系”）的这一类问题

来验证策略的正确性和实用性． 由于二叉树非递归

算法的代码复杂、难以理解，而且证明过程晦涩难

懂，正确性得不到保证［１］，因此如何推导及形式化

证明二叉树队列关系问题非递归算法成为一大

难点．
开发二叉树非递归算法的循环不变式一直是形

式化开发的难点［２］，循环不变式是理解、推导和证

明循环程序的基础［３⁃４］ ． 文献［５⁃６］提供了前序遍历

二叉树非递归算法的循环不变式，但是表达十分烦

琐，逻辑关系较为复杂，没有很好的可行性和实用

性． 本文通过开发众多二叉树队列关系问题非递归

算法的循环不变式，发现循环不变式之间的共性和

特性． 由此，提出了开发二叉树队列关系问题循环不

变式的 ３ 种策略和二叉树队列关系问题通用循环不

第 ４６ 卷 第 １ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 江西师范大学学报（自然科学版）　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｖｏｌ． ４６ Ｎｏ． １
２０２２ 年 １ 月　 　 　 　 　 　 　 Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｊｉａｎｇｘｉ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ）　 　 　 　 　 　 　 Ｊａｎ． ２０２２



变式的模板．
本文通过推导 ３ 类派生问题为代表，分别是基

于层次遍历二叉树派生出的问题、基于求二叉树深

度派生出的问题以及基于层次遍历二叉树和求二叉

树深度共同派生出的问题，得到递推关系表达式和

循环不变式，由此导出抽象程序设计语言 Ａｐｌａ（Ａｂ⁃
ｓｔｒａｃｔ Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ Ｌａｎｇｕａｇｅ） ［２，４，７］程序，极大地提高

了算法的开发效率；然后，用 Ｄｉｊｋｓｔｒａ⁃Ｇｒｉｅｓ 标准程序

证明方法证明了这些算法的正确性；最后通过“Ａｐｌａ
到 Ｃ ＋ ＋ 程序自动生成系统” 自动生成可执行

程序［８］ ．

１　 相关工作

开发正确的算法程序是计算机科学的核心． 通
常人们是针对已编好的程序来测试验证该程序是否

正确，尽可能地找出程序的漏洞，但是该方法无法从

根本上保证算法程序的正确性． 于是，出现了越来越

多的形式化推导方法，将待解决问题精确地描述出

来，再根据各方法的形式化规则进行推理，最终得出

正确的结构化程序［９］ ． 目前，存在着大量的形式化

推导方法，其中 Ｅ． Ｗ． Ｄｊｋｓｔｒａ［６］提出的最弱前置谓

词方法 ｗｐ（Ｑ，Ｒ）是程序求解变换的经典方法之一．
给出程序规约，并将验证程序正确性的理论融入开

发过程中，在开发过程中保证了程序的正确性． 该方

法自动化程度低，对于复杂的算法难以进行推导．
Ｄ． Ｌ． Ｃｈａｕｄｈａｒｉ等［１０］提出的推导方法是在最弱谓词

方法的基础上，将后置断言不断拆分，直至开发出循

环不变式，但该方法在处理复杂问题上还是存在着

较大的困难． Ｄ． Ｇ． Ｋｏｕｒｉｅ 等［１１］提出了一种结合 Ｄｉｊｋ⁃
ｓｔｒａ 的 ＧＣＬ 和 Ｍｏｒｇａｎ 的细化演算规则的方法，依靠

经验推测循环不变式，这导致在推导过程中非常依

赖循环不变式，存在很大的不确定性． Ｄ． Ｌ． Ｃｈａｕｄｈａｒｉ
等［１２］无缝地将自下而上的技术结合到自上而下的

推导方法中，以此避免不必要的回溯和相关的返工，
提出了新的推导策略，以捕捉在自上而下阶段中所

做的假设，并随后将这些假设反向传播到适当的程

序位置，并在 ＣＡＰＳ 系统中实现了这种方法．
开发正确迭代程序的关键是循环不变式，这已

经被程序设计和形式化方法方面的专家所认可，循
环不变式是程序设计理论中的一个重要概念，在形

式化证明中承担着至关重要的作用［１３］ ． 循环不变式

不仅可以用来分析程序的性质，而且可以用来证明

循环程序的正确性，但是开发循环不变式的标准策

略仅仅适用于一些简单的算法程序，对于复杂的算

法程序仍无较好的办法． Ｔ． Ｈｏａｒｅ 认为循环不变式

不能通过简单的规则计算来验证． 为了获得适当的

循环不变式，通常需要人工干预才能完成． 目前只能

针对特定的情况提出了一些启发式的方法，没有一

种通用的方法可以对所有的情况得到正确的结

果［１４］ ． 一般来说，对于一个给定函数的前置断言和

后置断言，循环不变式并不是唯一的，开发者往往会

逐步得到循环不变式：首先猜测出粗略的循环不变

式，然后通过观察程序的行为逐步精化循环不变式，
最后证明需要的信息是否正确［１５］ ． 开发循环不变式

一般的方法是假定程序中的变量在无限范围上求

值． 然而，变量在程序执行过程中由有限长度的位向

量表示． 在无限范围上的循环不变量式可能不再是

在有限范围程序中的循环不变量式，反之也是如

此［１６］ ． 采用消元法对程序进行验证［１７］，可生成非线

性循环不变式，并判定循环程序的终止性，如基于

Ｄｉｘｏｎ 结式． Ｍ． Ｄ． Ｅｒｎｓｔ 等［１８］ 提出了循环不变式的

动态探测技术，并设计了动态监测器来实现此技术．
二叉树是计算机科学中一种经典的非线性数据

结构，有强大的功能和效率，因此二叉树的推导和形

式化证明具有非常重要的意义． Ｄ． Ｇｒｉｅｓ［５］对 Ｅ． Ｗ．
Ｄｉｊｋｓｔｒａ［６］提出的构造循环不变式开发策略进行了

补充和解释，提供了前序遍历二叉树非递归算法的

循环不变式． 在二叉树非递归算法的形式化验证上，
秦胜潮等［１９］ 用 ＨＩＰ ／ ＳＬＥＥＫ 形式化验证了 ＡＶＬ 树

和二叉搜索树．
目前，二叉树的推导是基于最弱前置谓词方法，

其推导过程烦琐，循环不变式较为复杂． 本文提出的

推导方法是基于严格的数理逻辑，对原算法程序规

约进行了一系列的求精变换步骤． 每一步都减少了

一定的抽象程度或增加了一定的程序可执行性，大
大降低了在算法求精过程中的创造性工作． 并且，开
发循环不变式的策略是一种基于递归定义技术来开

发具有固有递归性质的迭代程序的循环不变式，提
高了开发效率．

２　 二叉树队列关系问题推导及形式化
证明策略

２． １　 求解步骤

对二叉树类问题进行分划，寻找递推关系． 关于

０５ 江西师范大学学报（自然科学版） ２０２２ 年



求解序列的递推关系为队列的这类问题，通过推导

及形式化证明，总结出如下 ７ 个步骤：
（ｉ）构造算法程序规约． 构造形式化规约来明确

二叉树队列关系问题的任务目标，程序规约是由程

序的前置断言 （ＡＱ） 和后置断言（ＡＲ） 构成． 对于二

叉树队列关系问题的非递归算法，前置断言均为给

定１个有限的二叉树Ｔ；后置断言根据求解问题的定

义和实现的功能以形式化语言描述程序达到所要的

目的． 虽然后置断言只有 １ 个，但是为了供后续更容

易地推导算法，可以分划出求解问题的关键功能，对
这部分功能构造出新的形式化规约．

（ｉｉ） 分划原问题． 二叉树队列关系问题的算法

或递推关系均由分划决定，不同的算法会有不同的

分划，可以从步骤（ｉ） 中形式规约得到分划二叉树

队列关系问题的启示：划分二叉树，得到一定数量的

子树，子树需满足结构与原二叉树相同但规模比原

二叉树更小的特征，再把子树进行相同方式划分，直
到求解出每一个子树．

（ｉｉｉ） 寻找递推关系． 通过分析二叉树问题的背

景知识和数学特性，确定其求解序列的递推关系和

所需的全部循环变量，用谓词精确表达它们的变化

规律． 二叉树拥有 ２ 种求解序列的递推关系：栈和

队列．
对于队列，可以看成是一个序列 ｑ［０…＃ｑ － １］，

并规定 ｑ［０］ 端为队头，ｑ［＃ｑ － １］ 为队尾，则队列的

常用操作可以用如下序列的操作加以实现：
（ａ） 测试队列是否为空，即 ＃ｑ ＝ ０；
（ｂ） 引用队列头元素，即 Ｘ： ＝ ｑ［０］；
（ｃ） 对队列 ｑ 实施进队，即 ｑ： ＝ ｑ↑［Ｘ］；
（ｄ） 对队列 ｑ 实施出队，即 ｑ： ＝ ｑ［１…］ ．
将队列及其运算封装在一起构成抽象数据类

型，用量词转换法推导出队列问题求解序列的递推

关系 Ｓｉ ＝ Ｆ（Ｓ ｊ），Ｓｉ 是其子解 Ｓ ｊ 的函数，其中 １ ＜
ｉ ≤ｎ，１ ≤ ｊ ＜ ｉ，ｊ表示多个子解 Ｓ ｊ 的序列． 再把初值

赋值给函数和变量．
（ｉｖ） 构造循环不变式． 通过步骤（ｉｉｉ） 构造的递

推关系表达式，采用本文提出的开发二叉树队列关

系问题循环不变式的策略，使用循环不变式递归定

义技术，并结合二叉树队列关系问题通用循环不变

式模板，根据不同问题的特性和要求，以此开发该问

题的循环不变式．
（ｖ） 导出非递归算法 Ａｐｌａ 程序． 依据步骤（ｉｉｉ）

统一的递推关系和步骤（ｉｖ） 统一的循环不变式，推

导出二叉树队列关系问题的 Ａｐｌａ 算法程序．
（ｖｉ） 形式化证明． 通过 Ｄｉｊｋｓｔｒａ⁃Ｇｒｉｅｓ 标准程序

证明法证明 Ａｐｌａ 算法程序的正确性．
（ｖｉｉ） 生成 Ｃ ＋ ＋ 程序． 通过“Ａｐｌａ到 Ｃ ＋ ＋ 程序

自动生成系统” 自动生成 Ｃ ＋ ＋ 可执行程序．

２． ２　 改进循环不变式

Ｅ． Ｗ． Ｄｉｊｋｓｔｒａ和Ｄ． Ｇｒｉｅｓ给出了４个循环不变

式的传统开发策略［２０］，Ｄ． Ｇｒｉｅｓ 对其进行了解释和

补充，开发了前序遍历二叉树非递归算法的循环不

变式［５⁃６］：

ρ ： ０ ≤ c ≤ ＃ ｐ ∧ ｆｐｒｅｏｒｄｅｒ （ ｐ ） ＝ ｂ［０：c － １］ ｜
ｆｐｒｅｏｒｄｅｒ（ ｒ０） ｜ ｆｐｒｅｐｏｒｄｅｒ（ ｒ１）… ｜ ｆｐｒｅｏｒｄｅｒ（ ｒｒ－１） ．

观察该循环不变式，看出此循环不变式用“…”
表示显得冗长、不易理解． 于是，使用循环不变式的

递归定义技术，重新对前序遍历二叉树非递归算法

的循环不变式进行开发［４］：
ρ：ＨＰｒｅ（Ｔ） ＝ Ｘ↑ＨＰｒｅ（ｑ）↑Ｆ（Ｓ），

该循环不变式引进了 ３ 个辅助变量：Ｘ，Ｓ，ｑ． 其中 Ｘ
存放已遍历的结点序列；Ｓ 是起堆栈作用的变量，用
于存放尚待遍历的 Ｔ的右子树；ｑ用于存放正准备遍

历的 Ｔ 的子树．
比较以上 ２ 个循环不变式，可以很清晰地发现

本文的循环不变式更简单、精确． 因此，以文献［２１⁃２２］
提出的开发循环不变式的新定义和新的开发策略为

基础，提出了对二叉树队列关系问题开发循环不变

式的策略．
先写出其前置断言和后置断言，前置断言均为

“给定一个有限的二叉树 Ｔ”，而后置断言的不同则

决定着每个问题是属于什么输出类型，再根据问题

的实现思路，并结合后置断言，可将开发二叉树队列

关系问题循环不变式的策略分为 ３ 种．
策略 １　 输出结果为结点序列的问题．
通过分析求解问题的特性， 确定后置断言为

Ｘ ＝ 算法 Ｆ（Ｔ） 形式，以表明输出结果为结点序列．
通过分划递推，寻找序列变量和队列存放待求解子

问题的变化规律，以此推导出递推关系，并确定循环

变量，采用递归定义技术定义序列变量和队列中的

内容，即构成所需的循环不变式．
策略 ２　 输出结果为固定值的问题．
根据求解问题的定义和实现的功能，确定后置

断言为算法 Ｆ（Ｔ） ＝ 固定值，以表明输出结果为固

定值． 通过分划递推，寻找能判别待求解子问题的固
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定值变化规律是否均满足求解问题需实现功能的约

束条件的这一规律，以此推导出递推关系，并结合队

列存放待求解子问题的变化规律，确定循环变量，采
用递归定义技术定义固定值、序列变量和队列中元

素的组成，即构成所需的循环不变式．
策略 ３　 输出结果为属性判断的问题．
根据求解问题的定义和实现的功能，确定后置

断言为算法 Ｆ（Ｔ） ＝ 对于任一结点的该问题的属性

判断均为真，以表明输出结果为 ｔｒｕｅ或 ｆａｌｓｅ． 通过分

划递推，寻找待求解子问题的属性判断变化规律是

否均满足求解问题需实现功能的约束条件的这一规

律，以此推导出递推关系，并结合队列存放待求解子

问题的变化规律，确定循环变量，再采用递归定义技

术定义属性判断、序列变量和队列中元素的组成，即
构成所需的循环不变式．

２． ３　 二叉树队列关系问题通用循环不变式模板

在推导出众多二叉树队列关系问题得出的循环

不变式过程中，发现每个问题的循环不变式都存在

共性． 因此，构造一个二叉树队列关系问题通用循环

不变式模板，供后续开发更多的二叉树队列关系问

题． 该模板形式为

ρ：ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］）∧Ｐ（ｘ），
其中 ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］）
为层次遍历二叉树的循环不变式． 序列变量 Ｘ 用于

存放已访问的结点标志序列，当有限二叉树遍历结

束时，Ｘ ＝ ＨＬａｙ（Ｔ）；Ｓ 为队列，用来存放待访问的顶

点；ｈ 为序列头的域名；ｑ 用于存放正在访问的顶点．
在队列 Ｓ 中的首元素为即将访问的顶点，且在被访

问后，该顶点的未被遍历的相邻顶点要作为待访问

顶点进入队列． 所以 Ｓ 中的内容由函数 Ｆ 定义为

Ｆ（［］） ＝ ［］， （１）
Ｆ（Ｓ） ＝ ［Ｓ． ｈ］↑Ｆ（Ｓ［ｈ ＋ １． ． ｔ］↑［Ｓ［ｈ］ ． ｌ］↑

［Ｓ［ｈ］ ． ｒ］）； （２）
当 ｑ 未访问时，
Ｆ（［ｑ↑Ｓ］） ＝ ［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］）， （３）
当 ｑ 已访问时，

Ｆ（［ｑ↑Ｓ］） ＝ Ｆ（Ｓ） ． （４）
Ｐ（ｘ） 是指根据不同问题的特性和要求，合取满足条

件的断言．

２． ４　 预定义 ＡＤＴ

抽象程序设计语言Ａｐｌａ［４］ 提供了序列（ｌｉｓｔ） 和

二叉树（ｂｔｒｅｅ） 预定义的 ＡＤＴ 类型，下面给出本文

中所用的序列和二叉树 ＡＤＴ 相关数据和操作说明．

２． ４． １　 序列 　 关于序列的定义和操作如下：
ｖａｒ ｈ，ｔ：ｉｎｔｅｇｅｒ： ＝ ０，０； ／ ／ ｔ表示序列尾的域名；
ｖａｒ Ｓ，Ｔ：ｌｉｓｔ： ＝ ［］，［］； ／ ／ Ｓ 和 Ｔ 为序列；
Ｘ：ｄａｔａ；ｉ， ｊ：ｉｎｔｅｇｅｒ； ／ ／ Ｘ 是序列中的元素；
［］ ／ ／ 序列为空；
［Ｘ］ ／ ／ 序列中有一个元素 Ｘ；
＃（Ｓ） ／ ／ 计算 Ｓ 中元素的个数；
Ｓ［ ｉ］ ／ ／ Ｓ 的第 ｉ 个元素，Ｓ． ｈ ≤ ｉ ≤ Ｓ． ｔ；
Ｓ［ ｉ． ． ｊ］ ／ ／ Ｓ 的子序列，Ｓ． ｈ ≤ ｉ， ｊ ≤ Ｓ． ｔ；
Ｓ↑Ｔ ／ ／ Ｓ的尾和 Ｔ的头用“↑” 运算合成一个新

序列．
２． ４． ２　 二叉树 　 关于二叉树的定义和操作如下：

Ｔ． ｄ ／ ／ 产生二叉树 Ｔ 的根结点；
Ｔ． ｌ ／ ／ 产生二叉树 Ｔ 的左子树；
Ｔ． ｒ ／ ／ 产生二叉树 Ｔ 的右子树；
ｎ ＋ Ｔ ／ ／ 把结点 ｎ 加到 Ｔ 中，使 Ｔ 成为和 Ｔ 结构

相同的新树；
ＲｅａｄＮｏｄｅ（ｎ） ／ ／ 建立结点 ｎ；
ＷｒｉｔｅＮｏｄｅ（ｎ） ／ ／ 输出结点 ｎ．

２． ５　 二叉树队列关系问题的 ３ 类派生问题

通过深入研究大量二叉树队列关系问题非递归

算法，思考各个问题的思想和数据结构特性，寻找它

们的共性和特性，发现很多算法可以在实现母算法

功能的同时增添符合该问题的功能实现条件，以此

最终实现该问题． 因此，将层次遍历二叉树和求二叉

树深度作为母算法，将二叉树队列关系问题分为 ３
类派生问题（见图 １） ．

（ｉ） 基于层次遍历二叉树派生出的问题：以判

断完满二叉树为例． 在层次遍历二叉树的同时判断

当前结点有几个孩子，若有 ２ 个或 ０ 个则继续判断

队列中的下一个结点；若有 １ 个则不是完满二叉树．
直至层次遍历完所有结点，若所有节点均满足条件，
则该二叉树为完满二叉树．

（ｉｉ） 基于求二叉树深度派生出的问题：以判断

一颗具有 ｘｓｉｚｅ 个结点二叉树是否为满二叉树为例．
在求出二叉树深度为 ｘｈｅｉｇｈｔ 后，若满足 ２ｘｈｅｉｇｈｔ － １ ＝
ｘｓｉｚｅ，则是满二叉树，否则不是满二叉树．

（ｉｉｉ） 基于层次遍历二叉树和求二叉树深度共

同派生出的问题：以判断平衡二叉树为例． 在层次遍

历二叉树的同时以当前结点作为根结点，通过求二

叉树深度的功能判断左右子树的深度之差的绝对值

是否小于等于 １，若满足则继续判断队列中的下一

个结点，若不满足则不是平衡二叉树． 直至层次遍历
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完所有结点，若所有节点均满足条件，则该二叉树为

平衡二叉树．

图 １　 ３ 类派生问题

３　 二叉树队列关系问题非递归算法
推导

３． １　 母算法

层次遍历二叉树和求二叉树深度对二叉树队列

关系问题非递归算法的推导起着至关重要的作用．
若 ２ 个母算法成功推导，则这便于派生问题的推导，
也有助于更好地发现 ３ 类派生问题循环不变式的共

性和特性． 因此，需要先对这 ２ 个母算法进行推导．
３． １． １　 层次遍历二叉树 　 文献［２３］ 已经成功推

导出层次遍历二叉树非递归算法的循环不变式：
ρ：ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑ ［ｑ． ｒ］）

以及非递归算法 Ａｐｌａ 程序：
ｄｏ ┐（ｑ ＝ ％ ） → Ｓ，Ｘ，ｑ： ＝ Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］，

Ｘ↑［ｑ． ｄ］，％ ；
［］ ┐（Ｓ ＝ ［］） → ｑ，Ｓ： ＝ Ｓ［ｈ］，Ｓ［ｈ ＋ １． ． ｔ］；
ｏｄ．

３． １． ２　 求二叉树深度 　 文献［２３］ 已经成功推导

出求二叉树深度非递归算法的循环不变式：
ρ：ｈ ＝ ［（Ｎ，ｎ：０ ≤ ｎ：ｎ ＝ ＃（Ｓ）） － １］ ∧

ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］）
以及非递归算法 Ａｐｌａ 程序：

ｄｏ （ｎｕｍ ≥１） → ｑ，Ｓ： ＝ Ｓ［Ｓ． ｈ］，Ｓ［Ｓ． ｈ ＋ １． ．
Ｓ． ｔ］；

Ｘ： ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］；
ｉｆ （ｑ． ｌ ≠ ％ ） → Ｓ： ＝ Ｓ↑［ｑ． ｌ］；ｆｉ；
ｉｆ （ｑ． ｒ ≠ ％ ） → Ｓ： ＝ Ｓ↑［ｑ． ｒ］；ｆｉ；
ｎ： ＝ ｎ － １；
［］ ┐（ｑ ＝ ％ ） → ｎ，ｈ，ｑ： ＝ ＃（Ｓ），ｈ ＋ １，％ ；
ｏｄ．

３． ２　 形式推导实例

限于篇幅，本节以判断平衡二叉树为实例，完整

地展现如何基于母算法推导派生问题．
（ｉ） 算法程序规约． 用 ＨＬａｙ（Ｔ） 表示 Ｔ 的层次遍

历产生的结点序列，存放已访问的结点标志序列在

序列变量 Ｘ 中，Ｘ ＝ ＨＬａｙ（Ｔ） ． ＬＤｅｐｔｈ（Ｔ） 表示 Ｔ 的

深度． ａｂｓ（） 函 数 表 示 返 回 数 字 的 绝 对 值． 用

ａｂｓ（ＬＤｅｐｔｈ（ｑ． ｌ） － ＬＤｅｐｔｈ（ｑ． ｒ）） ≤ １ 来判断当前结点

ｑ 左右子树的深度之差的绝对值是否符合判断条

件，若满足 ａｂｓ（ＬＤｅｐｔｈ（ｑ． ｌ） － ＬＤｅｐｔｈ（ｑ． ｒ）） ≤１，则继

续层次遍历下一个结点，重复此操作，直至遍历结

束． 若 ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ｔｒｕｅ， 则 Ｔ 是平衡二叉树； 若

ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ｆａｌｓｅ，则Ｔ不是平衡二叉树． 即求解问题

的算法规约：

｜ ［Ｘ：ｌｉｓｔ （ ｉｎｔｅｇｅｒ，４０）；Ｔ：ｂｔｒｅｅ （ｉｎｔｅｇｅｒ，４０）；

ｍｓｉｚｅ：ｉｎｔｅｇｅｒ］ ｜ ；
ＡＱ：给定一个有限的二叉树 Ｔ；
ＡＲ： ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ∀（ａ：ａ∈ＨＬａｙ（Ｔ）：ａｂｓ（ＬＤｅｐｔｈ（ａ． ｌ） －

ＬＤｅｐｔｈ（ａ． ｒ）） ≤ １） ．
创建布尔变量 ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） 函数记录 ａｂｓ（ＬＤｅｐｔｈ（ａ．

ｌ） － ＬＤｅｐｔｈ（ａ． ｒ）） ≤ １ 的判断结果．
（ｉｉ） 寻找递推关系． 根据判断完全二叉树的算

法程序规约，仅需寻找 ｆＰｅｒｆｅｃｔ（Ｔ） 的递推关系：
若 Ｔ ＝ ％ ，则 ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ｔｒｕｅ；
若 Ｔ≠％ ，则为了得到一个非递归的算法程序，

分划 ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ），得到递推关系为

ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ （ｉｓｂａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ． ｌ） ∧
ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ． ｒ） ＝ （ｉｓｂａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ （ｉｓｂａｌａｎｃｅ（Ｔ． ｌ） ＝
ｔｒｕｅ） ∧ ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ． ｌ． ｌ）∧ ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ． ｌ． ｒ）∧ ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ． ｒ） ＝
…．

由以上递推关系发现：该过程是通过层次遍历

二叉树 ＨＬａｙ（Ｔ） 来表示二叉树 Ｔ 中所有结点构成的

一个序列 Ｘ． 在实现过程中，必须使用队列 Ｓ 存放待

访问的顶点，ｑ 用于存放正在访问的顶点，序列变量

Ｘ 用来存放已访问的结点标志序列，当有限二叉树

遍历结束时，Ｘ ＝ ＨＬａｙ（Ｔ） ．
（ｉｉｉ） 构造循环不变式． 由于 Ｘ 存放了层次遍历

后的结点序列，因此 ｆｌａｇ 的值始终依赖于 Ｘ 中的结

点，即有如下性质成立：
ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ．
因此，上式与 ＨＬａｙ（Ｔ） 的循环不变式合取即构

成本问题算法程序的循环不变式：
ρ：ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧

ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ．
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（ｉｖ） 非递归算法 Ａｐｌａ 程序． 通过递推关系（ｉｉ）
和循环不变式（ｉｉｉ），简捷地导出 Ａｐｌａ 语言过程：

ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ：ｂｔｒｅｅ（ｉｎｔｅｇｅｒ，４０）；ｖａｒ Ｘ：
ｌｉｓｔ（ ｉｎｔｅｇｅｒ，４０））；

ｂｅｇｉｎ
Ｘ，Ｓ，ｑ， ｆｌａｇ： ＝ ［］，［］，Ｔ，ｔｒｕｅ；
｛ρ：ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑ ［ｑ． ｒ］） ∧

ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ）｝；
ｄｏ ｆｌａｇ ∧（┐（ｑ ＝ ％） ∨┐（Ｓ ＝ ［］）） →ｉｆ （ｑ≠

％ ） ∧ （ ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝ ｔｒｕｅ） → ｆｌａｇ，Ｘ，Ｓ，ｑ： ＝ ｔｒｕｅ，
Ｘ↑［ｑ． ｄ］，Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］，％ ；

［］ （ｑ ≠ ％ ） ∧ （ ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝ ｆａｌｓｅ） → ｆｌａｇ，Ｘ，
Ｓ，ｑ： ＝ ｆａｌｓｅ，Ｘ↑［ｑ． ｄ］，Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］，％ ；

［］ （ｑ ＝ ％ ） ∧ ┐（Ｓ ＝ ［］） → ｑ，Ｓ： ＝ Ｓ［Ｓ．
ｈ］，Ｓ［Ｓ． ｈ ＋ １． ． Ｓ． ｔ］；ｆｉ；

ｏｄ；
ｉｆ（ ｆｌａｇ ＝ ｔｒｕｅ） → ｗｒｉｔｅｌｎ（“是平衡二叉树”）；
［］ → ｗｒｉｔｅｌｎ（“不是平衡二叉树”）；
ｆｉ；
ｅｎｄ．

４　 二叉树队列关系问题非递归算法
形式化证明

Ｄｉｊｋｓｔｒａ⁃Ｇｒｉｅｓ标准程序证明法是形式化证明的

重要方法，通过证明｛Ｑ｝Ｓ｛Ｒ｝ 的正确性，以此来验

证算法程序的正确性． Ｓ 表示语句，Ｑ 表示谓词公式

或 Ｓ 的前置断言，Ｒ 表示谓词公式或 Ｓ 的后置断言．
对于二叉树队列关系问题，由于此类问题是循环语

句 ｄｏ的一般形式，所以基于在Ｄｉｊｋｓｔｒａ⁃Ｇｒｉｅｓ标准程

序证明法中循环语句 ｄｏ 的证明条件来证明二叉树

队列关系问题． 本节以判断平衡二叉树为例，详细地

展现如何形式化证明二叉树队列关系问题．
（ ｉ） 证明在执行循环之前 ρ 是正确的．
由于断言中给出的 ＡＱ 并非 ｄｏ 语句中的 ＡＱ，而

是整个程序的 ＡＱ ． 因此，若为保证 ｄｏ 语句执行开始

迭代之前 ρ 为真，使得 ＡＱ⇒ρ，则必须保证如下断言

成立：
语句 Ｓ０ 为 Ｓ，Ｘ，ｑ， ｆｌａｇ： ＝ ［］，［］，Ｔ，ｔｒｕｅ，
ＡＱ⇒ｗｐ（Ｓ０，ρ） ≡ （ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑

［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝

ｔｒｕｅ）） Ｓ，Ｘ，ｑ，ｆｌａｇ
［］，［］，Ｔ，ｔｒｕｅ ≡

ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ ［］↑［Ｔ． ｄ］↑Ｆ（［Ｔ． ｌ］↑［Ｔ． ｒ］） ∧

ｔｒｕｅ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ）；
｛使用递推关系式（４）｝ ≡ ｔｒｕｅ．
将声明 Ｓ０ 中的 ３ 个变量赋值给 ρ，显然实现

ＡＱ⇒ｗｐ（Ｓ０，ρ），显然上述断言成立．
（ｉｉ） 证明 ρ 是循环不变式．
用布尔变量 ｆｌａｇ 记录 ｆＢａｌａｎｃｅ（Ｔ） 的判断结果，可

更深地进行细化，便于下面形式化证明：
∀（ａ：ａ ∈ ＨＬａｙ（Ｔ）：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） → ｆｌａｇ ＝

ｔｒｕｅ ∨ ∃（ａ：ａ ∈ ＨＬａｙ（Ｔ）：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｆａｌｓｅ） →
ｆｌａｇ ＝ ｆａｌｓｅ．

（ａ） 针对循环体中的第 １ 个条件子句：
条件Ｃ１ 为 ｆｌａｇ ∧（┐（ｑ ＝ ％） ∨┐（Ｓ ＝ ［］）） ∧

（ｑ ≠ ％ ） ∧ （ ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝ ｔｒｕｅ）
语 句 Ｓ１ 为 ｆｌａｇ，Ｘ，Ｓ，ｑ： ＝ ｔｒｕｅ，Ｘ↑［ｑ． ｄ］，

Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］，％ ；
ρ ∧ Ｃ１⇒ｗｐ（Ｓ１，ρ） ≡ ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ．

ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：
ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧ （┐（ｑ ＝ ％） ∨ ┐（Ｓ ＝
［］））∧（ｑ≠％）∧（ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝ ｔｒｕｅ）⇒（ＨＬａｙ（Ｔ） ＝
Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑ ［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：

ａ ∈Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ）） ｆｌａｇ，Ｘ，Ｓ，ｑ
ｔｒｕｅ，Ｘ↑［ｑ． ｄ］，Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］，％ ≡

ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝
∀（ａ：ａ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧（┐（ｑ ＝ ％）
∨ ┐（Ｓ ＝ ［ ］）） ∧ （ｑ ≠ ％ ） ∧ （ ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝
ｔｒｕｅ）⇒ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［％ ］↑［％ ］↑Ｆ（Ｓ↑［％ ］↑
［％］↑［％］↑ ［％］） ∧ｔｒｕｅ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ↑［％］：
ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ≡ ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑
［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝
ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧（┐（ｑ ＝ ％） ∨┐（Ｓ ＝ ［］）） ∧ （ｑ ≠
％ ） ∧ （ ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝ ｔｒｕｅ）⇒ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑Ｆ（Ｓ） ∧
ｔｒｕｅ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ↑［％ ］：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ）；

｛使用递推关系式（４）｝ ≡ ｔｒｕｅ．
将声明 Ｓ１ 中的 ３ 个变量赋值给 ρ，实现 ρ ∧

Ｃ１⇒ｗｐ（Ｓ１，ρ），显然第 １ 个条件子句成立．
（ｂ） 针对循环体中的第 ２ 个条件子句：
条件Ｃ２ 为 ｆｌａｇ ∧（┐（ｑ ＝ ％） ∨┐（Ｓ ＝ ［］）） ∧

（ｑ ≠ ％ ） ∧ （ ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝ ｆａｌｓｅ）；
语句 Ｓ２ 为 ｆｌａｇ，Ｘ，Ｓ，ｑ： ＝ ｆａｌｓｅ，Ｘ↑［ｑ． ｄ］，

Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］，％ ；
ρ ∧ Ｃ２⇒ｗｐ（Ｓ２，ρ） ≡ ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ．

ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：
ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧（┐（ｑ ＝ ％ ） ∨┐（Ｓ ＝
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［］））∧（ｑ≠％）∧（ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝ ｆａｌｓｅ）⇒（ＨＬａｙ（Ｔ） ＝
Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：

ａ ∈Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ｆｌａｇ，Ｘ，Ｓ，ｑ
ｆａｌｓｅ，Ｘ↑［ｑ． ｄ］，Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］，％ ≡

ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧
ｆｌａｇ ＝∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧ （┐
（ｑ ＝％） ∨┐（Ｓ ＝ ［］））∧（ｑ≠％）∧（ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝
ｆａｌｓｅ）⇒ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［％ ］↑［％ ］↑Ｆ（Ｓ↑［％ ］↑
［％］↑［％］↑［％］） ∧ ｆａｌｓｅ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ↑［％］：
ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ）；

｛使用递推关系式（３） 和递推关系式（４）｝ ≡
ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧
ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧ （┐
（ｑ ＝ ％） ∨┐（Ｓ ＝ ［］））∧（ｑ≠％）∧（ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝
ｆａｌｓｅ）⇒ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑Ｆ（Ｓ） ∧ ｆａｌｓｅ ＝ ∀（ａ：ａ ∈
Ｘ↑［％ ］：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ≡ ｔｒｕｅ．

将声明 Ｓ２ 中的 ２ 个变量赋值给 ρ，实现 ρ ∧
Ｃ２⇒ｗｐ（Ｓ２，ρ），显然第 ２ 个条件子句成立．

（ｃ） 针对循环体中的第 ３ 条件子句：
条件Ｃ３ 为 ｆｌａｇ ∧（┐（ｑ ＝ ％） ∨┐（Ｓ ＝ ［］）） ∧

（ｑ ＝ ％ ） ∧ ┐（Ｓ ＝ ［］）；
语句 Ｓ３ 为 ｑ，Ｓ： ＝ Ｓ［Ｓ． ｈ］，Ｓ［Ｓ． ｈ ＋ １． ． Ｓ． ｔ］；
ρ ∧ Ｃ３⇒ｗｐ（Ｓ３，ρ） ≡ ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ．

ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：
ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧（┐（ｑ ＝ ％ ） ∨┐（Ｓ ＝
［］）） ∧ （ｑ ＝ ％ ） ∧ ┐ （Ｓ ＝ ［ ］）⇒（ＨＬａｙ（Ｔ） ＝
Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：

ａ ∈Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ））ｑ，Ｓ
Ｓ［Ｓ． ｈ］，Ｓ［Ｓ． ｈ＋１． ． Ｓ． ｔ］ ≡ＨＬａｙ（Ｔ） ＝

Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：
ａ ∈Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧ （┐（ｑ ＝ ％ ） ∨
┐（Ｓ ＝ ［］）） ∧（ｑ ＝ ％） ∧┐（Ｓ ＝［］）⇒（ＨＬａｙ（Ｔ） ＝
Ｘ↑Ｆ（ ［ Ｓ［ ｈ］ ． ｄ］↑Ｆ（ Ｓ［ ｈ ＋１ ． ． ｔ］↑［ Ｓ［ ｈ］ ． ｌ］↑
［Ｓ［ｈ］． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ）；

｛使用递推关系式（３） 和递推关系式（４）｝ ≡
ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧ ｆｌａｇ ＝
∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ ｆｌａｇ ∧ （┐
（ｑ ＝ ％ ） ∨ ┐（Ｓ ＝ ［］）） ∧ （ｑ ＝ ％ ） ∧ ┐（Ｓ ＝
［］）⇒（ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑Ｆ（Ｓ） ∧ ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：
ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ≡ ｔｒｕｅ．

将声明 Ｓ３ 中的 ２ 个变量赋值给 ρ，实现 ρ ∧
Ｃ３⇒ｗｐ（Ｓ３，ρ），显然第 ３ 个条件子句成立．

（ｉｉｉ） 证明后置断言 Ｒ 在循环终止时必须为真．
ρ ∧ ┐ （ ｆｌａｇ ∧ （┐（ｑ ＝ ％ ） ∨ ┐（Ｓ ＝

［］）））⇒ＡＲ ≡ ρ ∧ （┐ｆｌａｇ ∨ （（ｑ ＝ ％ ） ∧ （Ｓ ＝
［ ］）））⇒ｆｂａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ∀（ａ：ａ ∈ ＨＬａｙ（Ｔ）：
ａｂｓ（Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｌ） － Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｒ）） ≤１） ≡ ρ∧（┐ｆｌａｇ ∨
（ ｆｌａｇ ∧ （ｑ ＝ ％ ） ∧ （Ｓ ＝ ［ ］）））⇒ｆｂａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝
∀（ａ：ａ ∈ ＨＬａｙ（Ｔ）：ａｂｓ（Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｌ） － Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｒ）） ≤
１） ≡ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ↑［ｑ． ｄ］↑Ｆ（Ｓ↑［ｑ． ｌ］↑［ｑ． ｒ］） ∧
ｆｌａｇ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧ （ ｆｌａｇ ∧
（ｑ ＝ ％ ） ∧ （Ｓ ＝ ［ ］））⇒ｆｂａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ∀（ａ：ａ ∈
ＨＬａｙ（Ｔ）：ａｂｓ（Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｌ） － Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｒ）） ≤ １） ≡
ＨＬａｙ（Ｔ） ＝ Ｘ ∧ ｔｒｕｅ ＝ ∀（ａ：ａ ∈ Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝
ｔｒｕｅ） ∧（ｆｌａｇ ∧（ｑ ＝ ％） ∧（Ｓ ＝ ［］））⇒ｆｂａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝
∀（ａ：ａ ∈ Ｌａｙ（Ｔ）：ａｂｓ（Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｌ） － Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｒ）） ≤
１） ≡ ｔｒｕｅ∧ ｔｒｕｅ ＝ ∀（ａ：ａ∈Ｘ：ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ａ） ＝ ｔｒｕｅ） ∧
（ ｆｌａｇ ∧（ｑ ＝ ％ ） ∧（Ｓ ＝ ［］））⇒ｆｂａｌａｎｃｅ（Ｔ） ＝ ∀（ａ：
ａ ∈ ＨＬａｙ（Ｔ）：ａｂｓ（Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｌ） － Ｌｄｅｐｔｈ（ａ． ｒ）） ≤１） ≡
ｔｒｕｅ．

（ｉｖ） 循环的终止性显然成立．
至此， 完成了此程序的正确性证明．

５　 二叉树队列关系问题 Ｃ ＋ ＋程序的
自动生成

本实验室研究团队已经开发了一个“Ａｐｌａ 到

Ｃ ＋ ＋ 程序自动生成系统” ［７］，可以实现 Ａｐｌａ 到

Ｃ ＋ ＋ 程序的自动转换，实现算法程序的机器无关

性． “Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋程序自动生成系统”总体结构如

图 ２ 所示．

图 ２　 “Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋程序自动生成系统”总体结构图

通过“Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋ 程序自动生成系统”，可将

推导并形式化证明的 Ａｐｌａ 算法程序作为源语言，自
动生成对应的 Ｃ ＋ ＋可执行程序［２２］，本文的实例均

可自动生成对应的 Ｃ ＋ ＋ 可执行程序，以判断平衡

二叉树为例（见图 ３）． “Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋程序自动生成

系统”集词法分析、语法分析、语义一致性分析、转
换、编译、运行为一体． Ａｐｌａ 语言中抽象数据的操作
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均基于简单数据类型及其操作，为了转换一些简单

数据类型及其操作，于是，先构造了一个简单的程序

转换系统，称为“核心转换器”，然后通过抽象数据

类型的操作推导得到 Ａｐｌａ 程序，再用“核心转换

器”转换为 Ｃ ＋ ＋程序，作为相应的 Ｃ ＋ ＋ 可重用部

件库中的操作，最后通过这种方式 Ｃ ＋ ＋ 可重用部

件库的正确性就得到了保证． 由此，Ａｐｌａ 算法程序

自动生成 Ｃ ＋ ＋ 程序的正确性也得到了保证，最终

实现了从抽象规约到具体的可执行程序的完整求精

过程［９］ ．

图 ３　 Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋程序自动生成系统生成判断平衡二叉树的 Ｃ ＋ ＋程序

　 　 图 ３ 代码为判断平衡二叉树非递归算法的Ａｐｌａ
程序，通过左边的 Ａｐｌａ 代码自动生成对应的 Ｃ ＋ ＋
可执行程序如下：
ｆｌａｇ ＝ ｔｒｕｅ；
ｄｏ ｛
　 ｉｆ （ｆｌａｇ ＆＆ （！ （ｑ． Ｅｑｕａ（ｔｅｍｐＴｒｅｅ０． ＳｅｔＥｍｐｔｙ０）） ｜ ｜！
（Ｓ． Ｅｑｕａｌ（ｔｅｍｐＬｉｓｔ１． ＳｅｔＥｍｐｔｙ０）））） ｛

　 ｉｆ （（ｑ！ ｔｅｍｐＴｒｅｅ０． ＳｅｔＥｍｐｔｙ０）＆＆（ ｉｓｂａｌａｎｃｅ
（ｑ） ＝ ＝ ｔｒｕｅ））｛

　 ｆｌａｇ ＝ ｔｒｕｅ；
　 Ｘ． Ｃｏｐｙ（Ｘ． Ｃｏｎｃａｔ（ＯｎｅｉｔｅｍＬｉｓｔ（ｑ． Ｄａｔａ０）））；
　 Ｓ． Ｃｏｐｙ （ Ｓ． Ｃｏｎｃａｔ （ ＯｎｅｉｔｅｍＬｉｓｔ （ ｑ． Ｌｅｆｔ０ ）．

Ｃｏｎｃａｔ（ＯｎｅｉｔｅｍＬｉｓｔ（ｑ． Ｒｉｇｈｔ０））））；
　 ｑ． Ｃｏｐｙ（ｔｅｍｐＴｒｅｅ０． ＳｅｔＥｍｐｔｙ０）；
　 ｝
　 ｅｌｓｅ ｉｆ （（ ｑ！ ＝ ｔｅｍｐＴｒｅｅ０． ＳｅｔＥｍｐｔｙ０ ） ＆＆

（ｉｓｂａｌａｎｃｅ（ｑ） ＝ ＝ ｆａｌｓｅ）） ｛
　 ｆｌａｇ ＝ ｆａｌｓｅ；
　 Ｘ． Ｃｏｐｙ（Ｘ． Ｃｏｎｃａｔ（ＯｎｅｉｔｅｍＬｉｓｔ（ｑ． Ｄａｔａ０）））；
　 Ｓ． Ｃｏｐｙ （ Ｓ． Ｃｏｎｃａｔ （ ＯｎｅｉｔｅｍＬｉｓｔ （ ｑ． Ｌｅｆｔ０ ）．

Ｃｏｎｃａｔ（ＯｎｅｉｔｅｍＬｉｓｔ（ｑ． Ｒｉｇｈｔ０））））；
　 ｑ． Ｃｏｐｙ（ｔｅｍｐＴｒｅｅ０． ＳｅｔＥｍｐｔｙ０）；
　 ｝

　 ｅｌｓｅ ｉｆ （（ｑ． Ｅｑｕａｌ（ｔｅｍｐＴｒｅｅ０． ＳｅｔＥｍｐｔｙ０）） ＆＆！
（Ｓ． Ｅｑｕａｌ（ｔｅｍｐＬｉｓｔ１． ＳｅｔＥｍｐｔｙ０））） ｛

　 ｑ． Ｃｏｐｙ（Ｓ． Ｇｅｔ（Ｓ． ｈ））；
　 Ｓ． Ｃｏｐｙ（Ｓ． Ｓｕｂｌｉｓｔ（Ｓ． ｈ ＋ １，Ｓ． ｔ））；
　 ｝
｝

ｅｌｓｅ．
输入 １０ 个无序的整数序列，并将其构成二叉排

序树，对二叉排序树进行判断是否为平衡二叉树

（见图 ４）．

图 ４　 构建二叉排序树

通过验证，自动生成的 Ｃ ＋ ＋ 程序是正确的．
“Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋ 程序自动生成系统”将预定义的组

合数据类型（集合、列表、二叉树、图、关系数据和其

他预定义的数据类型）以 ＡＤＴ 的形式进行封装，并
且可以用作标准数据类型，这极大地提高算法和程

序的开发效率．

６５ 江西师范大学学报（自然科学版） ２０２２ 年



６　 结束语

本文通过对二叉树类问题进行分划，寻找递推

关系，对求解序列的递推关系为队列这类问题，给出

推导和形式化证明策略． 探索二叉树队列关系问题

非递归算法的循环不变式之间的共性和特性，发现

很多二叉树队列关系问题都是可以基于层次遍历二

叉树和求二叉树深度这 ２ 个算法的功能加以实现，
由此，可将二叉树队列关系问题分为 ３ 类派生问题．
本文对派生问题代表进行推导，得出递推关系表达

式和循环不变式，由此导出非递归 Ａｐｌａ 算法，再用

Ｄｉｊｋｓｔｒａ⁃Ｇｒｉｅｓ 标准程序证明法证明算法的正确性，
最后使用“Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋ 程序自动生成系统”自动

生成 Ｃ ＋ ＋可执行程序，实现了从抽象规约到具体

的可执行程序的完整求精过程． 相比国内外现有研

究，本文具有如下特点：
１）提出了二叉树队列关系问题非递归算法推

导及形式化证明策略． 主要对 ３ 种输出结果问题对

应地提出了 ３ 种开发循环不变式策略，并根据循环

不变式之间的共性和特性，构造一个二叉树队列关

系问题通用循环不变式模板，使求解二叉树队列关

系问题更具有针对性．
２）成功地推导和形式化证明了一系列二叉树

队列关系问题非递归算法． 在推导过程中，基于层次

遍历二叉树和求二叉树深度这 ２ 个算法的功能，将
推导二叉树队列关系问题分为 ３ 类派生问题． 这便

于派生问题更准确、更便捷地推导和形式化证明．
３）使用开发的“Ａｐｌａ 到 Ｃ ＋ ＋ 程序自动生成系

统”，对原算法程序规约进行了一系列的求精变换

步骤． 每一步都减少了一定的抽象程度或增加了一

定的程序可执行性，并最终得到相应的 Ｃ ＋ ＋ 可执

行程序． 该程序实现了从抽象规约到具体的可执行

程序的完整求精过程，这极大地提高了算法和程序

的开发效率和可靠性．
本文的研究提升了开发共性算法程序的高效性

和有效性，对寻找各种二叉树队列关系问题非递归

算法的循环不变式指明了新的方向，对非线性数据

结构算法程序的推导及形式化证明具有指导意义．
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