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2维地震波场的精确解及其无网格数值模拟

曹艳华，朱挺欣，王 军
( 华东交通大学理学院，江西 南昌 330013)

摘要:从波动理论出发，该文采用升降法推导出 2 维地震波场的精确解．在此基础上，采用近年来出现的

无网格方法对 2维地震波场进行了数值模拟，并对模拟的结果与传统的有限差分法进行了比较．数值算

例表明: 相比于传统的网格类方法，无网格方法的数值精度更高、稳定性更好、使用更灵活．
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0 引言

地震波传播理论是地震波场正演模拟的基础，

而地震波场的正演模拟又是在地震科学中一项非常

重要的技术手段，它被广泛应用于地震勘探和天然

地震中，在采集、处理和解释地震数据的过程中起着
不可或缺的作用［1-3］．
地震波场的正演模拟主要有积分方程法［4］、波

动方程法［5-6］、射线追踪法［7］等．波动方程法又可分
为有限差分法、有限元法和谱方法等．本文首先通过
升降法求出 2维地震波场的精确解，再利用有限差
分法和无网格方法对其进行数值模拟，进而对地震

波场的运动状态、动力学特征进行详细分析．
传统的有限差分法是最早应用于微分方程的数

值模拟方法，该方法的基本原理是利用差商近似代

替在方程中的微商而得到的，该方法具有计算效率

高、占用内存相对较小的优点，是在勘探地震学中应
用最广泛的数值计算方法．汪勇等［8］在求解 2 维声
波问题时基于频散关系分析思想，采用最小二乘法

建立误差目标函数，再利用拉格朗日乘子法对目标

函数进行求解，得到了优化后具有 4 ～ 10 阶精度的
有限差分格式，将 2 阶导数的五对角紧致差分格式
扩展到 2n阶精度．Peng Chong等［9］针对颗粒流采用
由泰勒展开和重整化方法得到的 2阶一致空间格式
提出一种新的拉格朗日差分动力学( LDD) 方法．尽
管传统的有限差分法在某些方面得到了改进，但是

它只能对规则区域进行求解，非常依赖于网格的剖

分，具有严重的数值频散性等缺点．
不同于传统的网格类方法，近年来发展起来的

无网格方法是根据计算节点来近似而不需要网格连

接的计算方法，该算法适用于各种规则和不规则区

域的数值模拟，能够有效地解决网格类方法难以解

决的问题．到目前为止，无网格方法已成功应用于
Helmholtz方程［10］、微生物驱动数值模拟［11］、凹凸边
界形状热弹性问题［12］、中心刚体-旋转柔性梁的动
力学问题［13］等的研究中，这充分显示了无网格方法

在求解相关问题时的优势．曹艳华等［14］提出的多项
式特解法在求解微分方程时具有较高的数值精度，

且算法极其稳定．Wu Shaowei 等［15］针对带修正的
Dirichlet-to-Neumann边界条件水下声辐射问题，提
出一种改进的无单元 Galerkin插值( IIEFG) 方法．王
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珊珊等［16］利用 Laplace方程的基本解和径向基函数
( ＲBFs) 提出一种求解多连通域的 Poisson 方程柯西
问题的无网格数值方法．曹艳华等［17］将多项式特解
法与 Houbolt方法相结合，提出一种发展方程的混
合方法，该方法在初始时刻采用高精度的时空多项

式特解法对发展方程进行求解，获得的高精度数值

解作为 Houbolt 方法的初值．田巧娴等［18］提出了数
值求解 3维热传导方程的一种无条件稳定的高精度
半显式差分方法．M． Hussain 等［19］对变系数的时间
分数阶高阶扩散波方程( TFHODWEs) 提出基于隐
式时间步进算法的无网格谱插值方法，通过径向基

函数( ＲBFs) 和点插值方法( PIM) 得到无网格形函
数，对微分方程进行求解．李订芳等［20］提出了一种
基于截断奇异值分解( TSVD) 的正则化和径向基函
数( ＲBF) 的改进的无网格方法．
本文讨论如下 2维地震波方程:

utt( x，y，t)= a2Δu( x，y，t) ，( x，y，t)∈Ｒ2 × ( 0，∞ ) ，

u( x，y，0) = x2( x + y) ，( x，y) ∈Ｒ2，

ut( x，y，0) = 0， ( x，y) ∈Ｒ2，
{ ( 1)

其中Δu = uxx + uyy．采用升降法推导出2维地震波场的精
确解，采用无网格方法对 2维地震波场进行了数值模拟，
并对模拟的结果与传统的有限差分法进行比较．本文的
无网格方法具体采用改进的时空多项式特解法，该算法

将原来空间上的 d维问题转换为时空域上的 d + 1维问
题，并结合多尺度技术减少特解法生成矩阵的条件数，使

得多项式基函数在多项式基阶变高时是稳定的．

1 2维地震波方程的精确解

本部分讨论初值问题( 1) 的精确解．下面给出一些
定义及引理．

定义 1［19］ 设 l( x，y) ∈Ｒ2，t ＞ 0，r = x2 + y■ 2 ＞
0，定义

U( l; r，t) = ∫
∂B( l，r)

u( m，t) dS( m) ， ( 2)

其中 B( l，r) 是以 l 为圆心、r 为半径的圆，∂B( l，r) 为圆
周，U( l; r，t) 为在圆周 ∂B( l，r) 上函数 u(·，t) 的平均值．
定义 2［19］ 类似地，令 h( m) = h( x，y) = 0，

g( m) = g( x，y) = x2( x + y) ，定义

G( l; r) = ∫
∂B( l，r)

g( m) dS( m) ， ( 3)

H( l; r) = ∫
∂B( l，r)

h( m) dS( m) ． ( 4)

引理 1［19］( 欧拉-泊松-达布方程) 令( x，y) ∈
Ｒ2，且 u( x，y，t) 满足方程( 1) ．不妨设 a = 1，则 U( l;
r，t) 满足
Utt － Urr － Ur / r = 0，( r，t) ∈ Ｒ + × ( 0，∞ ) ，

U( l; r，0) = G， r∈ Ｒ +，

Ut( l; r，0) = 0， r∈ Ｒ + ．
{ ( 5)

证 令 m = l + rz，有

U( l; r，t) = ∫
∂B( l，r)

u( m，t) dS( m) = ∫
∂B( 0，1)

u( l +

rz，t) dS( z) ．

利用∫
Ω
Δudx = ∫

∂Ω
∂u /∂�ndS，有

Ur( l; r，t) = ∫
∂B( 0，1)

Du( l + rz，t) zdS( z) =

∫
∂B( l，r)

Du( m，t) ( m － l) / rdS( m) = ∫
∂B( l，r)
∂u/∂�ndS( m) =

r∫B( l，r) Δu( m，t) dS( m) /2． ( 6)

式( 6) 最后一个等式右边令 r → 0 +，则 lim
r →0 +

Ur( l; r，

t) = 0．根据式( 1) ，对式( 6) 继续计算得

Ur( l; r，t) =
r
2 ∫B( l，r) Δu( m，t) dm =

r
2 ∫B( l，r) utt( m，t) dm = 1

2α( 2)
·

1
r ∫B( l，r) utt( m，t) dm，

其中 α( n) 表示 n维单位球的体积，这里 n = 2．因此，

rUr( l; r，t) = ∫B( l，r) utt( m，t) dm / ( 2α( 2) ) ，

所以

( rUr( l; r，t) ) r = ∫
∂B( l，r)

utt( l，t) dS( l) / ( 2α( 2) ) =

r∫
∂B( l，r)

utt( l，t) dS( l) = rUtt( l; r，t) ．

接下来求 3维问题的解．同样，不妨令 a = 1．当 n
= 3时，式( 5) 变为

Utt( l; r，t) － Urr( l; r，t) － 2Ur( l; r，t) / r = 0，( r，
t) ∈ Ｒ + × ( 0，∞ ) ．
下面消去 2Ur( l; r，t) / r．令
�U = rU， ( 7)
�G = rG， ( 8)
�H = rH = 0． ( 9)
下面说明�U是下列方程的解:
�Utt － �Urr = 0，( r，t) ∈ Ｒ + × ( 0，∞ ) ，

�U( r，0) = �G，r∈ Ｒ +，

�Ut( r，0) = 0，r∈ Ｒ +，

�U( 0，t) = 0，t∈ ( 0，∞ ) ．












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事实上，因为
�Utt = rUtt = r( Urr + 2Ur / r) = r�Utt + 2Ur = ( U +

rUr ) r =�Urr，

而 �Grr( 0) = 0，因此，利用 1维波动方程的解公式
�U( l; r，t) = ( �G( r + t) － �G( r － t) ) /2． ( 10)

由式( 2) 可知
u( l，t) = u( x，y，z，t) = lim

r →0 +
Ur( l; r，t) ，

其中 l = ( x，y，z) ．再由式( 3) ～ ( 4) 、( 7) ～ ( 8) 、
( 10) 可得

u( x，y，z，t) = lim
r →0+

Ur( l; r，t) = lim
r →0+
( (�G( r + t) －

�G( r － t) ) / ( 2r) ) = �G '( t) = ∂( t∫
∂B( l，t)

g( m) dS( m) ) /∂t

= ∂( t∫
∂B( 0，1)

g( l + tz) dS( z) ) /∂t = t∂( ∫
∂B( 0，1)

g( l +

tz) dS( z) ) /∂t + ∫
∂B( l，t)

g( m) dS( m) = t( ∫
∂B( 0，1)

Dg( lx +

tz) zdS( z) ) + ∫
∂B( l，t)

g( m) dS( m) = ∫
∂B( l，t)
( Dg( m) ·

( m － l) + g( m) ) dS( m) ，
于是，

u( x，y，z，t)= ∫
∂B( l，t)
( Dg(m) (m － l) + g(m) ) dS(m) ． ( 11)

式( 11) 表示的是 3 维空间变量 l = ( x，y，z) 的
解．下面采用降维方法求出 2 维空间变量 l = ( x，y)
的精确解．所谓降维法是指若方程
utt = a2( uxx + uyy + uzz ) ，( x，y，z，t) ∈ Ｒ3 × ( 0，∞ ) ，

u( x，y，0) = g( x，y) ， ( x，y，z) ∈ Ｒ3，

ut( x，y，0) = h( x，y) ， ( x，y，z) ∈ Ｒ3{
的解与 z无关，则 u = u( x，y，z，t) 满足 2维波动方程．
事实上，当 n = 2 时，假设 u( x，y，t) 是方程( 1)

的解，记

�u( x，y，z，t) = u( x，y，t) ， ( 12)
那么方程( 1) 变成
�utt = a2(�uxx +�uyy +�uzz) ，( x，y，z，t) ∈Ｒ3 × ( 0，∞) ，

�u( x，y，z，0) = �g( x，y，z) ，( x，y，z) ∈Ｒ3，

�ut( x，y，z，0) = 0， ( x，y，z) ∈Ｒ3，
{ ( 13)

其中 �g( x，y，z) = g( x，y) = x2( x + y) ．若记 l = ( x，y)
∈ Ｒ2，�l = ( x，y，0) ∈ Ｒ3，则根据 2维情形的计算过
程，有

u( l，t) = ∂( t∫
∂�B( �l，t)

�g( m) d�S( m) ) /∂t =
1

2πa
·

∂
∂t∫

at

0∫
2π

0
r( x + rcos θ) 2( x + rcos θ + y + rsin θ) /

( at) 2 － r■ 2 dθdr． ( 14)
化简式( 14) 得到方程( 1) 的精确解为
u( x，y，t) = x2( x + y) + a2 t2( 3x + y) ． ( 15)
取 a = 1，当 t = 0时，精确解为 u( x，y) = x2( x +

y) ( 见图1) ．当 t = 1时，精确解为u( x，y，1) = x2( x + y)
+ 3x + y( 见图 2) ．

图 1 当 t = 0时的精确解

图 2 当 t = 1时的精确解

2 2维地震波方程的数值解

2．1 有限差分法

本节讨论方程

utt( x，y，t) = Δu( x，y，t) ，( x，y，t) ∈

Ω × ( 0，T］，

u( x，y，0) = x2( x + y) ，( x，y) ∈ Ω，
ut( x，y，0) = 0， ( x，y) ∈ Ω，

u( x，y，t) = x2( x + y) + t2( 3x + y) ，
( x，y，t) ∈ ∂Ω × ( 0，T］















( 16)

的有限差分法，其中�Ω =［0，1］×［0，1］，T = 1．
为了衡量数值算法的精度，定义如下误差:

ＲMSE = ∑
N

i = 1
E2

i■ /N，MAE = max
1≤i≤N

Ei ，

其中 N为测试点的个数，Ei = u( xi，yi，ti ) － �u( xi，yi，
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ti ) 为精确解与数值解在插值点 ( xi，yi，ti ) 处的
误差．
2．1．1 差分格式的建立 第 1步: 将求解区域�Ω ×
［0，1］进行网格剖分．取正整数 m和 n，并记

xi = ih，yj = jh，0≤ i，j≤ m，
tk = kτ，0≤ k≤ n，

其中 h = 1 /m为空间步长，τ = T /n为时间步长．定义
在该矩形网格上的网格函数为

uH = { uk
i，j( xi，yj，tk ) ，0≤ i，j≤ m，0≤ k≤ n} ，

其中 uk
i，j( xi，yj，tk ) 为在结点( xi，yj，tk ) 处函数 u( xi，

yj，tk ) 的近似值，记为 uk
i，j ．

第 2步: 微分方程离散化．利用泰勒级数展开
得到

∂2u( xi，yj，tk ) /∂t
2 ≈ ( uk+1

i，j － 2uk
i，j + uk－1

i，j ) /τ
2，( 17)

∂2u( xi，yj，tk ) /∂x
2 ≈ ( uk

i+1，j － 2uk
i，j +

uk
i－1，j ) /h

2， ( 18)

∂2u( xi，yj，tk ) /∂y
2 ≈ ( uk

i，j +1 － 2uk
i，j +

uk
i，j －1 ) /h

2， ( 19)
代入方程( 16) ，得到
( uk+1

i，j － 2uk
i，j + uk－1

i，j ) /τ
2 = ( uk

i+1，j － 2uk
i，j +

uk
i－1，j ) /h

2 + ( uk
i，j +1

－ 2uk
i，j + uk

i，j +1 ) /h
2 ． ( 20)

因此，建立的差分格式为

uk+1
i，j = r2( uk

i+1，j + uk
i－1，j + uk

i，j +1 + uk
i，j －1 ) + ( 2 －

4r2 ) uk
i，j － uk－1

i，j ， ( 21)

其中 r = τ /h为网格比，局部截断误差为 O( τ2 + h2) ．
2．1．2 数值结果 取空间步长 h = 0．1、时间步长 τ
= 0．001并代入式( 21) 中，则当 t = 0．1时近似解在格
点上的绝对误差如图 3所示，均方根误差为0．009 3．
当 t = 1．0时近似解在格点上的绝对误差如图 4 所
示，均方根误差为 0．671 9．在本算例中，网格比 r =

τ /h = 0．01，因此 3层的差分格式收敛，但计算精度
整体不高，故简单的有限差分格式不适合解此类发

展方程．

图 3 当 t = 0．1时的近似解绝对值误差

图 4 当 t = 1．0时的近似解绝对值误差

2．2 无网格方法

2．2．1 时空多项式特解法 本节简要介绍运用时
空多项式特解法求解 2维地震波动方程的初边值问
题的一般步骤．
考虑如下的 2维地震波方程:
utt( x，y，t) － Δu( x，y，t) = f( x，y，t) ，

( x，y，t) ∈ Ω × ( 0，T］，
u( x，y，0) = u0( x + y) ，( x，y) ∈ Ω，

ut( x，y，0) = u1( x，y) ，( x，y) ∈ Ω，

u( x，y，t) = g( x，y，t) ，( x，y，t) ∈
∂Ω × ( 0，T］，















( 22)

其中函数 f( x，y，t) 、u0( x，y) 、u1( x，y) 和 g( x，y，t)
为给定函数．
假设方程( 22) 的解 u( x，y，t) 可以通过一组线

性无关的特解多项式Φijk( x，y，t) 的线性组合来近似

u( x，y，t) ≈ u
∧
( x，y，t) = ∑

m

i = 0
∑
j +k≤i

j，k = 0
aijkΦijk( x，y，t) ， ( 23)

其中Φijk( x，y，t) 为满足 LΦijk( x，y，t) = xiyj tk 的多项
式，微分算子 L = ∂tt － ( ∂xx + ∂yy ) + I．

取内点集合为{ ( xi，yi，ti ) }
ni
i = 1⊂Ω × ( 0，T) ，边

界点集合为{ ( xi，yi，ti ) }
N
i = ni+1

⊂ ∂Ω × ( 0，T) ∪ Ω ×

{ t = 0} ，则式( 23) 中的待定系数{ aijk} 可由下式得到

∑
m

i = 0
∑
j +k≤i

k = 0
aijkx

i
ly

j
l t
k
l － ∑

m

i = 0
∑
j +k≤i

j，k = 0
aijkΦijk( xl，yl，tl ) =

f( xl，yl，tl ) ，l = 1，2，…，ni，

∑
m

i = 0
∑
j +k≤i

j，k = 0
aijkΦijk( xl，yl，0) = u0( xl，yl ) ，

∑
m

i = 0
∑
j +k≤i

j，k = 0
aijk( ∂Φijk ) t( xl，yl，0) = u1( xl，yl ) ，

∑
m

i = 0
∑
j +k≤i

j，k = 0
aijkΦijk( xl，yl，tl ) = g( xl，yl，tl ) ，l = ni + 1，

ni + 2，…，N．
将求出的待定系数{ aijk} 代入式( 23) ，得到方程
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( 22) 的近似解．引理 2提供了求特解多项式 Φijk( x，
y，t) 的方法．
引理 2［21］ 对于一般的 3维 2阶常系数微分方

程，令( w1，w2，w3 ) = ( x，y，t)

∑
3

i = 1
∑

3

j = 1
aij∂

2up / ( ∂wi∂wj ) +∑
3

i = 1
bj∂up /∂wi + cup =

xmyntl， ( 24)
其中系数{ aij}

3
i，j = 1，{ bi}

3
i = 1 和 c是实常数，且 c≠ 0，

m、n和 l分别为非负整数，则式( 24) 的多项式特解由

up =
1
c ∑

m+n+l

k = 0
( － 1 / c) kLk( xmyntl )

给出，其中L = ∑
3

i = 1
∑

3

j = 1
aij∂

2 / ( ∂wi∂wj) +∑
3

i = 1
bj∂/∂wi + cI．

2．2．2 数值结果 本节采用时空多项式特解法求
2维地震波方程( 16) ．在内点集合{ ( xi，yi，ti ) }

ni
i = 1 ⊂

( 0，1) × ( 0，1) × ( 0，T) 内选取 ni = 5 832个内点，

在边界点集合内{ ( xb，yb，tb ) }
nb
b = 1 ⊂ Ω × { t = 0} ∪

∂Ω × ( 0，T) 选取 nb = 2 096个边界点，在内点集合中
选取N = 2 197个测试点，数值模拟结果如表 1所示．
在 T = 1．0时的平方根误差和多项式阶的关系如图 5
所示．由表 1和图 5可知: 当多项式的阶 n = 4时，均
方根误差达到 10 －15，接近机器精度．继续提高多项
式的阶，所得的数值结果精度稍有波动，但仍保持相

当好的稳定性，这表明时空多项式特解法对 2 维地
震波场的数值模拟非常有效．相比于有限差分法，无
网格方法不需要任何网格剖分，更无须确定网格时

空比，所得计算结果的精度及稳定性远远优于有限

差分法．
表 1 时空多项式特解法求得的近似解的均方根误差

多项式

的阶
T = 1．0 T = 0．5 T = 0．1

2 2．22 × 10 －1 1．94 × 10 －1 2．33 × 10 －1

4 2．83 × 10 －15 3．39 × 10 －15 1．65 × 10 －15

6 3．00 × 10 －15 2．32 × 10 －15 4．02 × 10 －15

8 7．84 × 10 －15 4．55 × 10 －15 3．92 × 10 －15

10 6．74 × 10 －15 1．48 × 10 －14 5．47 × 10 －15

12 5．93 × 10 －14 2．91 × 10 －14 4．11 × 10 －14

14 2．87 × 10 －14 3．45 × 10 －14 2．58 × 10 －13

16 5．65 × 10 －14 9．00 × 10 －15 1．62 × 10 －13

18 2．40 × 10 －14 2．00 × 10 －14 2．06 × 10 －13

20 3．09 × 10 －14 3．39 × 10 －14 2．31 × 10 －13

多项式特解的阶

图 5 在 t = 1．0时时空多项式特解的阶与均方根误差

3 结论

本文主要使用升降法研究 2维地震波场的精确
解及其数值模拟．当采用有限差分法求解此类方程
时算法精度不高．当采用无网格类方法的时空多项
式特解法时算法的精度很高，接近机器精度，而且算

法的稳定性极好．但基于配点法的无网格类方法需
要一定数目的配点，所得的系数矩阵为稠密矩阵，随

着多项式特解阶的提高，系数矩阵的条件数增长较

快．下一步的工作是研究局部多项式特解法，以期得
到的系数矩阵为稀疏矩阵．
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The Exact Solution and Meshless Numerical Simulation of
Two－Dimensional Seismic Wave Field

CAO Yanhua，ZHU Tingxin，WANG Jun
( School of Sciences，East China Jiaotong University，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: Based on the wave theory and lifting method，the exact solution of two-dimensional seismic wave field is
derived．Then，the meshless method is used to simulate the two-dimensional seismic wave field，and the approximate
solution is analyzed and compared to traditional finite difference method．Numerical example shows that the meshless
method has more higher accuracy，better stability and more flexibility．
Key words: two-dimensional seismic wave field; finite difference method; meshless method
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